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7 Bewljzen

Voorkennis Definities, vermoedens en stellingen

Bladzijde 99

© <4=2C, (Z-hoeken)
ZB = £C;(Z-hoeken) }AA+AB+ £C,=180°
ZC,+ LGy + LG, = 180° (gestrekte hoek)

© Tcken diagonaal AC.
LA, + £B+ £C, = 180° (hoekensom drichoek) } D
LA, + £D+ £C,=180° (hoekensom driehoek)

LA+ LB+ LC + LAy, + ZD+ £Cy=360°
LA+ LA,= 24 LA+ LB+ LC+ £D=360°
LC+ £Cy=£LC

Q ZB, + £B, =180° (gestrekte hoek) _

ZA+ £B;+ £C=180° (hoekensom drichoek) LBy LATLL
O 4D//BC, dus LA = £B, (F-hoeken) } Ld=2C

AB /! CD, dus LC = £B, (Z-hoeken)

Op dezelfde manier kun je bewijzen dat LB = £D.

Dus de overstaande hoeken in een parallellogram zijn even groot.

© a 24+ 4B, + £C+ £D=360° (hoekensom vierhoek)
ZA=/2Cen LB, = £D (gegeven)

LA+ /B, =180° ~
ZB, + ZB,=180° (gestrekte hoek) }LA = £
Uit £A4 = £B, volgt dat AD // BC (F-hoeken).

} 2/£A4+22B, =360°

b Zie de figuur hiernaast.
LA+ LB+ £C+ £D=360° (hoekensom vierhoek)
LA=LC,en LB = ZD (gegeven)

LB+ ZC, = 180° B
ZC, + £C, = 180° (gestrekte hoek) }AB =46

}43+4c1= 180°

o~

Uit £B = £C, volgt dat AB // CD (F-hoeken). A

Bladzijde 100
© 2 Zic de figuur hiernaast.

ZB,+ £B,=180° (gestrekte hoek) } .
g T £B,=90
Uit LA = £ B, volgt dat AD // BC (F-hoeken).

Zie de figuur hiernaast.
ZC,+ £C,=180° (gestrekte hoek)

pams ° J
ZC Zope }46’2 90

Uit £B = £, volgt dat AB // CD (F-hoeken).
Uit AD // BC en AB // CD volgt dat ABCD een parallellogram is.
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b Zie de figuur hiernaast. D c
AD /! BC, dus LA = £B, (F-hoeken) _ ano
A =90° £B,=90

£B,=90°
ZB,+ £ZB,=180° (gestrekte hoek)

}431 =90°

ZB,=90°
AB /] CD, dus £B, = £C (Z-hoeken)

LA+ LB+ £LC+ £D=360° (hoekensom vierhoek)
LA=LB =£C=90°

LA=4B,=£LC=4£D=90° dus ABCD is een rechthoek.

}LC=90°

}LD= 90°

0 a Zie de figuur. De diagonalen staan loodrecht op elkaar, D

toch is het geen ruit. / \
]

b Neem bijvoorbeeld parallellogram ABCD met £ 4 = 60°.
Uit de eigenschappen van een parallellogram volgt dan
ZC=60°en LB=«£D=120°.

De buitenhoek van £ B is 60°.

LA+ LC+ ZD _ 60° +60° +120°
3 3

Dus de buitenhoek van £ B is niet gelijk aan het derde deel van de 60° 120° /60°

niet-aanliggende binnenhoeken. B

120° 60°

=80°

0 a De stelling is niet omkeerbaar.

Tegenvoorbeeld:
D

\C

AC=BD

N

B

b De stelling is omkeerbaar.
Als de diagonalen van een vierhoek elkaar middendoor delen, dan is de vierhoek
een parallellogram.

¢ De stelling is niet omkeerbaar.
Tegenvoorbeeld:

D

7.1 Bewijzen in driehoeken en vierhoeken

Bladzijde 101
© 2 £4BC= £DBE omdat dit dezelfde hoek is.
b £BAC= ZBDE omdat dit F-hoeken zijn.
¢ AABC en ADBE zijn gelijkvormig omdat ze twee paar gelijke hoeken hebben.
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a Eén driehoek.

JAN

b Eén drichoek.

C
7
_|
A 5 B

¢ Twee verschillende drichoeken.

C
C
5
50°
5
A 5 B
A . B
6

d Eén driehoek.

C
6
50°
A 5 B
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e Eén driehoek.

A

f Eén drichoek.

% 50° 70° &
5

g Meer verschillende driehoeken.

C

c
60°
60°
50° 70°
A B
50° 70°
A B
Bladzijde 104
© Teken de hoogtelijn CD.
c
.
A - B
CD=CD
ZADC= ZBDC=90°  {AADC 2 ABDC (ZHH)
£ CAD = ZCBD (gegeven)
Dus AC = BC.
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Teken de hoogtelijn CD.

C
A D—l B
CD=CD
ZADC = £BDC = 90° AADC 2 ABDC (ZZH)

AC = BC (gelijkzijdige driehoek)

Dus £CAD = ZCBD.

Analoog kun je bewijzen dat LABC = ZBCA.
Dus £LCAB= ZABC = ZBCA.

Teken de hoogtelijn CD.

c

.
A > B
CD=CD

ZADC= £ZBDC =90° } AADC € ABDC (ZHH)
ZLCAD = ZCBD (gegeven)

Dus AC =BC.

Analoog kun je bewijzen dat 4B = BC.

Dus AB=BC=AC.

Omdat AB = BC = AC is de driehoek gelijkzijdig.

Teken de diagonaal AC.

ZBAC= £DCA (Z-hoeken)

ZBCA = £DAC (Z-hoeken) } AABC 2L ACDA (HZH)
AC=AC

Uit AABC2 ACDA volgt dat AB = CD en AD = BC.
AB = CD (gegeven)

BC = AD (gegeven) }AABC 2 ACDA(ZZ7)
AC=AC

Uit AABC' 2 ACDA volgt dat £BAC = £ZDCA,

dus 4B // CD (Z-hoeken) en

dat £LBCA = £ZDAC, dus AD // BC (Z-hoeken).

Dus ABCD is een parallellogram omdat 4ABCD twee paar
evenwijdige zijden heeft.

Teken de diagonaal AC.

AB = CD (gegeven)

ZBAC = £DCA (Z-hoeken) }AABC 2 ACDA (ZHZ)
AC=AC

Uit AABC2 ACDA volgt dat LACB = £CAD,

dus AD // BC (Z-hoeken).

Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee
paar evenwijdige zijden heeft.

Verleng zijde 4B aan de kant van B.

AD /! BC, dus LA = £B, (F-hoeken) }AA =£C

AB /] CD, dus £C= £B,(Z-hoeken)

Analoog kun je bewijzen dat LB = £D.
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e LA+ LB, + £C+ £D=1360° (hoekensom vierhoek

D c
ZA = ZC(gegeven) } 2£A4+24B,=360°
ZB,=Z£D (gegeven)
LA+ £ZB,=180° _
ZB,+ £B,=180° (gestrekte hoek) }AA =&
Dus AD // BC (F-hoeken).
Analoog kun je bewijzen dat AB // CD. A 1/2

B

Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee paren evenwijdige
zijden heeft.

f AB=CD (vraag a)
AB // CD, dus ZBAC = £DCA (Z-hoeken) } AABS 2L ACDS (HZH)
AB /] CD, dus £ABD = £ CDB (Z-hoeken)
Uit AABS £ ACDS volgt dat AS = CS en BS = DS.

g AS= CS (gegeven)
DS = BS (gegeven) } AASD £ ACSB (ZHZ)
ZLASD = £ BSC (overstaande hoeken)
Uit AASD £ ACSB volgt dat £DAS = £ BCS, dus AD // BC (Z-hoeken).
Analoog kun je bewijzen dat 4B // CD.
Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee paar evenwijdige A o
zijden heeft.

© a Teken de diagonalen AC en BD.
D H s

A H B

AB = CD (ruit)

BC = AD (ruit) p AABC2 ACDA (ZZZ)
AC=AC

Uit AABC2 ACDA volgt LA, = £C, dus AB // CD (Z-hoeken),
en ZC, = £A, dus AD // BC (Z-hoeken).
Dus een ruit 1s tevens parallellogram.

b Teken de diagonaal AC.

D H c

A H B
AB = BC (ruit) dus £4, = £C, (gelijkbenige driehoek).
AD = CD (ruit) dus L4, = ZC, (gelijkbenige driehoek)
ZA, = £C, (Z-hoeken)
LA, = £LC, (Z-hoeken)
ZA,= ZC,

ZA,= ZC,

Dus AC deelt £A4 en £C middendoor.

Analoog kun je bewijzen dat £B en £D door BD middendoor worden gedeeld.

LA =LA,=2LC = £LC,
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B
ZA,= £C, (Z-hoeken)
ZA,= Z£C, (Z-hoeken) }LA1 =LA, =£LC,=4LC,
LA, = LA, (gegeven)
AACD en A ABC zijn gelijkbenig (gelijkbenige driehoek).
AD = CD (gelijkbenige driehoek)
AB = BC (gelijkbenige driechoek) } AABC L AADC (Z77)
AC=AC
Dus AB=BC =CD = AD, dus ABCD is een ruit.

d Uit vraag a volgt dat een ruit ook een parallellogram is.
Teken de diagonalen AC en BD. Het snijpunt 1s S.

D H ¢

A H B

BS = DS (parallellogram)

AS=AS AABS L NADS (777)
AB = AD (ruit)

£8,=48S,

Z8, + £8,=180° (gestrekte hoek) }Asl = £5=50
Dus de diagonalen snijden elkaar loodrecht.
e D c

A == B

BS = DS (parallellogram)

£8,=£5,=90° AABS £ AADS (ZHZ)

AS= A4S

Uit AABS £ AADS volgt AB = AD.

AB=A4D

AB = CD (parallellogram) } AB=BC=CD=AD, dus ABCD is een ruit.
AD = BC (parallellogram)
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€ 2 Teken de diagonalen 4C en BD.
D ¢

A B

ZA=ZB=90°(gegeven)

AB=AB } AABC L ABAD (ZHZ)
AD = BC (rechthoek)

Uit AABC2 ABAD volgt dat AC = BD.

b b = C
A B
AB=AB

AD = BC (parallellogram) ; AABC 2 ABAD (Z77)
AC= BD (gegeven)
Dus L4 = 4B.

AB = CD (parallellogram)

AD = BC (parallellogram) }AABD 2 ACDB (Z2Z7)
BD =BD

Dus £4=ZC.

AB = CD (parallellogram)

AD=AD }AABD 2 ADCA (Z77)
BD = AC (gegeven)

Dus LA = £D.

LA=LB=2C=4D

LA+ LB+ ZC+ £D=360° (hoekensom vierhoek)
Dus ABCD is een rechthoek.

}LAZLB=4C=4D=9O°

Bladzijde 105
© 4p=4D

ZLEAD = ZFAD (gegeven) }AADE 2 AADF (ZHH)

ZLAED = ZAFD =90°

Uit AADE 2 AADF volgt DE = DF.
© 4B =BC = AC (gelijkzijdige driehoek) } e g
AD=BE'= CF (gegeven) AB—AD=BC—-BE=A4AC—-CF

BD=CE=AF
AF=CE
AD=CF AADF £ ACFE (ZHZ)
LA = 2£C=60° (gelijkzijdige driehoek)
Dus DF = FE.
AF =BD
AD = BE AADF 2 ABED (ZHZ)
LA = ZB=060° (gelijkzijdige drichoek)
Dus DF = ED.
DF =FE
eyl }DF—FE—ED

Dus ADEF is gelijkzijdig.
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A B

£ C, =60° (gelijkzijdige driehoek) }

= — + o
£, =60° (gelijlorjdige drighosk) [ < 2 — < Cnl= 26+ 607)

AC = OC (gelijkzijdige driehoek) AAPC 2L AQBC (ZHZ)
PC = BC (gelijkzijdige driehoek)
Dus AP = BO.

(11) c

X

A B

1ZA+5 2B+ ZANB =180° (hoekensom drichoek), dus £A4 + £B +2£ANB = 360° }
LA+ £ZB+ £C=180° (hoekensom drichoek)

2£ANB— £C=180°
2/ANB = £C+180°
ZANB=90°+1sC

@ Teken de lijn £ door D evenwijdig met AB.
k snijdt BC in F.
£ CAB = £CBA (gelijkbenige driehoek)
£ CDF = ZCAB (F-hoeken) LCDF = ZCFD
ZCFD = ZCBA (F-hoeken)

Omdat AC = BC en CD = CF (gelijkbenige driehoek)
geldt AD = BF. 5

LE=ZE
ZEBP = ZEFD (F-hoeken) }AEB P o AEFD (hh)
Uit BE = AD = BF volgt EF = 2BE. D F_ Kk

EP _EB _, _

Dus o= "pr =1 ofwel DE=2EP | o 0y //\ \
DE=EP+ DP A PNB
Alternatieve uitwerking E
Teken de lijn / door E evenwijdig met AC.

[ snijdt het verlengde van AB in F.

£ BAC= £ABC (gelijkbenige driehoek) c
£BAC = £BFE (Z-hoeken) £BFE=/ZFBE
L ABC = ZFBE (overstaande hoeken)
I
Uit £BFE = ZFBE volgt EB = EF (gelijkbenige driehoek).
D
ggzig( ege en)} AD=EF
gegev AAPD 2 AFPE (ZHH) A 5 F

Z APD = £ FPE (overstaande hoeken)

P
ZDAP = ZEFP (Z-hoeken) W
Uit AAPD £ AFPE volgt DP = EP. 3
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7.2 Bewijzen in cirkels

Bladzijde 107

® <4+ £B+ £C,,=180° (hoekensom driehoek) }
AM = CM, dus £A4 = £C, (gelijkbenige driechoek)
BM = CM, dus £B = £C, (gelijkbenige drichoek)

LG+ ZLCy+ £Cpy = 180°
dus2- £C,, = 180°
dus Z£Cy, =90°

a LABC= £LMBN
@ 4ACB=LMNB:9O°}AABC » AMBN (hh)

Uit AABC »» AMBN en M is het midden van 4B volgt dat N het midden is van BC, dus BN = CN.
BN=CN
MN=MN } ABMN 2 ACMN (ZHZ)
ZLMNB = ZMNC = 90°
Uit ABMN £ ACMN volgt dat BM = CM, dus C ligt op de cirkel met middellijn AB.

b Teken rechthoek ADBC en de diagonalen 4B en CD.

e
A - - B
M
D
M is het snijpunt van de diagonalen, want AM = BM (ADBC is een rechthoek, dus ook een
parallellogram).

AB = CD (rechthoek)

CM = DM (parallellogram) }AM =BM=CM
AM = BM

Dus C ligt op de cirkel met middellijn AB.

Bladzijde 108
@ £4=90°, dus 4 ligt op de cirkel met middellijn BC (Thales).
M is het midden van BC, dus M is het middelpunt van de cirkel door 4, B en C.
AM=BM=CM i
BM+ CM = BC }AM_ oL

@ a Teken de lijnstukken MA, MB, MC en MD.
In AABM is £A, = £B, (gelijkbenige drichoek)
In ABCM is £C, = £B, (gelijkbenige drichoek)
In ACDM is £C, = £D, (gelijkbenige drichoek)
In sADM is £A, = £D, (gelijkbenige driehoek)
Hieruit volgt £A4, + LA, + LC,+ LC,= 4B, + £B,+ £D,+ 4D,
dus LA+ £C= 4B+ £D.

LA+ LC=4LB+ 4D
LA+ LB+ £ZC+ £D=360° (hoekensom vierhoek)
b Teken de lijnstukken MA, MB, MC en MD.

D
In AADM is £ A, = £D, (gelijkbenige drichoek) \ c
In ACDM is £C, = £D, (gelijkbenige driehoek) ‘
In ABCM is £C, = £B,, (gelijkbenige driehoek) A< =5—=\8

In AABM is £ A, = ZB, (gelijkbenige drichoek)
Hieruit volgt LA, + £Cy+ £C,— LAy = ZD,+ 2D, + ZB,, — LB,
dus ZA,+ £Cy= ZB,+ £D,,.

LA+ £Cpy= £By+ 2D,
LA+ LB, + LC,+ £D, =360° (hoekensom vierhoek)

}LAJrLC: 180°en LB+ £D=180°

}4A, + £Cp,=180° en ZB,+ £D,, = 180°
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¢ Teken de lijnstukken MD en MC.
In AADM 1s £ A = £ D, (gelijkbenige driehoek)
In ACDM is £C, = £D, (gelijkbenige driehoek) }
In ABCM 1s £C, = £B (gelijkbenige drichoek)
Hieruit volgt LA+ £C,+ LCy=4LD,+ LD, + LB
dus LA+ £C=4B+ 4D.

LA+ ZLC=4LB+ /D
LA+ ZB+ ZC+ £D =360° (hoekensom vierhoek)

}AA+LC= 180°en £B+ £D =180°

Bladzijde 110

€@ Kies een punt £ op de cirkel binnen vierhoek 4BCD en teken BE en DE.
c

ZB,+ £D,=180° (koordenvierhoek) dus £B,, + £D,, > 180°

ZB,+ £D,;, > 180° } o
LA+ LB+ £LC+ £Dy,=360° (hoekensom vierhoek) 4 +cC<180

@ Teken CF, AB en DE.

ZC, + £B,=180° (koordenvierhoek) } JC = /B

ZB, + £B, =180° (gestrekte hoek) ! ! C D
ZB, + £D,=180° (koordenvierhoek) }AD _ 3 1 l
4D, + £D, = 180° (gestrekte hoek) 1 1

Dus CF // DE (F-hoeken).
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€@ Vermoeden: ook in deze situatie is CF // DE.
Teken G op de kleinste boog AE. Teken CF, AB, DE, AG en EG.

ZC, + £B,=180° (koordenvierhoek)
ZB,+ £B, =180° (gestrekte hoek)

ZB,+ LAGE = 180° (koordenvierhoek)
£ZD,+ LAGE = 180° (koordenvierhoek)

Dus CF' // DE (Z-hoeken).

}4Cl = /B,
2= 2D,
}431 = /D,

€@ a £BED + ZCED = 180° (gestrekte hoek)
ZLCED = ZA (gegeven)
Dus ABED is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
b R

}ZBED + £A4=180°

P Q
Teken lijnstuk S7.

Q
£8;=90° dus S ligt op de cirkel met middellijn PQ (Thales) }
ZT,=90° dus T ligt op de cirkel met middellijn PQ (Thales)
Dus S en T liggen beide op de cirkel met middellijn PQ.

Dus PQST is een koordenvierhoek.
Z£Q, + £T,;,=180° (koordenvierhoek)

ZT,+ £T,;= 180° (gestrekte hoek) }LQ” = £T, ofwel ZPOR= £STR
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@) Het punt S is het snijpunt van de cirkels ¢, en c,.
Teken PS, OS en RS.
o

£8,+ £A4=180° (koordenvierhoek) }

£8,+ ZB =180° (koordenvierhoek) L % i LA SR =CR)

LS, + L8, + £8,=360° A+ 2B =25,

LA+ ZB= /S,

LA+ LB+ £C=180° (hoekensom drichoek) }ZSI“ +LC=180

Hieruit volgt dat COSR een koordenvierhoek is (koordenvierhoek),
dus §'ligt op de cirkel door C, Q en R.
Hieruit volgt dat ¢, ¢, en ¢; door één punt gaan.

Bladzijde 111

22 b

% 2 )

A B

LA+ LD, + LAHD = 180° (hoekensom driehoek)
ZAHD = £ EHG (overstaande hoeken)

ZB,+ £C, + £BFC = 180° (hoekensom driehoek)
ZBFC= ZEFG (overstaande hoeken)

LEHG+ ZEFG=180°— LA, — LD, +180°— LB, — £LC,=360°— LA, — LB, — LC, — LD,

LA+ LB, + £LC,+ £D,,=360° (hoekensom vierhoek) } o
. . + + + =

LA =LAy, £B,= £B,, £C,= £C,, £D, = £D, (bissectrice) iyt Lyt Ll ¥ L=

Dus LEHG + £LEFG = 180° en hieruit volgt dat EFGH een koordenvierhoek is (koordenvierhoek).

}AEHG =180°— £4, - 4D,

}4EFG= 180°— £B,— £C,
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& £BAD+ £BCD =180° (koordenvierhoek)
ZBCD + £DCQ = 180° (gestrekte hoek)

ZBAD = £DCQ
£DCQ = £PCR (overstaande hocken)

} ZBAD = £DCQ
}LBAD = /PCR

ZBAD = LPAT = £ZPCR
ZAPT = £CPR (bissectrice)

Uit AAPT «» ACPR volgt LATP = £ CRP.
LATP + £STQ = 180° (gestrekte hoek) £LSTQ = ZSRQ
ZCRP + £ZSRQ = 180° (gestrekte hoek)

}AAPT o ACPR (hh)

ZSTO = £SRO
ZSQT= ZSOR (bissectrice) }ATSQ ® ARSQ (ZHH)
0S=0S

Uit ATSQ 2 ARSQ volgt £ TSQ = £RSQ.

ZTSO+ ZRSQ = 180° (gestrekte hoek) }4 Q=30

Dus de bissectrices snijden elkaar loodrecht.

D a

C

E

b LACB+ £AEB = 180°, want AEBC is een koordenvierhoek.
ZLADB + ZAEB = 180°, want AEBD is een koordenvierhoek.
¢ LACB+ ZAEB=180° _
ZADB+ ZAEB =180° }AACB = 4405

Bladzijde 112
€& a LACB+£AEB=180° (koordenvierhoek)

ZLACB =ZADB (gegeven)
Dus AEBD is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
Hieruit volgt dat C en D op dezelfde cirkelboog AB liggen.

b In vierhoek 4BCD liggen C en D aan dezelfde kant van 45.
Als ZADB = £ACB, dan liggen C en D op dezelfde cirkelboog AB (constante hoek),
dus 4, B, C en D liggen op één cirkel, dus ABCD is een koordenvierhoek.

}AADB + LAEB =180°

Bladzijde 113
@ a LA, = £C, (gelijkbenige drichoek)
LA+ £LC,+ £LAMB = 180° (hoekensom driehoek)

4B, = £C, (gelijkbenige driehoek)
£B,+ £C,+ ZBMC = 180° (hoekensom driehoek)

ZAMB =360°— (180°—2-£C,) —(180° -2+ LC,)
=360°—180°+2-£C,—180°+2- £C,
=2-(LC,+ £LCy
=2-ZACB ¢
Dus ZACB =% ZAMB.
b ZACB=90° (Thales)
ZAMB = 180° (gestrekte hoek)

}LAMB=180°—2-4C1

}LBMC=18O°—2-LC2

<

}AACB =3 ZAMB
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@ a AM = CM (straal cirkel)
BM = DM (straal cirkel) } AAMB 2 ACMD (ZZ27)
AB = CD (gegeven)
Hieruit volgt ZAMB = £ CMD, dus boog AB =boog CD.
b boog AB = boog CD, dus LAMB = ZCMD
AM = CM (straal cirkel) }AAMB 2 ACMD (ZHZ)
BM = DM (straal cirkel)
Hieruit volgt AB = CD.

Bladzijde 114
D ¢
\D
2
1
ERZ>
2
A 1 B

ZCEF+ £ZCDF =90° +90° = 180° dus CEFD is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
ZLECF = £EDF (constante hoek)

In AAFC is LECF =90° — £ A (hoekensom drichoek) }ACDE =ZA

ZEDF =90° — ZCDE (rechte hoek)

@ ZAPB =1/ ACB (gegeven), dus ZAPB is een omtrekshoek die dezelfde koorde 4B insluit als de
middelpuntshoek £ACB (omtrekshoek). Hieruit volgt dat de punten 4, B en P op dezelfde cirkel met
middelpunt C liggen.

Dus BC = CP (straal cirkel).

€ ZECD= £ABE (constante hoek)
L ABE = ZEBC (bissectrice)

ZECD= /EBC
e ABEC}AEDC v AECB (hh)
£ CE

- DE _CE 2 pr.
Uit AEDC «» AECB volgt CE " BE ofwel CE? = BE - DE.

}LECD =ZEBC

@ a Teken de lijnstukken 4C en BD.

ZA = ZD (constante hoek)
£ B = ZC (constante hoek) }AACP « ADBP (hh)

C
. PA_PCyo vy rn_ e (» s
Uit AACP & ADBP volgt ==~ dus PA* PB= PC" PD. D

b Teken de lijnstukken AC en BD.

ZA+ £D, = 180° (koordenvierhoek) } JA=/D e

— o - 2 D
4D, + £D, =180° (gestrekte hoek) o pP=_p }AAPC v ADPB (hh) .
Uit A4APC «»» ADPB volgt £ £6 dus PA-PB=PC-PD. A B

PD PB
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Bladzijde 115
@ a Teken BC, AM, BM, CM en DM.

ZACB =% £ AMB (omtrekshoek)

- L1
£ CBD =} 2 CMD (omtrekshoek) £APB=3£AMB +3£CMD
ZAPB = ZACB + £ CBD (buitenhoek driehoek)) £ APB =1(£AMB + £ CMD)

b Teken BD, AM, BM, CM en DM.

ZADB =5 £ AMB (omtrekshoek)

ZCBD =% £ CMD (omtrekshoek) _1 1
ZADB = ZAPB + £ PBD (buitenhoek driechoek) £APB=32AMB 3 £CMD
ofwel LAPB= ZADB— £CBD ZAPB =Y(£AMB — £ CMD)

€ Noem het middelpunt van de linker cirkel M en van de rechter cirkel N.
Teken MB, MP, NB, NQ en AB.

ZBAP =3 Z BMP (omtrekshoek)

ZBAQ =% £ BNQ (omtrekshoek)
ZBAP= ZBAQ

ZBMP= ZBNQ
MB = NB (cirkel) ¢ ABMP 2 ABNQ (ZHZ)
MP = NQ (cirkel)

Uit ABMP £ ABNQ volgt BP = BQ, dus drichoek BPQ is gelijkbenig.

ZBMP= ZBNQ

@ ZCEH + ZCDH = 90° + 90° = 180° dus vierhoek CDHE is een koordenvierhoek (koordenvierhoek)
Z EDH = Z ECH (constante hoek)
ZEGC= £ZDGH (overstaande hoeken) } AL = ADGEN)

CG GE

Uit ACGE «» ADGH volgt DG = CH dus CG-GH=DG" GE.
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7.3 Volledige inductie

Bladzijde 117
€@ a n=1geeft A=7"+32=7+9=16is deelbaar door 4

n=2geeft A=7>+33=49+27 =76 is deelbaar door 4

n=73 geeft A =7+ 3*=343 + 81 =424 is deelbaar door 4

n=4geeft A ="7*+3°=2401 + 243 = 2644 is deelbaar door 4

n=>5geeft A=7°+3%=16807 + 729 = 17536 is deelbaar door 4

01— 01— 20 gl =g g0 .

3202 — 3201+1 — 3201. 31 — 3. 3201 }7 +3%=7-7""+3-3

7.7200+3.3201 =7.7200+7.3201 _4.3201 =7.(7200+3201)_4.3201

Gegeven is dat 72%0 + 3201 deelbaar is door 4.

Danis 7- (77 +3201) — 4-320! het verschil van twee getallen die beide deelbaar zijn door 4.
deelbaar door 4 deelbaar door 4

Stel 7290 + 3201 = 44 en 329" = p. Dan is 7+ (7% + 320) — 4. (32" =7 -4a — 4b = 4(Ta — b),

dus deelbaar door 4.

Dus 7201 + 3202 = 7. (7200 4- 3201y — 4. 3201 jg o0k deelbaar door 4.

Uit vraag d volgt dat 72°! + 3202 deelbaar is door 4.

7202 4 3203 = 7. 7201 4 3.3202 = 7. 7201 4 7. 3202 4.3202 = 7. (7200 4 3202) _ 4. 3202

Dus 7292 + 3203 is te schrijven als het verschil van twee getallen die beide deelbaar zijn door 4.

Dus 729 + 3203 is deelbaar door 4.

Bladzijde 118

(36

n =4 geeft 4! > 24 ofwel 24 > 16 en dit klopt.

2 Neem aan dat p! > 27 en bewijs dat (p + 1)! > 27*! voor p > 4.

(p+ 1! >27*1
(p+1):pl>2:2

.p

| >
P p+1

Dit klopt omdat p! > 27 en

2
>
+1<1v00rp_4.

Hiermee is bewezen dat n! > 2 voor alle natuurlijke getallen n > 4.

n=1 geeft 9' — 1 = 8 en dat is deelbaar door 8.

2 Neem aan dat 97 — 1 deelbaar is door 8 en bewijs dat 97*! — 1 deelbaar is door 8.

9l —1=9P-91 - 1=9-97—1=8-97+9—1

Nu is 8- 97 deelbaar door 8 omdat deze term een factor 8 bevat en 97 — 1 is deelbaar
door 8 vanwege de inductiehypothese, dus 8 - 97 + 97 — 1 is deelbaar door 8.
Hiermee is bewezen dat 9" — 1 deelbaar is door 8 voor alle natuurlijke getallen n > 1.

n=0 geeft 22 + 3! =7 en dat is deelbaar door 7.

2 Neem aan dat 27*2 + 3%*! deelbaar is door 7 en bewijs dat 27 1%2 + 320+ D*1 ofyyel

2r+3 4 32%3 deelbaar is door 7.

2p+3 S 32p+3 :21 .2p+2 4 32. 32p+1 =2 .2p+2 +9. 32p+1 =2 _2p+2 +2- 32p+1 +7 .32p+1 —
2. (2p+2 24 32p+1) +7- 32p+1

Nuis 7-3%*! deelbaar door 7 omdat deze term een factor 7 bevat en 27+2 + 3271

is deelbaar door 7 vanwege de inductichypothese, dus 2 - (27*2 + 327*1) is deelbaar door 7.
Dus 27*3 + 3273 =2 (2,2 + 32p71) + 7321 i deelbaar door 7.

Hiermee is bewezen dat 272 + 32" deelbaar is door 7 voor elk natuurlijke getal.

n=0 geeft 0° — 0 =0 en dat is deelbaar door 10.

2 Neem aan dat p> — p deelbaar is door 10 en bewijs dat (p + 1)’ — (p + 1) deelbaar is door 10.

(p+1)—(p+1)=

p+5pt+10pP + 102 +5p+1—-p—1=

p—p+5p*+5p+10p° +10p? =

(p*>—p) +5p(p* +1) + 10(p* +p?)

p° — p is deelbaar door 10 vanwege de inductiehypothese.

5p(p? + 1) is deelbaar door 10 voor alle even waarden van p omdat 5p deelbaar is door 10.
5p(p? + 1) is deelbaar door 10 voor alle oneven waarden van p omdat p? + 1 dan even is.
10(p* + p?) is deelbaar door 10.

Dus (p + 1)’ = (p + 1) is deelbaar door 10.

3 Hiermee is bewezen dat n° — n deelbaar is door 10 voor elk natuurlijke getal.
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Bladzijde 119
@ 1| n=1 geeft f(x)=x"geeft fi(x) =1-x'"", ofwel f(x)=x geeftf'(x) =1 en dit klopt.
2 Neem aan dat de regel geldt voor n = p, dus dat f(x) = x” geeft f'(x) =p-x”~! en bewijs dat de regel
dan ook geldt voor n=p + 1, dus dat f(x) =x""! geeft f'(x)=(p + 1) x~.
f)=x"l=x-x" geelt (xX)=1-P+x-pP =3P +p-x- 2 1=xP+p-@=(p+ 1"
3 Hiermee is bewezen dat f(x) = x" geeft f(x) = n-x"~ ! klopt voor alle natuurlijke getallen n> 1.

3
3-1347234+7334+434+53= = 5
@D a Zlk 1B+23+33+43+53=1+8+27+64+125=225 S B=(1+2+344+5)

k=1
(1+2+3+4+5)2=152=225

5 5 2
b 1+2+3+4+5=Ek,dus(1+2+3+4+5)2=(§)k)
k=1 k=1

¢ Volgens de somformule van een rekenkundige rij geldt som = % - aantal - (eerste + laatste),
5
dus D k=3-5-(1+5).
k=1
n 2 5
d (Ek) =(1+2+3+ . +n)?=(L-n-(1+n) =1n2(n+1)>
k=1

e B=134+23+3+43+534+63=1+8+27+64+125+216=441

M-

6
; Ek3=%'62'(6+1)2
L.62-(6+1)2=1-36-49 =441 o

Bladzijde 120
1
@® | n=1geeft > (5k—4)=4%-1-(5-3) ofwel 1 =1 en dit klopt.
k=1

D p+l
2 Neemaandat >, (5k—4)=1-p-(5p—3) en bewijs dat D, (Sk—4)=%-(p+1)-(5(p+1) - 3).
k=1 k=1
p+l )2
Het linkerlid geeft > (Sk—4)= > (5k—=4)+5(p+1)=4=3-p-(5p=3)+5p+5-4=23p* +35p+ L.
k=1 k=1

Het rechterlid geeft 1 - (p + 1) (S(p+ 1) —3)=(Ap+1)Sp+2)=2Lp* +3ip+ 1.
p+l

Dus > (Sk—=4)=1-(p+1)-(S(p+1)-3).
k=1

3 Hiermee is bewezen dat Z(Sk — 4) =1n(5n — 3) voor elk natuurlijk getal n> 1.
k=1

1
® 1 n=1geeft Dk(k+1)=1-1-(1+1)-(1+2)ofwel 2 =2 en dit klopt.
k=1

+1
2 Neem aan dat Ep:k(k+ 1)=1p(p + 1)(p +2) en bewijs datpS‘k(k+ D=3(p+D(p+2)(p+3).
k=1 k=1
p+l )4
Sk +1)= Dkt + 1)+ (p+1)(p+2)=ip(p+1)(p+2) +(p+1)(p+2) =
k=1 k=1
Gp+)(p+1)Np+2)= %n<p +3)(p+ D(p+2)=3(p+1)(p+2)(p+3).

3 Hiermee is bewezen dat Zk(k + 1) =3n(n+ 1)(n +2) voor elk natuurlijk getal n> 1.
k=1
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1
@ | n=1geeft D 2k=21"1 -2 ofwel 2 =2 en dit klopt.
k=1
P p+1
2 Neemaandat22k=2p+‘—2enbewijs dat 2K =0p+22,
= k=1
p+l
22k-22k+2p+1 AL D 4 op+l =0 .op+l ) =Jp+2 D
k=1 k=1

3 Hiermee is bewezen dat 22" =2"*1 -2 voor elk natuurlijk getal n > 1.
k=1

(45 1 n—lgeeftzk(k+l) 1_}_1ofwel;lg=%enditklopt.
p+1 +1
2 Neemaandatzk(kil) pi enbew1jsdat2k(k1+1) §+2
Sf 1 _ < . 1 _ P 1 _
iztk(k+1) k=lk(k+1) (p+D(p+2) p+l (p+1)p+2)
plp+2)+1  p*+2p+1  (p+1)*  p+l1
(P+D(p+2) (p+1(p+2) (p+1)(p+2) p+2

1 n
k(k+ 1) ntl

3 Hiermee is bewezen dat 2 voor elk natuurlijk getal n> 1.

1

@D 1 n=1 geeft E Lo1-(1+1)-(2+1) ofwel 1 = 1 en dit klopt.

p
2 Neem aan dat 2 K> =1p(p+1)2p+ 1) en bewijs dat

p+1
D= D1+ D2p+ D+ 1) =¢(p+ D(p+2)2p+3).
k=0
+1
k= S (p+ IR =bp(p+ D2+ 1)+ (p+ 17 =
k=0 k=0

s(p+ 1) p2p+ D) +s(p+1)-6(p+1)=5(p+1)(p2p+1) +6(p+1))=
§@+DRP +p+op+6)=¢(p+1)2p*+Tp+6)=5(p+1)(p +2)(2p+3)
n
3 Hiermee is bewezen dat Ekz =1n(n+ 1)(2n+ 1) voor elk natuurlijk getal 7> 1.

k=0

@ Stelu, =u, "

0 uy(1
1 n=0 geeft E“o ¥ ofwel u, = u, en dit klopt.
L uy(1 — P! ptl uy(1—rpP*2
2 Neem aan dat 2 0(7)en bewijs datEu,;%
=0 k=0
P+l u(l—rp”) i (1— 72 a Pl —7)
0 0 0
Euk Euk I-r FuprrPth= 1-r N -7 -
uo(l = r/’“) + uOrP”(l 1)y~ ug? ! Fug = ug Pt g ugP w1 —rPt?)
1-r - 1—r o 1-r 1—r
. . g - < uy(1 -
3 Hiermee is bewezen dat voor een meetkundige rij geldt E We=—1_,
k=0
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Bladzijde 121
@ Voor de termen van de rij van Fibonacci geldt £, =f,_, + £, _,.
0

1 n=0geeft >, f,2=/,-f; ofwel 1 =1 en dit klopt.

k=0
P ptl

2 Neemaan dat »,f;2=f,"f,., enbewijs dat > fi2 =1, ., /.2
k=0 k=0

ptl

;_:fk 2fk2+p+1_f st T =Lo0ille Tha) =Fini~fons

3 Hiermee is bewezen dat voor de termen van de rij van Fibonacci geldt 2 L2=1 1
k=0
@ a In de derde figuur kun je zien dat L; = 7.

De vierde lijn heeft drie snijpunten met de eerste drie lijnen. Bij het eerste snijpunt komen er 2 vlakdelen bij
en bij elk volgend snijpunt komt er 1 vlakdeel bij. Dus L, =7 +4=11.
De vijfde lijn heeft vier snijpunten met de eerste vier lijnen. Bij het eerste snijpunt komen er 2 vlakdelen bij
en bij elk volgend snijpunt komt er 1 vlakdeel bij. Dus L; =11 +5=16.

b Bij p getekende lijnen heeft de volgende lijn precies p snijpunten met de al getekende lijnen. Bij het
eerste snijpunt komen er 2 vlakdelen bij en bij elk volgend snijpunt komt er 1 vlakdeel bij. Dus komen er p + 1
vlakdelen bij.

¢ Li=2geefta+b+c=2.
L,=4geeft4a +2b+c=4.
Ly="Tgeeft9%a+3b+c="1.
We hebben nu drie vergelijkingen met drie onbekenden. Trek de eerste vergelijking af van de tweede en
de derde vergelijking. Je krijgt het stelsel:
{3a+b=2 ‘2‘ {6a+2b=4

geeft

8a+2b=5 8a+2b=5
-2a =-1
1
a=3 1 —
3a+b=2}12_+1b 2
b=3

a=1enb=] geefic=1.

Dus L,=3n2+3n+1.
d 1 n=1geeft L, =5-12+5-1+1 ofwel 2 =2 en dit klopt.

2 Neemaandat L, = =3p*+ip+ 1 enbewijs datL, =1(p+ 1) +i(p+ 1)+ 1
Uit vraag b volgtdat L, ., =L, +p+1.
Het linkerlid geeft L
Het rechterlid geeft ;(p + 1)+ 5(p+ D) + L =3(p? +2p+ ) +jp+5 + 1 =3p2+p+i+3p+3+1=

g1 =Ly FpHl=gptpp+1+p+1=p2 + ip+2

PP+ 1p+2.
3 Hiermee is bewezen dat L, = §n*> + 1n + 1 voor elk natuurlijk getal n> 1.
0

QD | n=0geeft Zuo (0 + 1)+ (uy + up) ofwel u, = u, en dit klopt.

p+tl
2 Neem aan datzuk 2(p+1)(uo+u)enbew1]s datzuk Tp+2)uy+ Uy 1)
k=0 k=0
p+1
HetlinkerlidgeeftEuk=u0+u1+ Ay F Uy = %(p+1)(u0+up)+upﬂ

k=0
Gebruik u,, | = u, + v, met v het verschil van de rij.

Het rechterhd geeft dan 2(p+2)(uo+up+l) W+ D(uy +u, +v)+2(u0+u +v)=
Hp+ Dy * 1)+ Hp + 1) v+ Yty + 14, +) =
WP+ Dy +u)) +5((p+ 1) v+ g+ u, +v) =
WP+ Dy +u) + 3y + (p+ 1) - v+u, +v) =

Uyt

%(p + Dy + “p) + %(2 ) up+1) =
%(P + Dy + “p) T,
3 Hiermee is bewezen dat voor een rekenkundige rij geldt 2 w, = 5(n+ D(ug +u,).

k=0
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7.4 Andere bewijsmethoden

Bladzijde 123

@ a

L gaat langzamer dan Z, dus heeft L volgens Aristoteles een remmende werking op Z.

b N is zwaarder dan Z, dus valt N volgens Aristoteles sneller dan Z.

C

De antwoorden van a en b zijn met elkaar in tegenspraak. Het uitgangspunt moet dus onjuist zijn: de
zware bal valt niet sneller dan de lichte bal.

Bladzijde 124

(52

2

Stelling: er bestaat geen kleinste getal x € R waarvoor geldt x > 0.

Negatie: er is wel een kleinste getal x waarvoor geldt x > 0.

Stel y =1x. Omdat x > 0 geldt 0 <y <x, en dit is in tegenspraak met de negatie.

Uit de tegenspraak volgt dat er geen kleinste getal x € R bestaat waarvoor geldt x > 0.
Hiermee is het bewijs geleverd.

Stelling: er bestaan oneindig veel natuurlijke getallen.

Negatie: het aantal natuurlijke getallen is eindig.

Omdat het aantal natuurlijke getallen eindig is, moet er een grootste natuurlijk getal x zijn.

Stel y=x + 1. Omdat x € N geldt ook y € N. Omdat bovendien geldt y > x is dit in tegenspraak met de negatie.
Uit de tegenspraak volgt dat er oneindig veel natuurlijke getallen zijn. Hiermee is het bewijs geleverd.

Bladzijde 125

D a

b Uitproberen van priemgetallen groter dan 17 geeft

C

De rest 1s steeds 1.
510511

=26869. Dus 510511 is geen priemgetal.

Voor het getal N zijn er twee mogelijkheden. N is een priemgetal of NV is geen priemgetal.

Als N een priemgetal is, dan hebben we een priemgetal gevonden dat groter is dan P.

Als N geen priemgetal is, dan is N deelbaar door een of meer priemgetallen. Maar dat kunnen niet de
priemgetallen 2, 3, 5, ..., P zijn, want die geven bij deling altijd 1 als rest. Dus is N deelbaar door een
priemgetal groter dan P.

Uit de tegenspraak volgt dat er geen grootste priemgetal P bestaat.

Het aantal priemgetallen is dus oneindig. Hiermee is het bewijs geleverd.

Bladzijde 126

D!
h)

3

4

Stelling: de karretjes houden elkaar in evenwicht als hun gewichten zich verhouden als de lengten van de
hellingen waarop ze staan.

Negatie: de karretjes houden elkaar niet in evenwicht als hun gewichten zich verhouden als de lengten

van de hellingen waarop ze staan.

Als de karretjes elkaar niet in evenwicht houden dan zou ook het kralensnoer niet stil kunnen blijven liggen
op de drichoek, maar gaan bewegen. Deze beweging zou bovendien oneindig lang voortduren. Dit kan niet,
en 1s dus in tegenspraak met de negatie.

Uit de tegenspraak volgt dat de karretjes elkaar in evenwicht houden als hun gewichten zich verhouden als
de lengten van de hellingen waarop ze staan. Hiermee is het bewijs geleverd.

Bladzijde 127

D1
2
3

4

Stelling: minstens één werknemer heeft 7 of meer mails ontvangen.

Negatie: geen enkele werknemer heeft 7 of meer mails ontvangen.

Omdat 73 werknemers ieder maximaal 6 mails ontvangen is het totale aantal mails hoogstens 73 - 6 = 438.
Dit is in tegenspraak met het gegeven dat er 439 mails zijn binnengekomen.

Uit de tegenspraak volgt dat minstens één werknemer 7 of meer mails heeft ontvangen. Hiermee is het bewijs
geleverd.

In het ongunstigste geval vinden de kinderen eerst alle rode en alle blauwe eieren. Vervolgens moeten ze nog twee
(gele) eieren vinden om er zeker van te zijn dat ze minstens twee gele eieren hebben. Dus 10 + 30 + 2 = 42 eieren.
In het ongunstigste geval vinden de kinderen eerst alle gele en alle blauwe eieren. Vervolgens moeten ze nog twee
(rode) eieren vinden om er zeker van te zijn dat ze minstens twee rode en drie blauwe eieren hebben.

Dus 20 + 30 +2 =52 eieren.

Als er geen drie eieren met dezelfde kleur bij zijn, dan hebben de kinderen maximaal zes eieren gevonden: van
iedere kleur twee. Bij het zevende ei ben je er zeker van dat minstens drie eieren dezelfde kleur hebben.

Dus zeven eieren.
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Bladzijde 128
@ a Het mogelijke aantal haren zijn de laden en de inwoners van Rotterdam zijn de knikkers. Er zijn dus

250001 laden en 618000 knikkers.
Leg in elk van de laden 2 knikkers.
Er blijven dan 117 998 knikkers over die ook verdeeld moeten worden.
Er is dus altijd een lade met minstens 3 knikkers.
Er zijn dus minstens drie inwoners in Rotterdam met precies hetzelfde aantal haren op het hoofd.

b Nee. Bij vraag a is alleen bewezen dat er minstens drie inwoners van Rotterdam zijn met precies
hetzelfde aantal haren. Daar hoeft Elise niet bij te zijn.

@ Verdeel de driehoek in vier gelijkzijdige drichoeken met zijden van 1 cm door de middens van de zijden
met elkaar te verbinden
Deze 4 driehoeken zijn de laden en de 5 punten zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Er zijn dus minstens twee punten die minder dan 1 cm van elkaar af liggen.

@ a Stel de getallen zijn 3p, + g en 3p, + q. Het verschil is 3p, + ¢ — 3p, + ¢) =3p, — 3p, = 3(p, — p,)-
Dit verschil bevat een factor 3 en is dus deelbaar door 3.
b Schrijf elk getal in de vorm 3p + ¢ met g € {0, 1,2}. De 3 waarden van ¢ zijn de laden en de
4 getallen a, b, ¢ en d de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er is dus minstens één paar getallen bij waarvan het verschil een drievoud is.

@ Er zijn vier mogelijke tweetallen met verschil 4. Dit zijn {1, 5}, {2, 6}, {3, 7} en {4, 8}.
Deze 4 tweetallen zijn de laden en de 5 gekozen getallen de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er is dus minstens een tweetal getallen bij waarvan het verschil 4 is.

22
@ Erzin ( " ) = 231 mogelijke tweetallen leerlingen.

Deze 231 tweetallen zijn de laden en de 22 - 11 = 242 verstuurde kaarten zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.

Er blijven dan 11 knikkers over die ook verdeeld moeten worden.

Er zijn dus altijd laden met minstens 2 knikkers.

Er zijn dus minstens twee leerlingen die elkaar een kaart sturen.

@ Iedere oud-leerling heeft 0, 1, ..., n — 1 kennissen onder de aanwezigen.
De mogelijkheden ‘0 kennissen’ en ‘n — 1 kennissen’ sluiten elkaar echter uit, want dan zou er 1 persoon
zijn die iedereen kent en ook 1 persoon die niemand kent, en dat kan niet. Er zijn dus #» — 1 mogelijkheden
voor het aantal kennissen.
Dit aantal mogelijke kennissen zijn de laden, de » aanwezige personen zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er zijn dus minstens twee oud-leerlingen die hetzelfde aantal kennissen hebben onder de aanwezigen.

Bladzijde 129
@ Bepaal voor iedere gast hoeveel posities de tafel gedraaid moet worden zodat de gast op de goede plek zit.
Dit aantal posities is voor elke gast minimaal 1 en maximaal 7. Zo krijg je 7 laden, de 8 personen zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blyjft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er 1s dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Het is dus mogelijk de tafel zo te draaien dat minstens twee van de acht gasten op de goede plek zitten.
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@aa+b=2n+1+2p+1=2n+2p+2=2n+p+1)
Dus a + b kan geschreven worden in de vorm 2¢g met g € N, dus a + b 1s even.
b Stel de getallen zijn a en b met a < b. Dan geldtb=a + 1.
atb=ata+1=2a+1
De som is van de vorm 2 + 1 met n € N, dus de som 1s oneven.

Bladzijde 131
@ a Stel de getallenzilna=2p+1lenb=2g+ 1, metp, ge N.
Danisa-b=Q2p+1)2q+1)=4pqg+2p+2q+1=2-2pqg+p+q)+ 1.
Dus a - b kan geschreven worden in de vorm 2r + 1 met n € N, dus a - b is oneven.
b Stel de getallen ziina=2penb=2¢g+ 1, metp, ge N.

A+b2+1 QpP+Qq+1y+1 4p*+4¢’+4g+1+1 4p’+4q*+4q+2

Dan 1 =
an is 2 > 5 5
207 +2¢2+2g+1=2p*+q¢*+q)+ 1.
24+p2+ . 24p2+1 .
Dus a;;l kan geschreven worden in de vorm 2z + 1 met n € N, dus az# IS oneven.

@ a Negatie: als p? — 1 geen drievoud is, dan is p geen drievoud.
b De mogelijkheden voor p zijn p=3g+ 1en p=3g +2.
c pPP—-1=3q+1)2)—1=9¢>+6q+1—1=9¢%+6¢q=33¢>+2q)
pPP—1=03g+22-1=9¢>+12g+4—-1=9¢+12g+3=33¢>+ 49+ 1)

Dus p? — 1 kan geschreven worden in de vorm 37 met n € N, dus p? — 1 is een drievoud.
Je vindt dus een tegenspraak. Dus als p?> — 1 geen drievoud is, dan is p wel een drievoud.

@ a Negatie: er bestaan natuurlijke getallen x en y waarvoor geldt x> —y? = 10.
b x*—3?=10
(x+y)x—y)=10
10
xX=y
¢ Het getal 10 heeft de delers 1, 2, 5 en 10. De som x + y kan geen 1 of 2 zijn omdat x + y dan kleiner is
dan x —y. Dusx+y=5o0of x+y=10.
d {x+y=5 en{X+y: 10
x—y=2 x—y=1
e Optellen van de vergelijkingen en delen door 2 geeft x = 3} en x = 55.
Hieruit volgen voor y de waarden y =15 en y =45
Deze oplossingen zijn in tegenspraak met het gegeven dat x en y natuurlijke getallen zijn.
Dus bestaan er geen natuurlijke getallen x en y waarvoor geldt x> — 2 = 10.

xty=

zijn de stelsels.

Bladzijde 132

@ a Negatie: x = %, waarbij a en b geen gemeenschappelijke delers hebben, 1s oplossing van de vergelijking

WB+x+1=0.

b x=%substitueren mx’+x+1 =Ogeeft(%)3+%+ 1=0

a*+ab*>+b*=0

¢ Als a en b beide even zijn, dan hebben ze beide de deler 2. Maar we hebben aangenomen dat a en b geen
gemeenschappelijke delers hebben. Dus a en b kunnen niet beide even zijn.

d De gevallen a en b beide oneven, a even en b oneven of @ oneven en b even.

e Als a en b beide oneven zijn, dan is @ + ab? + b* de som van drie oneven getallen en dus oneven.
Als a even en b oneven is, dan zijn a> en ab? beide even en is b oneven. Dus is a3 + ab? + b* oneven.
Als a oneven is en b even, dan is @ oneven en zijn ab? en b* even. Dus is a® + ab* + b? oneven.

Je vindt dus een tegenspraak, want a> + ab? + b? is oneven en kan niet gelijk zijn aan 0.
Uit deze tegenspraak volgt dat de vergelijking x*> +x + 1 = 0 geen oplossing van de vorm x = 9 heeft.
Hiermee is bewezen dat de vergelijking x* + x + 1 = 0 geen rationale oplossingen heeft.

@ a Stel het natuurlijk getal n heeft k priemfactoren, dusn=p, -p,- ... p,.
Nugeldt n* = (py py- ... P> =P1 P " P2 P2 " Pi Pre
Dus 7? heeft 2k priemfactoren.
Het aantal priemfactoren van een kwadraat is dus even.
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b Negatie: /5 is een rationaal getal.

Stel /5 = %, met a, b € N en waarbij a en b geen gemeenschappelijke delers hebben.

Nu geldt (%)2 =5 ofwel a® = 5b°.

Het linkerlid van a? = 562 heeft een even aantal priemfactoren en het rechterlid een oneven aantal.
Je vindt dus een tegenspraak.

Dus (%)2 kan niet gelijk zijn aan 5, en hieruit volgt dat \/5 een irrationaal getal is.

Negatie: er bestaan natuurlijke getallen x en y waarvoor geldt x> — 4y = 2.

x> —4y=2
x>=4y+2
=202y +1)

x? is van de vorm 27 met n € N. dus x? is even.

x21s even, dus x is even.

Stel x = 2n, met n € N. Dit geeft

Qn? =22y +1)

22n%) =22y + 1)

2n2=2y+1

Het linkerlid van deze uitdrukking is even, en het rechterlid is oneven. Je vindt dus een tegenspraak.
Er bestaan dus geen natuurlijke getallen waarvoor geldt x? — 4y =2,

Stelling: /10 is een irrationaal getal.

2 Negatie: /10 is een rationaal getal.

Stel \/10 = %, met @, b € N en waarbij @ en b geen gemeenschappelijke delers hebben. Dus a en b

kunnen niet beide even zijn.

Nu geldt (%)2 = ({10)~.

a2

2 =10
a?=10b?
Het rechterlid is even, dus a? is even en dus is @ ook even.
Neem a =2n, met n € N. Je krijgt (2n)> = 105>
4n? = 10b2
2n? = 5b?
Hieruit volgt dat 4% en dus ook b even moet zijn.

Als a en b echter beide even zijn, kan de breuk % vereenvoudigd worden.
Dit is in tegenspraak met de aanname dat a en b geen gemeenschappelijke delers hebben.

Hiermee is bewezen dat /10 een irrationaal getal is.

Stelling: de vergelijking 2* = 3 heeft geen rationale oplossingen.

2 Negatie: de vergelijking 2* = 3 heeft rationale oplossingen.

4

Stelx=%,meta,be N.

>

Nu geldt 28 = 3.
a\b
(-
20=73b

Het linkerlid bevat alleen factoren 2, en is dus een even getal.

Het rechterlid bevat alleen factoren 3, en is dus een oneven getal.

Je vindt dus een tegenspraak.

Hiermee is bewezen dat de vergelijking 2¥ = 3 geen rationale oplossingen heeft.
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Diagnostische toets

Bladzijde 134
O <4=24
AD _1
e & AABC o AAED (zhz)
AE _15_1
AB 4% 3

Uit AABC » AAED volgt LZAED = ZABC, dus DE // BC (F-hoeken).
) TS

Uit AABC v» AAED en % = %volgt % = %

Uit ADEF v» ABCF en % = %Volgt % = %

BF _ BF _3

BD DF+BF 4
4-BF=3-BD
BF=3BD

© <4=24
AF _1
AC 2 (¢ AADF o AABC (zhz)
AD _1
AB 2
Uit AADF «» AABC volgt LAFD = £C, dus DF // BC (F-hoeken).
ZB=/B
BE _1
BC 2 ¢ ABDE v ABAC (zhz)
BD_1
B4 2
Uit ABDE «» ABAC volgt ZBED = £ C, dus DE // AC (F-hoeken).
ZBED = 2D, (Z-hoeken) } /D= 2C

ZBED=2/C

© £4CG=90°+ £ACB
ZDCB=90°+ £LACB

AC = CD (vierkant)
BC = CG (vierkant) ¢ AACG £ ADCB (ZHZ), dus AG = BD.
ZLACG= £ZDCB

}AACG =ZDCB

O «c=zcC
ZLCAD = £ZABC (gegeven)} BABC o SDAC )
AC _ BC

~ EIN 2= P
Uit AABC v ADAC volgt cD AC,dusAC BC-CD.
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© Zie de figuur.

LA+ LC,=180° (koordenvierhoek)}  ono
£ C, = £C;(overstaande hoeken) LA+ £0y=180
ZLCy+ £LP+ £Q, = 180° (hoekensom driehoek)

Dus ZCPQ + ZCQP= ZA.

}4A=4ﬂ+4Ql

Bladzijde 135
© 2 Teken DE.

A

ZF,= £D, (constante hoek)
ZE,, =90°(Thales) ZLF, + Z2C,+90°=180°
4D, + £C, + LE, = 180° (hoekensom drichoek) ] £LF, + £C, =90°
Dus LECD + LEFC = 90°.
b Zie de figuur.

A
ZA+ ZC,+90°=180° (hoekensom driehoek), dus £4 + £C, =90°
ZF,+ £C,=90° (vraag a)
ZA=LF,

ZF,+ £F,=180° (gestrekte hoek)
Dus ABFE is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).

}4A=4ﬂ

}4A+4Q=1%°
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€© Noem de middelpunten van de cirkels M en N.

I
MA = NA (gegeven)

MB = NB (gegeven) ; AMAB L ANAB (277), dus ZAMB = £ ANB
AB=AB

ZAMB= ZANB
£Py =3 ZAMB (omtrekshoek) \ ,p — s,

Z£Q, =% ZANB (omtrekshoek)

Dus driehoek PAQ is gelijkbenig en hieruit volgt AP = AQ.

© 2 | n=1geeft32!*1 +2!71=33+20=27+ 1 =28 en dat is deelbaar door 7.

2 Neem aan dat 327! + 27~ deelbaar is door 7 en bewijs dat 32(#*D+1 + 2p*+1-1 deelbaar
is door 7.
32Ap+D+1 4 gp+1-1=32p+2+1 4 p+1-1=732.32p+1 4 21.9p-1=9.32+1 1 9.9p~1 =
7- 32p+1 + 2(32p+1 + zpfl)
7-3%*1 is deelbaar door 7 omdat deze term een factor 7 bevat.
2(3%7*1 + 277 1) is deelbaar door 7 vanwege de inductiehypothese.
Dus 7-3%%1 +2(32*1 + 2r~1) is deelbaar door 7.

3 Hiermee is bewezen dat 327! + 27~1 deelbaar is door 7 voor elk natuurlijk getal n> 1.

1
b 1 n=1geeft > (4k—1)=2-12+1 ofwel 3 =3 en dit klopt.
k=1

P p+l
2 Neem aan dat >, (4k — 1) =2p? + p en bewijs dat > (4k—1)=2(p + 1)+ (p + 1).
k=1 k=1
p+tl P
S @hk-1)=D@k—1)+4(p+1)—1=2p>+p+d(p+1)—1=2p+p+dp+4—1=
k=1 k=1

2 +4p+2+p+1=2p*+2p+ D) +p+1=2(p+1)2+(p+1)

3 Hiermee is bewezen dat E (4k — 1) =2n? + n voor elk natuurlijk getal > 1.
k=1

0
¢ 1 n=0geeft > 3-2¢=6-2°-3 ofwel 3 =3 en dit klopt.

k=0
P p+l
2 Neemaan dat > 3-2¥=6-27—3 en bewijs dat » 3:2k=6-27"1-3
k=0 k=0
ptl 14
>3:2k=3"3-2k+3.27+1 =6-27 -3 +3.271=3.2.27 -3 +3.20*1 =
k=0 k=0

32741 -3+3-2041= 62041 -3

3 Hiermee is bewezen dat 2 3-2k=6-2"—3 voor elk natuurlijk getal n.
k=0
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9 a Er zijn tien mogelijke tweetallen met verschil 10. Dit zijn {1, 11}, {2, 12}, {3, 13}, ..., {10, 20}.
Deze 10 tweetallen zijn de laden en de 11 gekozen getallen de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Er is dus minstens een tweetal getallen bij waarvan het verschil 11 is.
b Er zijn vier mogelijke tweetallen met som 12. Dit zijn {2, 10}, {3, 9}, {4, 8}, {5, 7}.
Dit zijn de vier laden. De getallen 1 en 6 hebben geen complement dat als som 12 geeft, en zijn dus
knikkers zonder bijpassende lade.
In het ongunstigste geval kies je bij de zeven getallen de knikkers 1 en 6 die je niet in een lade kwijt kunt.
Er blijven dan 5 knikkers over die wel een corresponderende lade hebben.
Leg in elk van de laden 1 van deze 5 knikkers.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er zijn dus minstens twee getallen bij waarvan de som 12 is.

@ 1 Stelling: er bestaan geen positieve gehele getallen waarvoor geldt 4x? —y? = 5.

2 Negatie: er bestaan positieve gehele getallen waarvoor geldt 4x? —y? = 5.
3 4x2—y?=5

2x—y)2x+y)=5

2x+y=

YT - y
Omdat 2x +y>2x —y moet gelden 2x + y=5en2x —y=1.
. 2x+y=5
Dit geeft het stelsel { 2—y=1"

Optellen van de vergelijkingen en delen door 4 geeft x = 13.
Dit is in tegenspraak met het gegeven dat x en y positieve gehele getallen zijn.
4 Dus er bestaan geen positieve gehele getallen x en y waarvoor geldt 4x? —y? = 5.

@ 1 Stelling: de som van een rationaal getal % en een irrationaal getal p is irrationaal.

2 Negatie: de som van een rationaal getal % en een irrationaal getal p is rationaal.

3 %+pis rationaal, dus stel%+p=§, mete,de Z.
a C
b Py
_¢c_a
P=a b
_bc—ad
~ bd

Omdat in de teller en in de noemer gehele getallen staan is p een rationaal getal.
Dit is in tegenspraak met de aanname dat p irrationaal is.

4 Hiermee is bewezen dat % + p een irrationaal getal is.
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