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15 Continue dynamische modellen

Voorkennis Discrete dynamische modellen en de tweede wet van Newton

Bladzijde 107
0 a u=092u+ 16 geeft 0,08u = 16, dus u = 200.

Stel u, =4 -a" + 200.
u, =250 geeft A +200 =250, dus 4 = 50.
Dus u, =50-0,92" + 200.

b Substitutie van x, = g”" geeft de karakteristieke vergelijking
g2—4dg—-12=0
(g+2)(g-6)=0
g=-2vg=6
De directe formule is van de vorm x, = A4 - (-2)" + B+ 6".

—SgeeftA (-2)°+B-6"=5 dus 4 +B=35.
=3 geeft 4-(-2)! +B-6' =3, dus-24 + 6B=3.

A+B=5|2 24+2B=10
M+@ 3 -24+6B=3
SB—B
B=13

}A=3§
A+B=5

De directe formule is x, = 33 - (-2)" + 15 - 6™.
¢ Substitutie van v, = g" geeft de karakteristieke vergelijking
g -2g+1%=0
(g-15)*=0
g=1;
De directe formule is van de vorm v, = (4 + Bn)- (11)".

v, =8 geeft (4+0)-(11)°=8,dus 4 = 8.
v, =12 geeft (8 + B)- (1) = 12
10+118=12
1;B=2

# B - 1%- n
De directe formule is v, = (8 + 12n) - (13)".
d Substitutie van x, = g" geeft de karakteristieke vergelijking
—4g+8=0
(g-2)?%-4+8=0
(g-27=-4
(g -2 =4’
g—2=2ivg—-2=-2i
g=2+2ivg=2-2
De directe formule is van de vorm x, = (4 cos(};nn
x, = 1 geeft (4cos(0) + Bsin(0))- (242)°=1,dus 4= 1.
x, = 2 geeft (cos(in) + Bsin(in))- (242) ' =2
(12 +1By2) 22 =2
2+2B=2
B=0
De directe formule is x, = cos (3nn) - (242)".
Bladzijde 108
© 2 108 km/uur =30 m/s
Fr=F,-Fy=392—-1-302=242N
Fr=m-a=40a 247

40a =242 geefta= 0 6,05 m/s?

© Noordhoff Uitgevers bv

) + Bsin(inn

))- (242)".

Continue dynamische modellen 55



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

b Fy=0geeft392-£v2=0
Ly2=392
v2=2352
v=1/2352=28\3 m/s

Het voorwerp komt met een snelheid van 3,6 - 28+/3 = 175 km/uur op de grond.

© 2 36 km/uur=10 m/s
Fr=80-F —Fy=80-41”-5v=80-%-10-5-10=10N
Fr=m-a=220a

220a =10 geeft a = %=é m/s?

b Fp=0geeft 80 —1v* —5v=0
v2+25v—400=0
D =12225, dus /D =+/2225=5./89

=25+
L

De maximale snelheid van de scooter is 3,6+ 11,08... = 40 km/uur.

15.1 Dynamische modellen

Bladzijde 109

© 2 Op[10,20]is 2L =340

At 20-10

=-1,6 °C/minuut.

. AT 26-34 .
2 = =~0;8° !
Op [20, 30] is Ar - 30-20 0,8 °C/minuut
b De gemiddelde snelheid op het interval [0, 10] is -4 °C/minuut, dus [(g} =-4°C/minuut.

t=5

90 + 50

Het gemiddelde van de temperaturen op de tijdstippen t=0en =10 is =70°C, dus T=70°C.

Dus % =¢(T—-20) op [0, 10] wordt c(70 — 20) =-4. Dit geeft 50c =-4, dus c = % =-0,08.

¢ Op[10,20]1s % =-1,6°C/minuut en 7'= W+ 42°C.
Dit geeft ¢(42 —20) =-1,6,dus ¢ = _256 ~-0,073.
Op [20, 30] is % =-0,8°C/minuut en 7= 34 er 26 30°C.
Dit geeft ¢(30 —20)=-0,8, dus ¢ = % =-0,08.
d o~ -0,08 + —0,373 +-0,08 ~-0,078
c~-0,078 geeft % ~-0,078(T — 20) ofwel % ~-0,0787 + 1,55.

Dus de formule % =-0,078T + 1,55 beschrijft goed het afkoelingsproces van het kopje thee.

Bladzijde 111
Q a Als je een andere tijdseenheid neemt dan ziet het model er anders uit omdat ¢ athangt van de gekozen
tijdseenheid.
-0,6 _
b c=60 T 0,198
dr
—=c(T-12
a = )
. 100 + 194 d7" _ 94 -100
Opt=5isT=———=97°Cen —= ———=-0,6°C/s.
P 18 2 en P T ; s
. -0,6
Dit geeft ¢- (97 — 12) =-0,6, dus c = e ~-0,0071.
Dus %= -0,0071(7T— 12) met T'in°C en ¢ in seconden.

56 Hoofdstuk 15 © Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

0.6
b c~60- 2 ~-0424
¢ 85

Dus % =-0,424(T - 12) met 7'in°C en ¢ in minuten.

O - dT—c(T 21)

dr
. 7+9,8 98-7 .
Opt=2lisT= =84°Cen iE - = 0,56 °C/min.
. 0,56
Dit geeft ¢- (8,4 —21)= 0,56, dus ¢ = 2126 ~-0,044.
Dus % -0,0044(7 — 21) met T'in°C en ¢ in minuten.
9,8+12,1 12,1 -9,8
b Opt=7;is Tx————=10,95°Ce i ~——=0,46°C/min.
2 "ar 5
0,46
Dit geeft ¢+ (10,95 —21) = 0,46, dusc~_ 10.05 ~-0,046.
e o 153+174 R dT 17,4-153 o
Opt=25isT= 7 =16,35°Ce -4 0 =0,21°C/min.
0,21
Ditgeeftc-(16,35—21)z0,21,dusc~_ 465 ~-0,045.

. 17,4 +20,1 dT 20,1 -
=45isT=———-—=1 @ — = g
Opt=451s 2 8,75°Ce dt 30 0,09 °C/min.

; 0,09
Dit geeft c- (18,75 —21) = 0,09, dus c = =-0,040.

=225

©  De groeisnelheid is evenredig met het aantal bacterién, dus & c*N.

dr
OIDI=$iSN=lO"+4'10 =1,002-10% en ay_4- 10 =2.4-108
2 dr 36
2.4-108
Di ftc-1,002-10°=2.4-108 r———=0,24.
it geeft ¢-1,002- 10 4-10% dus ¢ 1.002- 10° 0,

Dus % =0,24N met N het aantal bacterién en 7 in uren.

Bladzijde 112
© 2 Op:=0isZ=5000 gram.

Per seconde komt er 0,51 =0,5 gram bij en stroomt er 0,5 ﬁ =0,0005Z gram weg.

Dus % =0,5—-0,0005Z met Z in gram en ¢ in seconden.

@ 2 De verandering van de snelheid is evenredig met de snelheid, dus % =g AW

Opt=l3isvz30+24—27m/ LI | SR
T 6
Ditgeeftc-27’:—1,dusc2%2—0,037.

Dus % =-0,037v met v in m/s en ¢ in seconden.

b c:60-iz—2,22
27

Dus % =-2.22y met v in m/s en ¢ in minuten.
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© a2 H=300en %=Ogeeft 300a(1 —320)=0
300a=0v1—%=0
300
=0v=—=1
a=0v b
a=0v b=300

a = 0 voldoet niet, omdat in dat geval altijd geldt % =0 en de zonnebloemen dan niet groeien.

Dus a# 0enb = 300.

a < 0 voldoet ook niet, omdat dan voor elke H geldt % <0 en de zonnebloemen dan niet groeien maar
korter worden.

Dus voor a > 0 en b =300 geldt dat de maximale hoogte van de zonnebloemen 300 cm is.

b IOa(l—E):O,S geeﬁa(IO—@)zo,S OfwelaZO;S.
b b 100
10 ———
SOa(l—50)=3geefta(50—2500)=30fwe1a=3.
b b 2500
50 - ——
0,5 3 2
Gelijkstellen geeft ’ =
el & e
b b
2500 100
0,550 ———]=3(10——
(s0-52)=3(10-)
1250 300
25———=30——
b b
950
_5:7
b
b:@:_lgo
-5
b=-190 geefta = 075 =0,0475
10— 100
-190

Dus a =0,0475 en b=-190.

© 2 Op topsnelheid 36 km/uur = 10 m/s is Fy, = Fy = 50 N.
Dit geeft ¢- 10 =50, dus ¢ = 15—(?2 =0,5.
b De snelheid is 24 km/uur = 63 m/s, dus Fy, = 0,5+ (62)2= 222 N.
Bladzijde 114
@ De grenswaarde wordt bereikt als Fg = 0, dus als ., = Fiw-
Dit geeft 101> =120

v2=12
v=4/12=35

@ a Resulterende kracht is Fy = F, — Fy, = 882 — 12,

= 9% — 555v% met v in m/s en ¢ in seconden.

bj—‘;=0geeft9§—ﬁv2=0 i
o2 =04 504[-====mmmmm-—-———ooa
v?=13528
v=4/3528=~=594
De asymptoot is de lijn v = /3528.
% > () voor v < /3528, dus de grafiek van v met v(0) = 0 is stijgend. o t
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@ a Resulterende kracht is Fy = F, o, — F — Fyy = 50 — 12 — 4v,

30 —5v*—4
3—:=£gee t%= #=% — 555v> — 155V met v in m/s en 7 in seconden.
b 3—‘;=Ogeeft§ — a5V — T35V
v +16v—200=0
D= 1056, dus \/D = /1056 = 4,/66
-16+4
v= 62m= 8,24..m/s
Datis 3,6+ 8,24... = 29,7 km/uur.
Dus deze snorfietser kan harder dan de wettelijke toegestane snelheid van 25 km/uur.
¢ v=5m/sgeeft%=% - 300 ° 5% — 125 - 5=0,19 m/s?

Dus de versnelling van de snorfiets is 0,19 m/s? op het moment dat de snelheid 5 m/s is.

-16 +4./66
d %=Ogeeﬂv=f\[—=—8+2\/ﬁz 8.2 m/s
De asymptoot is de lijn v =-8 + 2,/66.

% >0 voor v < -8 + 2./66, dus de grafiek van v met v(0) = 0 is stijgend.
v

1| B

0 t
e % <0 voor v> -8 +2./66, dus de grafiek van v met v(0) = 15 is dalend.

v

82|=mmmmmmmm—— o=

@® a Resulterende kracht is Fy = F,,0, — Fy = 600000 — 26702,
d_V_ E d_V = 600000 — 2670V2 _6 267

= eeft e — v2 met v in m/s en ¢ in seconden.
ar m &g 3500000 35 7 350000
dv 6 267
— 6 206/ .2 __
b @ 0 geeft 55 — 355000V = 0
267 12 6
350001 35
2 _ 20000
VT =%
=20 ~ 150

89
Dus de formule van de asymptoot is v=15,0.
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Bladzijde 115

@ a Resulterende kracht is Fiy = ~F0r — Fyy = ~600000 — 2670v2.

Q: E dv _ -600000 — 267OV2 6 267
dt m

gee & 3500000 ~ 735 7 350000
b Resulterende kracht is Fy =-F, .., + Fyy =-600000 + 2 - 2670v* = -600000 + 5340+2.
dv _F

dv_ -600000 + 53402
=L seeft — = —_6 4 267
i mE g 3500000 35 " 115000
¢ Bij vooruit varen is de formule van de asymptoot v = 15,0 (zie opgave 13b).

Bij afremmen neemt de snelheid af tot 0, daarna vaart het schip met een toenemende snelheid achteruit,
waarbij de snelheid op een bepaald moment een grenswaarde bereikt.

v2 met v in m/s en ¢ in seconden.

v2 met v in m/s en ¢ in seconden.

.. . d
Bij achteruit varen geldt v < 0 en d_‘t} =0 geeft -5 + a0 ¥ =0

267 _12_ 6
175000 35

2 _ 10000
39

1%

y=—1000 ~ 10,6

Bij vooruit varen geldt % > voor 0 <v< 15,0, dus de grafiek van v met v(0) = 0 1s stijgend.

Bij afremmen geldt % <0 voor v> 0, dus de grafieck van v is dalend tot het fregat stil ligt en dus geldt v= 0.

De formule van de asymptoot is v =-10,6.

Bij achteruit varen geldt % <0 voor-10,6 <v <0, dus de grafiek van v is dalend vanaf het moment dat

het fregat achteruit begint te varen.

v

T T T

] T e ———

15.2 Differentiaalvergelijkingen

Bladzijde 117
. d
(15 ) In(0,2)15%=—2+0—3=—5.
o dy
In(4, 1)is—=-1+4-3=0.
n(4,1)is &
o dy
In(-2,2)is—=-2-2-3=-7.
n(-2,2)is 4

. dy
In4,-1)is—=1+4-3=2.
n(4,-1)is h

d
b,c d—J;=0geeft—y+t—3=Oofwe1y=t—3.
Lijn door (0, -3) en (3, 0).
d 4 . d
Voor het punt (0, 0) geldt d_J; =-3 <0, dus voor alle punten in het halfvlak waarin (0, 0) ligt geldt d_J; <0.
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y
3
dy
J<O
2
1
2 -1 o0 2 3 ) 5 6 .
=
y=t-3
=
-4
-5
Bladzijde 119
a
O ) |foli]2]3]a]s
A =2(-1]0]1|2]3
dr
y
5
4
3
2
1
o 1 2 3 4 5t
-1
)
b Stell:y=at+bmeta= dr (2’3)—3—2—1.
=t+b
d } +h=3
door (2,3)) , _
Dusl:y=t+1.
dy
c E=3geefty—2=3,dusy=5.
y=5geeft3t—7=5
3t=12
t=4
Dus A4(4, 5).
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€@ In het lijnelementenveld zie je:

d
5 0 voor y >4, dus Il en IV vallen af

dr

Y_ 0 voor y =0, dus I valt af.

D a

d

t

d
Dus het lijnelementenveld hoort bij II1.

Bladzijde 120
1 1 1 1 1 y 1 | 1 1
1 | 1 1 \ \ 1 1
1 \ A 1 31— y 4 A
\ \ \ \ \ \ \ (S S
\ \ \ \ A -
[ =
A S e //4'//——:’//////1 /7 (
» - # 7~ 1+ # 2 +
1 7 VA / / / / / !
- + + # + 4 + + +—t
-4 -3 2 -1 3
7 7 VA B / / / 1 / /
» / 21—t / t !
Z
‘:\\ﬁrg“_ﬂ__%’ PR GEE N 4 2NN SRRV AR SRRV ¢
&) 2 ) ) \\\2 a
\ \ \ \ \ \ \ LS S W
t t ! } t-3%— \ 1 t
1 1 1 1 \ \ 1 \ \
d
—y=3geeft13—0t—y2+3=3
dr \
ﬁl‘—yZZO
Substitutie van y =3¢ in 757 — 32 = 0 geeft 37— (31)>=0
3+ OR=
st =9 =0,
(35 -99)=0
_ _3
t—OV9t—E
t=0 v t=g=3
_ 1 _ 1 _ 1
t—ﬁgeefty—3'3—0—m
1 1
DU.SA(3—0,E).
d
£=Ogeeﬂ%t—y2+3=0
t=10geeft5-10—3*+3=0
3-y2+3=0
¥y =6
; y=\6vy=-\6
d—y=0geeft13—ot—y2+3=0
d P=5t+3
Dus de kromme met vergelijking y* = 13—01 + 3 gaat door de toppen van de oplossingskrommen.
Hoofdstuk 15
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b y=-3t—3

dy
=2 geeft j1+y=2
¢ o = 2eeeftyrty

Voor het raakpunt 4 geldt y=2¢+ 7 enit+y=2.
Dit geeft 3¢ +2¢+7=2

24t=-5

t=-2
t=-2geefty=-4+7=3
Dus A(-2, 3).

€ a Voeriny, =(y— 1)(y — 3)(y — 5) en plot de grafiek.
)

0/1 3——->5

/

b De grafiek van f(y) = (y — 1)(y — 3)(y — 5) ligt boven de y-as voor 1 <y <3, dat wil zeggen dat voor elke
waarde van y met 1 <y <3 de bijbehorende functiewaarde groter is dan nul.

Omdat f(y) = d— =@y- 1y —-3)y—35),dus % =f(»), is ((11—); > ( voor alle punten (7, y) met 1 <y <3.

. d
¢ Aflezen uit de schets van vraag a geeft d—J; <0 voory<1envoor3<y<5.

d Voory=3 geldt%=0 en f(y) =0, dus y = 3 voldoet aan %= =Dl -=3)y-93).

Dus de lijn y = 3 is een oplossingskromme.

Bladzijde 123 dy
@ Algemeen geldt: als de grafiek van de afgeleide pn stijgend is, dan 1s de grafiek van y toenemend stijgend.

dy
Gegeven 1s dat —=@—-1)(y—-3)(y—5)stygend is voor y > 5.

dy
Dus 1n elk punt (t y)mety>51s d—}t stijgend en dus de bijbehorende oplossingskromme y toenemend stijgend.
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D a f,()=0geeft y> —4y+3

(y - 1)(y B 3) =0 1 - + + + + +
y=1lvy=3
De lijn y = 1 is horizontale asymptoot van de oplossingskrommen met g - v v = =
1 <y(0)<3 vy0)<l. - - - - -
b De oplossingskrommen zijn stijgend als f,(y) > 0 voor elke waarde van y. - - -~
Hieruit volgt dat voor de discriminant van % =y?—py+3geldt D<0. 01 LS S S S S
— 2 — + + + + + +
07y e
pr<12
12<p<y12
-2\3<p<23
Dus voor -2+/3 < p < 2/3 zijn alle oplossingskrommen stijgend.
¢ f,(0)=0voory=4geeft 16 -4p+3=0 v
_4p =-19 + + + + + +
p= 4% + o+ + + o+ +
fi0)=0geeft y>— 42y +3=0 T - - - ¢
(y=-9=0
y=3vy=4 oo - -
Voor de oplossingskrommen die gaan door de punten (z, y) v+ 1+ 1 1+
met 3 <y <4 v y<3 is de lijn y = 4 horizontale asymptoot als p = 43. o 2 + + = =

+ + + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

15w

De asymptoot is de lijn y = 157.
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¢ Stell:y=at+bmeta=[dy]( )=%.
4%

de
y:lt+b }L +b
door(,én) f)
Dusl:y=1%t+ %—2‘
Da o
e

-3

b De lijn y =-j= is asymptoot van de oplossingskrommen met -3 < y(0) <-im v -In <y(0) <in.

¢ Stelk:y= at+bmeta—[d } =-9cos(0)=-9.
dt | 5
y=—%+b}
-9:6+bH=0
door (6, 0) b=54

Dus k: y =-9t + 54.

€D a Het tekenoverzicht van de differentiaalvergelijking moet eruit zien zoals hieronder.

Dus moet f,(5) > 0 zijn.

S (5)>0geeft-25+5p-3>0
5p>28
p>5%

b rc,;ﬁfj( )=2geeft—1+p—3=2,dusp=6.

¢ De oplossingskrommen zijn dalend als f,(y) < 0 voor elke waarde van y. Hieruit volgt dat voor de

d
discriminant van d_y =-y?+py—3 geldt D<0.
D=p* -12
4 }pz—u<o
b=y P<12
-2 <p<y12
2\3<p<2\3

Dus voor -24/3 < p < 2./3 zijn alle oplossingskrommen dalend.
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15.3 Oplossingen van differentiaalvergelijkingen

Bladzijde 125
Daa-2=5~2p-1=3

a=TA2b=4
a=TAb=2

ba=2ra+b=3
a=2A2+b=3
a=2Anb=1

c a=2And*+b=3
a=2A4+b=3
a=2Ab=-1

d ?=4ra—-2b=6
(a@a=2va=-2)rna—2b=6
a=2 geeft 2 —2b=6ofwel -2b=4, dus b =-2.
a=-2geeft-2 —2b=6 ofwel -2b =8, dus b =-4.
Dus(a=2Ab=-2)v(a=-2Ab=-4).

e ?—a—-5=1ra+b=6
a—a—-6=0Aa+b=6
(a+2)(a—3)=0Ana+b=6
(a=-2va=3)ra+b=6
a=-2geeft-2+b=6,dusb=38.
a=3geeft3+b=6,dus b=3.
Dus(a=-2Ab=8) v (a=3rb=3).

o d . d
@ a Substltutlevany=at+bend%=a1nd%;=2y+t—3geeft

a=2at+b)+t—3

a=2at+2b+t-3

a=Qa+1)t+2b-3

b 2a+1=0Aa=2b-3

2a=-1Ara=2b-3

a=-3 A-3=2b-3

a=-1 A-2b=-2;

a=-5Ab=1;
d_y:262r_1
dr zdy dy
Substitutie van y(f) = e¥ — 3z + 15 enE=2e2’—5—inE=
2e¥ -3 =2(e¥—4t+ 1) +¢-3
2eM—g=2e¥—y+2;+1—3

2e%—1=2e%-1
De substitutie levert een kloppende vergelijking op voor elke waarde van .

¢ y(f)=e¥—31t+ 1} geeft
2y +t—3 geeft

Bladzijde 127
_ 36 r v, ., T2
D 0= 2T 3612 geeft e 723 = -
— Yl 42 dy,
»(H=3e+2+1 geefta—k +2t
dy,
1)== ' - 1 ft 3 _at
yi()=-¢'—1 geeft— *=-e
v, lijkt een oplossing van Dy te zijn.
36
Kty
Substitutie van y, in D, geeft —3—32 = ) i
72 =72

A A
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢ (¢ # 0), dus y, is een oplossing van D;.
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¥, lijkt een oplossing van D, te zijn.

Substitutie van y, in D, geeft 3e’+2t=3e'+ 2+ 1 - +2t—1
3e'+2t=3e'+2¢

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van 7, dus y, is een oplossing van D;.

¥ lijkt een oplossing van D, te zijn.

Substitutie van y; in D, geeft -’ =-e'— 1 + 1
_el — _et

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y; is een oplossing van D,.

@ Stel y = at + b is een oplossing van de differentiaalvergelijking.

L d . d
Subst1tut1€:vany=at+bend—J;=alnd—);=t2—1y+3‘1yz_3?geeft

a=1—t(at+b)+y(at+ by —3

a=r—al—bt+5(a*F +2abt + b?) —
a=1f—al—bt+;a*P +iabt + ;b2 -}

a=(a2—a+ 1)+ (ab-b)t+1p2-1

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
12 —a+1=0A%ab-b=0Aip’-t=a

A —4a+4=0nrab—-2b=0Ab>=4da+1
(@=2y=0nab-2b=0Ab’=4a+1
a=2A2b-2b=0Ab*=9
(@a=2Ab=3)v(a=2rb=-3)

Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking twee lineaire formules als oplossing heeft.
Deze formules zijn y=2t+3 eny =2¢— 3.

@ a Stel y = b is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
d d
Substitutie van y = b en Y _oinZ= y — 112 geeft

dr dr
0=b— ;b
b(1-1b)=0
b=0v%b=l
b=0vb=4

Dus de horizontale lijnen y = 0 en y = 4 zijn oplossingskrommen van de differentiaalvergelijking.
b y

5\ 5\ A\ A\ N A\ 5\ \ \
N A N N \5 N N N N N
P - - - /// - "/ /,/ B -
. . . / , ; / . . ;
7 7 7 7 7 7 S 7 7 4
- s P P P ps Ps . P Ps
7 7 - #

\

e
1
!
’f
1

pa
Pa
P
-

-
“+
P
P
P
|
N
-
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4 d (1+e9)-0-4--¢" 4e
= ft = =
)= Trgrgetlty, (1+e’? (I +e?y
oo dy 4et . dy

Substitutie van y = Tl s in--=y- 1? geeft

4e7 _ 4 . 4 2
(A+#ef (+g*f = §]+g?

4t _ 4,16
(L+e9? L+e* * (L+e?P

e’ A(l+e) 4
(1+e%)? (1+e?)? (1+e7)?

4e! :4+4e”—4
I+ (1+e7

de* _  4e?
(1+e?)? (1+e™)?

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y(¢) =

is een oplossing van de
1 +e?!
differentiaalvergelijking.

Bladzijde 128
Stel y = at + b 1s een oplossing van de differentiaalvergelijking.
o d . d
Substitutie van y = at + b en d—J;= ain d—J; =lt+y+1 geeft

a=yt+at+b+1

a=(3+a)t+b+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
%+a=OAa=b+l

a=—5n3=b+1

1 1
a=-5 A b=- 15
Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking een lineaire formule als oplossing heeft.
Deze formule is y = -5 — 15.
d
y=c-e—jt—11 geeftd—Jt)=c-e’—%

L d . d
Substitutie van y =c-e' — 3¢ — 1} end—J;=C‘e’—% 1nd—J;=%t+y+ 1 geeft

Lot 11 el 1y 1L
¢c-¢f—3=5ttc-e—5t—-13+1

spf— Lo gt — L
cref—5=c-ef—3

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y(f) = ¢ - e’ —1¢— 1} is oplossing van de
differentiaalvergelijking.
dy

De t-as raken, dus y=0 A o =0

y=0A3t+y+1=0

y=0Adt+1=0
y=0At=-2
t=-2eny=0invullenin y=c-e’'—5¢— 15 geeftc-e?—3--2- 15 =0
cre?2+1-13=0
cret=3
c=1¢e?
Dus de grafiek raakt de z-as voor ¢ = 1¢2.

Het punt M(2, -1) lijkt het middelpunt van de cirkels te zijn.
Differentiéren naar ¢ geeft 2(r —2) +2(y + 1)-y'=0
Ay +1)-y'=-2(t-2)
7202 _2-1t
20+1) y+1
Dus de cirkel (r —2)* + (y + 1)? = 18 voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus is de cirkel
een oplossingskromme.
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¢ De cirkel met middelpunt (2, -1) en straal » heeft de vergelijking (t — 2)* + (y + 1)> = 2.
Door (0, 6) geeft (0 —2)>+ (6 +1)>=#2
4+49=42
P=53
Dus de vergelijking van de cirkel is (z — 2)* + (y + 1)* = 53.
Differentiéren naar 7 geeft 2(z —2) +2(y + 1)-»'=0
2+ 1)-y'=-2(t-2)
_T2=2)_2-¢
20+1) y+1
Dus de cirkel (z — 2)*> + (y + 1)> = 53 voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus is de cirkel
een oplossingskromme.

’

Bladzijde 129
@ a Als T een dalende functie is, dan is a groter dan de omgevingstemperatuur, dus a > 18
b T

—90

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
30 ~
A ..\_\.‘ - =
t
@] 10 20 30 40

¢ Substitutie van 7'= 18 + 67¢ T en i—fz -6,7¢70' in (ji_tT: -5(T - 18) geeft
~6,7et =-L(18 + 67e! — 18)
-6,7et =L - 67!
-6,7 et = -6,7 e it
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus 7= 18 + 67"’ is een oplossing van de
differentiaalvergelijking.

T(0)=18 + 67¢@ 0= 18 + 67 = 85, dus de beginwaarde klopt ook.
Dus de formule 7= 18 + 67’ hoort bij het dynamische model van vraag b.

d T
—90 — — A—% — —
A W U G U Y (R U U R Y AN
Y W R N U S Y Y S W N AN
—60 N—N N—N N—N N—N N—N
~ N A S N N A S N\ N ' N N N N
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
—30
S - T T N
./— B T e
t
(0] 10 20 30 40
| | | |

e De grenswaarde is 18 dus p = 18.
Dit geeft T= 18+ ¢+ eTo.
Uit 7(0) =5 volgt 18 + g - e

18+¢g=>5
qg=-13
Dusp=18eng=-13.

‘0:5
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d .
€D a,b Substitutie van y,(f) = 112+ Sen % =3tin
D, geeft 3¢t = 3¢ en dat klopt voor elke waarde van ¢
D, geeft 3t=3- (132 + 5) ofwel 3t =412+ 15 en dat klopt niet voor elke waarde van 7.
L dy, .
Substitutie van y,(¢) = 5¢* en i 15¢¥ in
D, geeft 15¢* = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft 15¢* =3-5¢% ofwel 15¢* = 15¢¥ en dat klopt voor elke waarde van .
d ;

Substitutie van y,(7) = 3¢ en % =6fin

D, geeft 61 = 3t en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft 61 =3 - 31> ofwel 6¢ = 97 en dat klopt niet voor elke waarde van z.

d .
Substitutie van y,(f) =e¥+2 en % =3e¥in

D, geeft 3e = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft 3e¥ =3+ (e’ + 2) ofwel 3e* = 3¢ + 6 en dat klopt niet voor elke waarde van z.

5 . 1.2 dys g
Substitutie van y4(¢) = 15¢° — 6 en i 3tin

D, geeft 3¢ = 3¢ en dat klopt voor elke waarde van ¢
D, geeft 3t=3- (132 — 6) ofwel 3¢ =412 — 18 en dat klopt niet voor elke waarde van 7.

y d .
Substitutie van y,(f) =-3¢* en % =-9¢¥in

D, geeft -9¢3 = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft -9¢3 =3--3¢¥ ofwel -9¢3 =-9¢* en dat klopt voor elke waarde van 1.

De functies y,; en ys zijn oplossing van D;.
De functies y, en y, zijn oplossing van D,.
Bladzijde 131
L dy dy
@ a Substitutie van y = G(f) + c en m =g(f)in i = go(t) geeft g(t) = g(2).
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y(¢) = G(f) + c is oplossing van de

... d
differentiaalvergelijking d—); =g(?).

d d
b Substitutie van y = ce® en d_Jt} =ace” in d_J; = ay geeft ace” = ace™.
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y = ce® is oplossing van de differentiaalvergelijking
dy

——=qYy,
dr 4

d
D a d—i= cos(?) + £+ 5 geeft y(1) = sin(?) + 323 + 5t + ¢

d
b d%) = 0,2y geeft y(r) = ce®*
dy_5 240 —
c E_yz geeft fy dy—det
%y3=5t+c
dy 1-¢ _
daz—y_3g%ﬂjky—nqy—jk1—nm

1y -3y=t—2f+c

dy 6t B
@ a E—J}Tlgeeftf(erl)dy—f&dt
; P +y=3r+c
y__1 2gp= (L
b dz—[_yzgeeftfy dy—ftdt
3 =Infr| +c
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dy_H 1 _ [
dt_t +ty—t(1+y)geeftfl+ydy—ft dt

In|1+y| =38 +¢

1+y:e31’3+01
1+y=¢-ef
y=ce’~1(c>0)
dl=(1+y)-e’geeft dey=fefdt
dr l+y

In|l +y|=¢€"+¢
l+y=e"a
l+y=e-e
y=ce® =1 (c>0)

1(0)=5-e"=5
Substitutie van /(f) = 5-¢e™ en%=—5-e” in %:R_-—C.I geeft
seimL s
5.t
R-C=1
R-C=10 geeft%=%-], dus (1) = ¢ e,

[(2)=3 geeftc-e 2=3,dus c = 3e = 37e.
Dit geeft /(1) = 3\5/5-6%’,
Dus 7(0) = 33/e - e* = 3/e.

15.4 Differentiaalvergelijkingen van de eerste orde

Bladzijde 133

O a

Stel y = ar*> + bt + ¢ is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
N d . d
Substitutie van y = ar®> + bt + ¢ en d—J; =2at+bin d%} =2y — 41> + 4t geeft

2at+b=2(at*+ bt +c) — 41> + 4t
2at+b=2ar* +2bt +2c — 48> + 4t

2at+b=(2a— 4>+ (2b+4)t+2c

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
20 -4=0A2a=2b+4Ab=2c
a=2nA4=2b+4Ab=2c

a=2A0=2bAb=2c

a=2Ab=0A0=2c

a=2Ab=0Ac=0

Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking een parabool als oplossing heeft.
De formule van de parabool is y(7) = 2£.

((11—); =2y geeft y(f) = ce¥

De som van de oplossingen is y(7) = 21> + ce*.

_ d . d
Substitutie van y(f) = 212+ ce* en d%i =41+ 2ce* in d%f =2y — 47> + 4¢ geeft

4t +2ce? =222 + ce?) — 412 + 4t

4t +2ce? =41 + 2ce — 4 + 4t

At +2ce¥ =2ce¥ + 4t

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus de som van de oplossingen van de vragena en b is
een oplossing van de differentiaalvergelijking.
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Bladzijde 135
@ a Substitutie van y = a(f) + p(f) en % =a'(t) +p' () =f(0) - a(t) +f(1) - p(t) + g(¥) In % =f(t)y + g(t) geeft
J(@0) - a(t) + (1) - p(1) + g(1) = (1) - (a(2) + p(1)) + (1)
J(0) - a(t) + (1) - p(1) + g(1) = (1) - a(t) + f(0) - p(2) + &(1)
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y = a(¢) + p(¢) is oplossing van de
differentiaalvergelijking.
b a(t)=c-ef geefta'(r)=c-eD-F'(t) = c- e f(7)
Substitutie van y = a(f) = c - e/ en % =a'(t)=c-efO-f(H)in % = f(1)y geeft
c* eF(r) f(l) =f(l) -c- eF(t).

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van z, dus a(z) = ¢ - e/ voldoet aan de homogene
.. d
vergelijking d_J; =f(t)y.
¢ y=at)+p)=c-eO+p(t)
c eF(I) +p(t) :y
c: eF(I) :y —p(t)
_y—p®
oF()
Voor elk punt (¢, y) bestaat er dus precies één waarde van c. Hieruit volgt dat er door elk punt (¢, y) precies
één oplossingskromme van de vorm y = ¢+ e/ + p(¢) gaat.

@ a Stel y=at+ b is een oplossing.
itut _ L/ JN . I B

Substitutie van y =ar + b en i ain 4 3y + 2t — 4 geeft
a=-Yat+b)+2t—4
a=-Yat—3b+2t—4
a=(2-3a)t—3b—4
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2-1a=0na=-ib-4

a=4Arb=-16

Dus y =4t — 16 is een particuliere oplossing.
d ;

d% = -3y geeft y(f) = ce?*

De algemene oplossing 1s y(t) = cet +4r—16.
b y =3 is een particuliere oplossing.

d
d_Jt) =-2y geeft y(t) = ce?

De algemene oplossing is y(7) = ce™ + 3.

¢ Stel y=at+ b is een oplossing.

. dy . dy
Substitutie van y =ar + b en ra in 4
a=2at+b)—4t+6
a=2at+2b—-4t+6
a=QRa—-4)y+2b+6
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2a—4=0Aa=2b+6

2y — 4t + 6 geeft

a=2Ab=-2
Dus y = 2t — 2 is een particuliere oplossing.
dy

— =2y geeft y(¢) = ce*

dt

De algemene oplossing is y(f) = ce? + 2t — 2.
d %:—;—O(T—zl) =L T4 25

T'= 21 is een particuliere oplossing.

dr i

== -5 T geeft y(t) = ce

De algemene oplossing is (1) = ce’ + 21.
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Bladzijde 136
@ a Stel y = Asin(¢) + Bcos(?) is een oplossing.

d d
Substitutie van y = 4 sin(¢) + Bcos(¢) en d_J; = Acos(f) — Bsin(?) in d_J; =2y + cos(?) geeft

Acos(t) — Bsin(f) = 2(Asin(¢) + Bcos(1)) + cos(?)

Acos(t) — Bsin(f) = 24 sin(£) + 2B cos(f) + cos(t)

Acos(t) — Bsin(f) = (2B + 1) cos(?) + 24 sin(r)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=2B+1A-B=24

A=2B+1AB=-24

A=-44+1AB=-24

SA=1AB=-24

A=LAB=-2

Dus y = £ sin(7) — £ cos(?) is een particuliere oplossing.
d
d_Jt} =2y geeft y(¢) = ce¥

De algemene oplossing is y(7) = ce* + 1 sin(?) — % cos(?).
b Stel y = 4sin(f) + Bcos(t) is een oplossing.

d d
Substitutie van y = 4 sin(f) + Bcos(¢) en d_); = Acos(f) — Bsin(?) in d_J; =-3y — sin(¢) geeft

Acos(t) — Bsin(¢) = -3(A4sin(¢) + Bcos(7)) — sin(r)

Acos(t) — Bsin(t) = -34 sin(¢) — 3Bcos() — sin(7)

Acos(t) — Bsin(f) = -3Bcos(f) — (34 + 1)sin(¢)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=-3BAB=34+1

A=-3BAB=-9B+1

A=-3BA10B=1

A=-2 AB=%

10 10
Dus y = -3 sin(f) + 1'—0 cos(t) is een particuliere oplossing.
dy

- -3y geeft y(t) = ce™

De algemene oplossing is 3(7) = ce™ — 35 sin(z) + 75 cos(?).
¢ Stel y = Asin(¢) + Bcos(?) is een oplossing.
% = Acos(t) — Bsin(?) in
Acos(t) — Bsin(f) = 4(Asin(t) + Bcos(t)) — cos()

Acos(t) — Bsin(f) = 44 sin(¢) + 4B cos(f) — cos(t)

Acos(t) — Bsin(f) = (4B — 1) cos(t) + 44 sin(¢)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=4B—-1AB=-44

A=-164—-1AB=-44

174=-1 A B=-44

A=-5AB=%

d
A 4y — cos(?) geeft

Substitutie van y = 4sin(¢) + Bcos(z) en i

Dus y = -5 sin(f) + 5 cos() is een particuliere oplossing.
d
d_)t} = 4y geeft y(¢) = ce*

De algemene oplossing is 1(7) = ce* — ;& sin(?) + ;% cos(?).
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d Stel y = Asin(¢) + Bcos(?) is een oplossing.
Substitutie van y = 4 sin(f) + Bcos(t) en % = Acos(t) — Bsin(¢) in % =1y + 2sin(¢) — 3cos(?) geeft
Acos(t) — Bsin(f) = 3(Asin(¢) + Bcos(f)) + 2sin(7) — 3cos(?)
Acos(?) — Bsin(f) = 34 sin(z) + S Bcos(t) + 2sin(z) — 3 cos(t)

Acos(t) — Bsin() = (1B — 3)cos(t) + (14 +2)sin(?)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=3B-3A-B=34+2

A=1B-3A-B=1(}B-3)+2
A=3B-3A-B=iB-13+2

A=3B-3A-1;B=;

A=3B-3AB=-%

A=-31 A B=-%

Dus y = -3sin(#) — £ cos(?) is een particuliere oplossing.

d |
d—)t) =1y geeft y(¢) = ce’

De algemene oplossing is () = cex’ — 3Lsin(z) — 2 cos(?).

@ a Stel y=A4-¢'1s een oplossing.
_ dy . dy
Substitutie van y = A4 - ¢’ en o =4-¢'in A =2y — 3¢ geeft
A-e'=2A4-¢'—3¢'
3e'=34"-¢
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 34 = 3 ofwel 4 = 1.
Dus y = ¢’ 1s een particuliere oplossing.
d
d_)t) =2y geeft y(t) = ce?
De algemene oplossing is y(z) = ce? + 3e.
b Stel y=A4-e’is een oplossing.
L dy . dy
Substitutie van y =4 - e’ en T A-elin rr 10y — Se’ geeft
A-e'=104-e'—5¢!
5e'=94-¢!
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 94 = 5 ofwel 4 = %.
Dus y = g e’ 1s een particuliere oplossing.
dy
dt
De algemene oplossing is y(7) = ce'” + 3 €.
¢ Stel y=A4-¢'is een oplossing.
L dy o dy
Substitutie van y =4 -¢’ en i =A-e'in ar =-2y + e’ geeft
Argf=-247¢'+ ¢
34-e'=¢!
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 34 = 1 ofwel 4 =1.
Dus y = % e’ is een particuliere oplossing.
dy

) ft = -2t
dr y geeft (1) = ce

De algemene oplossing is y(7) = ce> + 1 e’.
d Stel y=A4-e'is een oplossing.

= 10y geeft y(¢) = ce!™

o d . d
Substitutie van y =4 - ¢ en—y=A~e’ 1n—y— 13y + 2¢' geeft

dr dr
A-el= I%A-e“rZe’
-14-e'=2¢
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus -34 =2 ofwel 4 = -4.
Dus y =-4¢’is een particuliere oplossing.
dy _
dr
De algemene oplossing is () = celi' —4e.
74 Hoofdstuk 15 © Noordhoff Uitgevers bv

11y geeft y(1) = ce™!



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

@ a Stel y=at+ b is een oplossing.
oo dy Cdy
Substitutie van y =ar + b en g = 2y + 4t — 2 geeft
a=2at+b)+4r-2
a=2at+2b+4t-2
a=QRa+4)t+2b-2
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2a+4=0Ara=2b-2

a=-2Ab=0
Dus y = -2t 1s een particuliere oplossing.
dy

e 2y geeft y(r) = ce¥

De algemene oplossing is 3(f) = ce* — 2t.

b Stel y=A4-¢e? is een oplossing.

L dy _dy
Substitutie van y = 4 - e* en Fria 24-e*in o +4e? geeft
2A'e2f=%A-ez’+4e2’

I%A st =42
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van #, dus 154 = 4 ofwel 4 = 23.
Dus y = 25 e¥ is een particuliere oplossing.
d ;
d_); =3y geeft y(1) = ce*
De algemene oplossing 1s y(z) = cei + 2%62’.
¢ Stel y = Asin(2¢) + Bcos(2f) is een oplossing.

i . d . . d .
Substitutie van y = 4sin(2¢) + Bcos(2t) en di; =2Acos(2t) — 2Bsin(2¢) in d—); =-3y + sin(2r) geeft
2A cos(2t) — 2Bsin(2f) =-3(A sin(2t) + Bcos(2t)) + sin(2¢)

24 cos(2t) — 2Bsin(2f) = -34sin(2¢) — 3B cos(2¢) + sin(2f)
24 cos(2t) — 2Bsin(2f) =-3Bcos(2f) — (34 — 1) sin(2¢)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
24=-3BA2B=34-1

A=-13BA2B=-41B -1

A=-15BA6;B=-1
A=-13BAB=-%

A= % AB= —%

Dus y = 5 sin(2¢) — & cos(2¢) is een particuliere oplossing.
d

d—); = -3y geeft y(t) =ce™

De algemene oplossing is y(f) = ce™ + % sin(2¢) — 35 cos(20).
d Stel y = at*> + bt + c is een oplossing.
d d
Substitutie van y = ar® + bt + ¢ en d—f —2ar+bin dll =2y + 272 — 4t geeft

2at+b=-2(at*+ bt +c) + 212 — 4t

2at+b=-2ar* —2bt —2c + 2 — 4t

2at+b=(2—2a)* +(-2b—-4)t—2c

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2-2a=0A2a=-2b—-4Ab=-2c
a=1A2=-2b—-4Ab=-2c

a=1Ab=-3A-3=-2¢

a=1Ab=-3Ac=1;

Dus y =2 — 3¢+ 1} is een particuliere oplossing.

d
d_Jt) =-2y geeft y(f) = ce”

De algemene oplossing is y(f) = ce’? + 2 — 3¢t + 13.
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e (:1);=zy+t=(y+l)tgeeftfyildy=ftdt
In(y + 1) =3¢ +¢,
y+l=et*a
y+l=ea-ef
y=ce —1(c>0)

De algemene oplossing is (1) = cex” — 1 met ¢ > 0.

f Stel y=at+ b is een oplossing.
dy dy

Substitutie van y=at+ben—=ain—=ty— > + ¢+ 1 geeft

dr dr
a=Hat+b)—r+t+1
a=ar+bt—1>+it+1
a=(a-1)2+®B+1)+1

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus

a—-1=0Ab+1=0Aa=1
a=1Ab=-1
Dus y =t — 1 is een particuliere oplossing.
dy 1
—= ft | —dy= | tdt
et [Lo- |

In(y) = 3+

y= el e

y= eClI. ert?

y=ce’ (¢>0)

De algemene oplossing is () = ce” + ¢ — 1 met ¢ > 0.

@ a y=-3is een particuliere oplossing.
d
d%) =-y geeft y(r)=ce”
De algemene oplossing is y(f) =ce™ — 3.
y(0)=1 geeftce’ -3 =1
c—=3=1
c=4
Dus de oplossing is y(f) =4e*— 3.

b Door de oorsprong, dus y(0) =0 geeft ce”—3=0

c—3=0
c=3
Dus y(f)=3e"’ - 3.
W)=3e1-3=2-3--3+2
€ €

Dus het punt ( 1,-3+ %) ligt op de oplossingskromme door de oorsprong.

¢ y(3)=1geeftce*-3=1
ce3=4
c=4¢?
Dus y(f) =4e3- e — 3 ofwel y(r) =4¢> - 3.
y(a) =8 geeft4e>~*—-3=38

4e3-9=11
e3-a=23
3-a=1In(23)
a=3-1n(22)
dr
D a Free -0,035(T - 18) =-0,035T+ 0,63
T'= 18 is een particuliere oplossing.
1—{ =-0,035T geeft T(¢) = ce 003

De algemene oplossing is 7(¢) = ce %935 + 8.
T(0) = 5 geeft ce 00350+ 18=35

c+18=5

c=-13
Dus 7=18 — 13e%03%,
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b t=5geeft T=18—-13e00355=7
Na 5 minuten is de temperatuur van het blikje 7°C.
¢ T=15geeft 18 —13e003% =15

13 e—0,035f = 3
e—0,0351 3

13

-0,035¢=1In(3)

In(3

_ n(13) ~419
-0,035

Dus na ongeveer 42 minuten heeft het blikje een temperatuur van 15 °C.

Bladzijde 137
(47) i—f =-0,03(T—150)=-0,03T+4,5
T'=150 is een particuliere oplossing.
% =-0,037 geeft 7(7) = ¢, e 0%
De algemene oplossing is 7(¢) = ¢;e %% + 150.
7(0) = 20 geeft ¢, e %0550+ 150 = 20
¢, +150=20
¢, =-130
Dus 7(¢) = 150 — 1307003,
T(7) = 100 geeft 150 — 130e%037 =100
130e0037 =50

e -0,03t — 5
0,03t = 1n(i3)
ln y
= 0( 0 3 =31,85...
Dus na ongeveer 32 minuten is de temperatuur van 100 °C bereikt.
i—f -0,001(7—150)=-0,0017+ 0,15
T=150 is een particuliere oplossing.
C(IT: =-0,001T geeft 7(z) = c,e 00!

De algemene oplossing is 7(7) = ¢,e %91 + 150.
7(32) = 100 geeft ¢,e 00013185 + 150 = 100
& 67003185 -=-50
— _50e0.03185..

Dus T(f) 150 — Soeo 03185... .e -0,0017 — 150 — 5060’03185"' = 0,001[.
T(z) = 120 geeft 150 — 50003185 = 0001t = 120

50 60’03185’“ - 0,001 — 30

0,03185... — 0,001¢ :%

0,03185...— 0,001z =1In(2)

-0,001z=1n(2) — 0,03185...

In(2) —0,03185... .

-0,001
Dus daarna duurt het nog ongeveer 543 — 32 = 511 minuten tot de temperatuur van 120 °C is bereikt.

d d
@ y=3ugeeft—y=3en—y=y2—
du

5y =Bu)*—5-3u=9u? - 15u.
ar y = (3u) u=9 u

dy d
Samen met de regel d—J; dil; (:1 geeft dit 9u* — 15u=3- ?Tu ofwel % =3u? — 5u.
O a % =0,7N geeft N(¢) = ce®”
N(0) = 1000 geeft ce®’ % =1000, dus ¢ = 1000.
Dus N(¢) = 1000e%7.
. dN 400000 — 10000 .
N=1 T s -1 . = 2 k
b Voor 0000 is m 0,7-10000 400000 6825 besmettingen per wee
_ . dN _ .400000 —200000 _ .
Voor N=200000 is . 0,7-200000 400000 70000 besmettingen per week.
Voor N =1390000 is % =0,7-390000 - el 028 0_0330 b _ 6825 besmettingen per week.
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dnN 400000-N 0,7
a0V 400000 400000
Dus c=1,75-107°.

G -N- (400000 — N)=1,75-10- N- (400000 — N)

Bladzijde 140

By s 1 1 1
Substitut LA T W BN . )
@a ubstitutie van y gee T .
du
—=-1-4
dr o

u(t) = -} is een particuliere oplossing van % =-1—4u.

du_ ~4u geeft u(t) = c,e

dt

De algemene oplossing van % =-1-duisu(®)=ce* 1.
1 1 4

Y=u®° w) et =1 dce—1

De algemene oplossing is y(f) =

dy

dr
1 1 1 1
Substitutie van y = — geeft e Ldu =1.--1 —
u- dt
du |
@ 2T
i iculi - du _,
u(z) = 1 is een particuliere oplossing van — =7 — yu.

dt
((11—1: =-Lu geeftu(r) = ¢ e

. du .
De algemene oplossing van a I-Luisu(n=c, e+ 1,
_
ol e’%t +1

De algemene oplossing is y(f) = ! =
1 +ce™

ce -1

=1 -y =3y -3

1
y=y geeft y(2) =

dy
—=01y{1 —-—=— ly — 1?2
¢ i 0, ( 100) 0,1y = 0,001y
1 du 1

Substitutie van y = ! geeft A 0,1-—-0,001-—
u?
(:ii_u =0,001 —0,1u
u(t) = 0,01 is een particuliere oplossing van % =0,001 —0,1u.

((iTL;= -0,1u geeft u(r) = ¢, e "

De algemene oplossing van L 0,001 — 0,1u is u(t) =c, e+ 0,01.

dr
1 B 100
¢, el +0,01  1+100c, el
100

1
y=y geeft y(2) =

De algemene oplossing is y(z) =
d d_ 0,00IA(I - A) =0,0014 — 0,0000542
dt 20

1 du 1

Substitutie van 4 = 1 , e eft-— Za =0,001-—-0,00005-—

‘(11” 0,00005 — 0,001

u(r) = 0,05 is een particuliere oplossing van % =0,00005 - 0,001.

%{ =-0,001u geeft u(r) = ¢, e >0
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De algemene oplossing van % =0,00005 — 0,001 is u(f) = ¢, e %01 +0,05.

1 1 20
A= 5 geeft A(f) = ¢, e 001+ 0,05 T+ 20c, e 0-0011
. 2
De algemene oplossing is A(f) = qu,ow-
o 1 1l du 1 1
Substitutie van y = ” geeft 5 =2 7 10 ”
du
——==2+10
dt !
u(f) = £ is een particuliere oplossing van (31—;‘ =-2+ 10u.
& 10u geeft u(r) = c,e'"
de
De algemene oplossing van % =-2+ 10u is u(f) = c,e'% +1.
1 5

1
= _ fi = =
¥ u gee ty(l‘) cle“’“r% 56‘1610"" 1

De algemene oplossing is y(¢) = T+ celor
€

Stel y = Asin(f) + Beos(z) + Ce' 1s een oplossing.
L . d ) .
Substitutie van y = 4 sin() + Beos(7) + Ce’ en d—J; = Acos(t) — Bsin(?) + Ce’ in

d .

dijt) =1y +4e'+ 2sin(7) geeft

Acos(?) — Bsin(t) + Ce' = 1(4sin(f) + Beos(t) + Ce’) + 4e’ — 2sin(t)
Acos(t) — Bsin(f) + Ce' = Asin(f) + 1 Bcos(?) + 1 Ce’ + 4e" — 2sin(f)

Acos(f) — Bsin(f) + Ce' =1Bcos(r) — (2 — 14)sin(r) + (1 C + 4) e’
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus

A=3BAB=2-34AC=5C+4
A=3BAB=2-iBAr;C=4

A=JBA1B=2AC=38

A=3BAB=12 AC=38

A=3AB=13AC=8

gus y = 2sin(?) + 12 cos(f) + 8¢ is een particuliere oplossing.
ly

1 1
——=5y geeft y(t) = ce!
o et fg=c

De algemene oplossing is (1) = cex' + ¢ sin(z) + 12 cos(t) + 8e'.
d—y=3zy+6t=3z(y+2) peeft dey= f3tdt
dt y+2
In(y +2) =152 +¢,
y+2=¢lif*a
y=ea-elif =2
y=cels* =2 (¢>0)

De algemene oplossing is y(7) = ce>” — 2 met ¢ > 0.
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d Substitutie vany=$geeft —%-%:—2-%+ 12-12
u u
du
—=2u—-12
a

u(f) = 6 1s een particuliere oplossing van % =2u—12.

((ij—bt[ = 2u geeft u(r) = ¢, e*

De algemene oplossing van % =2u—12isu(t)=c,e*+6.

_1 _
Y=y geeft y(¢) = 6

De algemene oplossing is y(f) =

6 +ee¥
@ a Substitutie Vany=$geeft—%‘i—?:%—}i2
u u
du
7:2_
a

u(f) = 2 1s een particuliere oplossing van ((11_1: =2—u.
du }
P geeft u(t)=c, e

De algemene oplossing van % =2-uisu(t)=c,e’+2.

_1 _
ry=y geeft y(7) = P

De al lossing is (1) = '
e algemene oplossing is y(f) 2+ oot
1(0) = 5 geeft B

5 2+ced

1,

24¢ °
c=3

1
Dus y =5 3er
1
b 3(0) =2 geeft =2
HO) =2 geeft 51—
1:
2+c¢

Dit geeft de oplossingskromme y = 2%

11e?

1 2e 2e
(=1geeft y=— 25—
BV Ty ket 2e 4e-3

Dus het punt (1, 4e2—i3) ligt op de oplossingskromme door het punt (0, 2).

Bladzijde 141
@ a Op=0is N=2000en ;ﬂ:zso, dus ¢+2000 - (10000 — 2000) = 350
! c-16-107=350
350
- =2.1875-10°°
¢ 16-107 ,1875-10

Dus %=2,1875- 10°-N- (10000 — N) =0,21875N — 2,1875- 1073 - N2.
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Substitutie van N = 1 geeft —% an_ 0,21875- 1 2,1875-107- %
u w de u u
du

e 2,1875-107° —0,21875u

u(r) = 0,0001 1s een particuliere oplossing van i—l; =2,1875-10°-0,21875u.

L -0,21875u geeft u(7) = ¢, e 021875

dr
De algemene oplossing van % =2,1875-10° — 0,21875u is u(t) = ¢, e 21875 + 0,0001.
1 ~ 1 ~ 10000
N = gt N = i3 10,0001 ~ 10000¢, ¢ 925 + 1
10000

De algemene oplossing is N(f) = 15 oo 021875

10000
10000 _ 2000
l+c
l+c¢c=5
c=4
10000
Dus N= 1 + 4.0 021875
. . 10000

Op =20 is de populatiegrootte 11200218720 ~9521.
Los op N=5000.
Voer in y, = LoD en y, = 5000.

1 + 4¢021875x
Intersect geeft x = 6,3.
Dus vanaf een ¢ van ongeveer 6,3 zijn er meer dan 5000 zeeotters.

o 1 1l du 1 1
Substitutie van L = ” geeft Za 6 ” 0,2 "
du
—=02-6
dr g
u(f) = 5; is een particuliere oplossing van % =0,2 — 6u.
(cil_Ltl =-6u geeft u(f) = c,e’®
De algemene oplossing van % =0,2—6uisu(t)=c e +3;.
1 1 30
L=—geeft L(¢) = =
8t L) c, e +5  30c,e+1
De algemene oplossing is L(f) = _2
g P - 1 +ce®
_ 30
L(0) =2 geeft T3 ce® 0 2
30 _
1+¢
l+c=15
c=14
30
Pus b= g
t=1 geeftL=L,%4,32
1+14et7

Het plantje is de eerste dag ongeveer 4,32 — 2 ~ 2.3 cm gegroeid.
De grenswaarde is 30 cm, dus los op L =29.
0
—_— =29,
I+ lage "2
Intersect geeft x = 1,00.

Voer in y, =

Dus na ongeveer 7 dagen is de lengte van het plantje voor het eerst 1 cm minder dan de grenswaarde.
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% =6-107- N+ (5000 — N) = 0,3N — 0,00006N?

Substitutie van N = L geeft —% el =0,3 2 0,00006 - Lz
u w de u u
s _ 0,00006 — 0,3u
dr

u(f) = 0,0002 is een particuliere oplossing van i—b; =0,00006 —0,3u.

((sz: =-0,3u geeft u(r) = ¢, e %

De algemene oplossing van % =0,00006 — 0,3u is u(t) = ¢, e % + 0,0002.

1 5000

[€03+0,0002  5000c,e 03 + 1
5000
1+ et

N= 1 geeft N(t) =
u e

De algemene oplossing is N(f) =

5000

5000

=4500
l1+c¢

= 5000 _
4500

1

O |—

l1+c¢

O

c=
5000
1+ é e—0,3t'
5000

Op =10 zijn er W ~ 4972 vuursalamanders.

Dus N=

De grenswaarde was 5000 en wordt dus 2500.

N 41075 V- (2500 = N) = 0.1V — 0,00004N2

dr
Substitutie van N = 1 geeft 'Lz A 0,1- 1 0,00004 -
u w? dt u
e 0,00004 — 0,1u
dr

u(f) = 0,0004 is een particuliere oplossing van % =0,00004 - 0,1u.

((ii—L; =-0,1u geeft u(r) = ¢, eV

I
u?

De algemene oplossing van % =0,00004 — 0,1u is u(t) = ¢, e !+ 0,0004.

1 1 2500
N=—geeft N(t) = =
u BN = i 0.0008 ~ 2500, 6077+ 1
L 2500
De algemene oplossing is N(¢) = TTeedl
N(10) =4972 geeft % =4972
200 __ 497
1+ce’!
2500e _ 4972
etc
o= 2500¢
4972
2500e
= —ex-1351
c 4972 e 3515
2500
DusN=———_—"""-7.
B T T 13515¢ 00
Los op N =4500.
: 2500
Vi = =4500.
oerin y, =-— 13515000 en y, = 4500

Intersect geeft x =~ 11,12.

Dus ongeveer 11,12 — 10 = 1,12 jaar na = 10 zijn er weer 4500 vuursalamanders.
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15.5 Differentiaalvergelijkingen van de tweede orde

Bladzijde 143
@ a De hoogste afgeleide van y die in de differentiaalvergelijking voorkomt is de tweede afgeleide.

Daarom 1s de differentiaalvergelijking van de tweede orde.

b y(f) = e geeft y'(t) = Ae*
y'(f) = Ae* geeft y (1) = A2eM
Substitutie van y(¢) = e*, y'(f) = Ae* en y"(f) = A2e* in y" + 5y" + 4y = 0 geeft
A2e+ 5le¥+4ek =10
(A2+54+4)e”=0
A2 +51+4=0ve”=0 (geen opl.)
G+ 1DE+4)=0
A=-1vi=-4

¢ y(r)=Ae'+ Be™¥ geeft y'(f)=-Ae' —4Be™¥
y'(f)y=-Ae'—4Be ¥ geeft y"(t) =Ae'+ 16Be™™
Substitutie van y(f) = Ae*+ Be™, y'(f)=-Ae*—4Be*en y"(f)=Ae' + 16Be™*
iny"+5y"+ 4y =0 geeft
Ae'+ 16Be + 5(-Ae’ — 4Be ) + d(Ae + Be*) =0
Ae'+16Be* —54e"—20Be* +44e*+4Be* =0
0=0
Dus y(f) = Ae™ + Be™ voldoet voor elke waarde van 4 en B aan de differentiaalvergelijking.

@ a y(0)=e geeft y'(1) =L
y'(f) = Ae* geeft y (1) = A2eM
Substitutie van y(¢) = e¥, y'(f) = Ae* en y"(f) = A2e* in y" + 4y’ + 5y = 0 geeft
A2+ 4)et + 564 =0
A2+41+5)e¥=0
A2 +4)+5=0 v e =0 (geen opl.)
2+41+5=0
Van 12 +42+5=0is D=4%>—4-1-5=-4, dus deze vergelijking heeft geen reéle oplossingen.
b A2+41+5=0
(A+2)2—4+5=0
(h+2)2=-1
(+272=i2
A+2=1ivi+2=-i
A=-2+ivi=-2—-1

Bladzijde 145
D 2+pl+ q = 0 heeft twee rele oplossingen 4, en 4,, dus A2+pA +q=0enl,?2+pl,+q=0.
y(@)=A-eM+ B ekl geeft y'(f) =14 - el + 1B - ek
Y'(t) =AMt + A,B- et geeft y"(£) =424 - el + 1,2B - !
Substitutie van y(f) = A4 - 4! + B- €™, y'() = L, A e+ A,B- e en y"(£) = A4 - €1 + ),2B - e
iny"+py'+qy =0 geeft
ile cehl 4+ }_223 - ght +p(/11A cehl 4+ /123 . eizz) 4 q(A e+ B- e)-zl) =0
/112/1 cehl 4+ /1223. eht +p/11A et +p/123 cehl + qA cehl 4+ qB' et = ()
A(A2 + pA, + @)l + B(A,” + pAy + g)e =0
A2+pi+q=0eni?+pl,+q=0geeft A-0-e**+B-0-e*=0 ofwel 0=0.
Dus alle functies van de vorm y(f) = A - e + B - ¢ zijn oplossing van de differentiaalvergelijking.

@ 2%+ p). + g =0 heeft een reéle oplossing A, dus 12 +pl+g=0
en (1+1p)2=0,dus 1=-1p.
(&) = (4 + Br) - e* geeft y'(f) = B- e/ + (4 + B) - Ae¥
y'(f)=B-e!+ (A + Bf)-\e* geeft y"(£)=B- e+ B-Je* + (A + Bf)- 12 e!
Substitutie van y(f) = (4 + Bt)-e*, y'(t)=B-e* + (4 + Bt) - Le*' en
y"()=B-Ae!+B-le¥+ (4 + Bt)-12e iny"+ py'+ qy = 0 geeft
B-le+B-ieM+(A+Bt)- 12’ +p(B-eM+ (A + Bt)-le!) +q(A+ Bt)- e =0
(A2 +pi+q)A+Bt)e’ + (2. +p)Be’ =0
A2+pl+q=0en)=-1pgeeft 0-(4 + B)e’ +0-Be¥ =0 ofwel 0=0.
Dus alle functies van de vorm y(f) = (4 + Bt) - €/ zijn oplossing van de differentiaalvergelijking.
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De karakteristieke vergelijking is AZ+ 61+ 8 =10
(L +2)(A+4)=0
A=-2vi=-4

Dus y(t) = Ae ' + Be ¥ is de algemene oplossing.

y(0)=1geeftA+B=1

y()=Ae?+ Be ¥ geeft y'(f) =-24e % —4Be ™

'(0) — -1 geeft 24 -4B=-1

A+B=1 2A+2B 2
2A 4B = —1 2A 4B——1
B=-31 ,_ 11
A+B= }A_12

De gevraagde oplossing is y(1) = 13 e + T e™.

De karakteristieke vergelijking is A+ 61+ 10=10
(A+3)2-9+10=0
(A+3)2=-1
(A+3)2 =i2
A+3=1vi+3=-1
A=-3+ivAi+3=-3-1

Dus y(7) = (Acos(¢) + Bsin(¢)) - € ¥ is de algemene oplossing.

»(0)=1geeft4=1

(£) = (Acos(?) + Bsin(r)) - e geeft

(1) = (-Asin(7) + Bcos(?)) - €' + (A cos(?) + Bsin(r)) - -3e3! = ((B — 34)cos(f) — (4 + 3B)sin(r)) - ¢

y'(0)=-1geeft B—34=-1
A=1lenB—-34=-1geeft B=2.
De gevraagde oplossing is y(¢) = (cos(z) + 2sin(f)) - e .
De karakteristieke vergelijking is A>— 81+ 16=0
A-4?*=0
L=4
Dus y(7) = (4 + Br) - e* is de algemene oplossing.
y(0)=1geeft4=1
¥(f) = (A + Bt) - e* geeft y'(t) = B-e¥ + (4 + Br)- 4e*
y'(0)=-1geeft B+44=-1
A=1lenB+44=-1 geeft B=-5.
De gevraagde oplossing is y(f) = (1 — 5¢) - e¥.
De karakteristieke vergelijking is A2+ =0

p2=-1
/12=}1i2
A=3vA=-3i

Dus ¥(1) = (4 cos(Lz) + Bsin(L7)) - €% = A cos(L7) + Bsin(L1) is de algemene oplossing.

y(0)=1geeft4=1

y(t) = Acos(%1) + Bsin(1z) geeft y'(r) =-14sin(1r) + L Bcos(1)
y'(0)=-1 geeft 1B=-1, dus B=-2.

De gevraagde oplossing is y(f) = cos(1¢) — 2sin(17).

dy dx d» dy
=+ ft —=-—2+ =
x dt Y gee dt  d2 dt ,
dy dx d dy dy . dx
—__ 7 —_ = BN - 2 ==
Suz)stltutle van x = ar +ye dt BT in > 6y geeft
d ¥, dy dy )
o+ —=2--—+y|-6
a2 A ( a 7)Y
dy dy_ _dy
-5+ ==-2"—+2y-6
de>  dr dr 4
d>y _dy
3— - 0
a2 =
Hoofdstuk 15
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d
b Uit %=—x +,x(0)=1eny(0)=-1 volgt [th;] =-x(0) +y(0)=-1+-1=-2.
t=0
d? d

¢ De karakteristieke vergelijking van d—tJ; - 3d—J; —4y=01s

A2=31-4=0

A+DA-4=0

A=-1vi=4

Dus y(1) = Ae™ + Be* is de algemene oplossing.
y(0)=-1geeftA+B=-1

y(f)=Ae’ + Be* geeft y'(f) =-Ae” + 4Be*
y'(0)=-2geeft-A +4B=-2

{ A+B=-1
“A+4B=-2
5B=-3

Dus chi(t) =-2et—deteny(f)=2et—2%2e"
x=—d—Jt)+y geeft x(f) =-(2e?—22e¥) +-2ev—det=-let+22et—let—det=-tet+ ieH
Dus x(f) =-%e+ 13e* en y(f) =-}2 e — e

Als Jeroen het blokje loslaat dan gaat het naar boven, dus F is naar boven gericht en dus positief.
Omdat u <0 1is ¢ > 0.

. dv dv dv F

F= . —=— 1 F= - l*:*.
Uit m-aena o volgt m dr ofwe T

G F=_p- dv_F dv_-c-u dv_ ¢,
Uit F=-c-uen dr volgt ar ofwel & u.

dv 1
1 1 ﬁ - * - -
m=1lenc=1geeft  '=-T-u=-u

. . dv
v is de snelheid waarmee u verandert, dus @ =u.

Het blokje wordt naar beneden getrokken tot # = -1 en wordt op 7 = 0 losgelaten.
Op het moment van loslaten, dus op # =0, geldt #(0) =-1 en v(0) = 0.
Dus de beweging van het blokje wordt beschreven door het model

%=—u A%=vmet w(0)=-1env(0)=0.

di_, gy G

de 7 de?  dr’

2 2

%=—u, dusc:iTZ=—u ofwel(;—;;+u=0.

De karakteristieke vergelijking is A2+ 1 =0
2=-
/12 :iz
A=ivi=i

Dus y(7) = Acos(t) + Bsin(?) is de algemene oplossing.
w(0)=-1geeft 4 =-1

u(t) = Acos(z) + Bsin(z) geeft u'(z) = -Asin(f) + Bcos(r)
u'(0)=v(0)=0geeft B=0

De gevraagde formule is u(f) = -cos(z).
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Bladzijde 147
2
®arF-= —40(31—M—72u eni—t;=§g eft —- a2 =—2OCC1Tu—36u oﬁveli—?+203—u+36u—0
De karakteristieke vergelijking is A%+ 201+ 36 =0
A+2)(A+18)=0
A=-2vi=-18
De oplossingen zijn van de vorm u(f) = Ae™ + Be 1%
u(O)— lgeeft4+B=1

v(t) = —=—2Ae’2’—183618’

v(0) = 2geeft—2A—18B=2

{ A+ B:IH {2A+ZB =2
geef

-24—-18B=2|1 24— 18B=2 N
-16B=4
4 — =
a+p=1 (1713
Dus u(f) = l1e% - Lel&
2_4.77.
b c=72,k=40enm=8geeftD=w=_11

D <0, dus onderdemping ofwel gedempte trilling.
¢ Er moet gelden D > 0.

c=T72en k=40 geeft D=

D > 0 geeft 1600 = 288m 2288m >0
m
1600 —288m >0
-288m >-1600
m<5;
Dus de maximale waarde van m waarvoor geen gedempte trillingen ontstaan als het voorwerp uit de
evenwichtsstand wordt gebracht is 55 kg.

40°—-4-72-m _ 1600 — 288m

m? m?

(64 P ——IOOOc(lTu—SOO en %—ﬁgeeft%=—%—l— ofwel%+%+% =0.
De karakteristieke vergelijking is A2+ +% = 0
(4121 +3=0
(=)
o+ 1=
A+i=tivi+i=-3i
A=-t+livi=-1-4

De oplossingen zijn van de vorm u(z) = (4 cos(gt) + Bsm(%t)) T
w0)=1geeft4=1

v() = c(li—L; = (-L4sin(Le) + LBcos(r)) - e + (4 cos (L) + Bsin(Lr)) - -Ler
v(0) =0 geeft 1B -14=0

A=1A 3B—14=0geeft B=1

Dus u(f) = (cos (1) + sin(L7)) - et
b Er moet gelden D > 0.

m=1000 en ¢ =500 geeft D =

k*—2000000 -
1000000 —
k*—2000000> 0
k*>2000000
k> 100042
Dus & moet minimaal 1000+/2 zijn opdat geen gedempte trillingen ontstaan als het voorwerp uit de
evenwichtsstand wordt losgelaten.

k*—4-500-1000 _ k*—2000000
10002 1000000

D >0 geeft
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Bladziide 148
du F du ¢
— = == T y=
@aFOd cruen oo mgeeftd[2 muofweld2 mu 0

De karakteristieke vergelijking is A> + % =0

P

m
P=2C 52

m

=i v

m

ﬁ

)+Bsm( iz

A=
De oplossingen zijn van de vorm u(f) = A cos(t

De periode van u is . 2n\/z

Vi

u 2w F du_ k du o du  k du  c
b F=-k d——c uenﬁ—;g W__E.E_Eu fwlﬁ ;E Eu—O
De karakteristieke vergelijking is A% + %l B 0.
2
DZOgeeft(i) —4.1-£590
m m
2
m m
2
k 4cmZO
mZ
k*>4cm
k>2\cm
2
D a D=Ogeeftw=0
m
K —4em=0
k=2\Jem=2,25000-30 ~1732kg/s
du du_ F du d?u du
b =—1730d——25000uenF=% ftF=—346d —500uofwelﬁ+346d +500u=0

De karakteristieke vergelijking is A2 + 34,64 + 500 = 0
(L+17,3)2-299.29 +500=0
(4+17,3)>=-200,71
(A+17,3)2=200,71i?

A+17,3=1y200,71 v 4+ 17,3 =-14/200,71
A=-17,3+1y200,71 v 2=-17,3 —1y/200,71
De oplossingen zijn van de vorm u(r) = (4 cos(14/200,71) + Bsin(#y/200,71)) - ¢7173.

V200,71 _

De eigenfrequentie van het veersysteem is ra— 2,3 Hz.
T

¢ 70 omwentelingen per minuut is % ~ 1,17 omwentelingen per seconde.

Het veersysteem krijgt dus ongeveer 2,34 keer per seconde een duw naar beneden waardoor resonantie kan ontstaan.

@ a Ermoet gelden D =0.
m = 1000 en ¢ =200000 geeft D =

k> —800000000
1000000

k2 — 800000000 = 0

k2= 800000000

k= /800000000

Dus & =200004/2.
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du du _ F d?u du
F=-2 V2 ——2 —= —=-2042-——2 fwel
b 0000 & 00000u en 2 - 1000 geeft a2 0 a4 00u ofwe

d%u du
—+20y2-—+200u=0
dr? V2 dr .

De karakteristieke vergelijking is A +20+/2 - 4 + 200 = 0.

2042
D=0, dusx=—T\f=—1oﬁ.
De oplossingen zijn van de vorm u(f) = (4 + Br) - e 1042,
w(0)=1,5geeftA=1,5
W) = % =Be 12+ (4 + Br)--102¢7102
v(0) =0 geeft B—104/2=0
A=15AB—-104\2=0 geeft B=15\2
Dus u(r) = (1,5 + 15¢2) - e 1002,
¢ Losopu()=0,01.
Voer in y, = (1,5 + 15x/2) - e1%V2 en y,=0,01.
Intersect geeft x = 0,502.
Dus na ongeveer een halve seconde is de uitwijking minder dan 1 cm.

Diagnostische toets

Bladzijde 150
dr
—=c(I'-18

@a  =cr-13
Opt=1isT= Lk 65°C engz 6870 =-5°C/min.
dt 2

Dit geeft ¢ - (65— 18)=-5,dus c~ % ~-0,106.

Dus %: -0,106(7 — 18) met 7'in°C en ¢ in minuten.

b czé%-%:—o,omw

Dus % =-0,00177(T — 18) met T'in°C en ¢ in seconden.

0 a F, 1s de luchtweerstand in newton en Fy, 1s de wrijvingskracht in newton.
Resulterende kracht F = Fy — F; — Fy, = 755 = 0,4v* — 10v.

dv F o dv 755-04—10v

o m geeft O 110 = 63 — 575V — 1V met v in m/s en ¢ in seconden.
dv
b E=Ogeeﬁ6é—g—ﬁv2—ﬁv=0

Voer in y, = 633 — 55X — 1X.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x =~ 32,7.
De grenswaarde van zijn snelheid is ongeveer 32,7 m/s.

v

827 mmm e ——
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1 | 1 \\ \l 1 \ \ \ \
1 1 1 \\ \ \ \ \ v yos
} ! \ \ L ) - \ \ //
\ \ \ \ \ \ A S f 7/
! ! \ y 1N - // +
N ~
\ \ \ \ (RN = v 7 / /
t + X X ~ 7, # i +—t
4 -3 ) -1 0 > 4
\ \ NN N 7 / ! I I
: X ~ # -1+ + t t +
AN S N . 4 / / | 1 I 1
~ - 7 Y tof—+ / I i i
s / / I I I I I
/ ! I I /I I I | 1 I
dy
b Stelk:y=at+bmeta= |- =-1+4=3.
41,2
=3t+b

i }—3+b=—2

door A(-1,-2) 1

Dus k:y =3¢+ 1.

dy

c E=—lgeeftt—2y=—10fwe1t=2y—1.

Substitutie van t=2y — liny=-t+ 5 geeft y=-2y - 1) +5
y=-2y+1+5
3y=6
y=2

y=2geeftr=4-1=3

Dus B(3, 2).

d

d d—r=0geeftt—2y=00fwely=%t.

De kromme met vergelijking y = 3¢ gaat door de toppen van de oplossingskrommen.

O 2 /,()=0geeft-»2-5p+6=0

y+5-6=0
0-Dr+6)=0
y=1vy=-6
f) y
A S - -
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ 4
" t
+ 4+ o+ o+ o+ o+ o+ + o+
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ +
+ 0+ o+ o+ o+ o+ o+ 4+
fey)
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ 0+ 4+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
-6
6 ol \ ¥ - - T T - T T T

De lijn y = 1 is horizontale asymptoot van de oplossingskrommen met -6 <y(0) <1 v (0)> 1.
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b De oplossingskrommen zijn dalend als f,() <0 voor elke waarde van y. Hieruit volgt dat voor de

S d
discriminant van d%} =-y? -5y +pgeldt D<0.

D=25+4p

D<0 }25+4p<0
4p <-25
p<-6;

Dus voor p <-6; zijn alle oplossingskrommen dalend.

¢ f,(»=0voory=-1geeft-1+5+p=0,dusp=-4. y

f40)=0geefty?=5p—4=0 |7
Yy +59+4=0 oS- 0T
y2+5y+4=0 e — t
G+Do+4)=0 I s s+ 77 % =
y:_lvy:_4 + + + + + + + + + +

Dus voor de oplossingskrommen die gaan door de punten (z, y’)
met-4 <y<-1v y>-1isdelijn y=-1 horizontale asymptoot B P ——

alsp=-4. - - - - - - - - -
dy o sese A== E=sm=sm s -
d [d;] =TSP 1 4s54p=3
A(-1,-1)
b _ p=-1
de
Voor p = -1 raakt een oplossingskromme de lijn /: y =37+ 2 in het punt A(-1, -1).
Bladzijde 151
© a Stel y=at+ b is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
i d _d
Substitutie van y = at + b en di}t} =ain d%; =-2t+y—1 geeft

a=-2t+at+b—1
a=(a—-2t+b-1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
a—=2=0Aa=b-1
a=2A2=b-1
a=2Ab=3
Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking een lineaire formule als oplossing heeft.
Deze formule is y = 2¢ + 3.
b Cirkel met middelpunt M(-1, 3), dus (z+ 1)+ (y — 3)*=r2.
Door P(2, 4) geeft 2 = (2 + 1)2 + (4 — 3)* = 10.
(t+ 1)+ (y — 3)? = 10 differentiéren naar ¢ geeft 2(¢+ 1) +2(y = 3)-y'=0
2y=3)y'=-2(t+1)
, 2t +1) -1 1+¢
YT20-3) y-3 3-y
Dus de cirkel met middelpunt M(-1, 3) door het punt P(2, 4) voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus
is de cirkel een oplossingskromme.

d 1
G a d—Jt/=%geeft f}l—}dy=f7dt
In(y) = In(¢) + ¢,
In(y) = In(?) + In(e)
In(y) = In(e“17)

y=-et
y=ct (c>0)
dy ¢
b E—;geeft fydy—ftdt

W=yt te
dy 1

c —=y—ty=y(l-1t)geeft | —~dy= | (1-2)ds
g =y -y ogeett [Ldy= [ (10
In(y)=1-3¢ +¢,

y:et—gt%tc,

y:ec,.elr—é—zl
y=ce' " (c>0)
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dy  r+3
— — — -+
d , = » geeft f(z 2y)dy f(t 3)dt

y—y?=12+3t+c

@ a Stel y=ar+ bis een oplossing.
o dy . dy
Substitutie van y =at + b en E=a 1na=y+ t+1 geeft
a=at+b+it+1
a=(a+1)+b+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
at1=0na=b+1
a=-1aAb=-2
Dus y=-¢— 2 is een particuliere oplossing.

dy o

a =y geeft y(r) =ce

De algemene oplossing is (1) =ce! — 1 — 2.
b Stel y=A4-e’is een oplossing.

L dy . dy

Substitutie van y =4 - e en P A-e'in I -3y —2e' geeft

A-e'=-34-¢e' —2¢!

44e'=-2¢!

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 44 = -2 ofwel 4 =-1.

Dus y =-1 ¢’ is een particuliere oplossing.

% =-3y geeft y(/)=ce™

De algemene oplossing is y(f) = ce™ — 3¢'.
¢ Stel y= Asin(¢) + Bcos(?) is een oplossing.
dy
dt
Acos(t) — Bsin(z) = Asin(t) + Bcos(z) + sin(t) + 4cos(r)
Acos(t) — Bsin(f) = (B +4)cos(t) — (-4 — 1)sin(¢)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=B+4AB=-4-1
A=-A—1+4AB=-4-1
2A=3AB=-4-1
A=13AB=-4-1

A=1LAB=-2}

o . . _d .
Substitutie van y = 4 sin(z) + Bcos(?) en Acos(f) — Bsin(¢) in d—J; =y +sin(f) + 4cos(r) geeft

Dus y = 13 sin(¢) — 21 cos(?) is een particuliere oplossing.
d
d_)t/ =y geeft y(1) = ce!

De algemene oplossing is y() = ce’ + 13 sin(z) — 25 cos(z).
d Stel y=at+ b is een oplossing.

L dy . W 5
Substltutlevany=at+bena=a 1na=t —ty—t+1 geeft
a=1r—tat+b)—t+1
a=r—a*—bt—t+1
a=1-a? -+ 1)+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
l—a=0Ab+1=0Aa=1

a=1Ab=-1
Dus y =t — 1 is een particuliere oplossing.
dy 1
i ft | —dy= [-tds
O ygsen [Lay= [
In(y) = e
y= ezl ta
y= e,%[z - eCl
y=cez (c>0)

De algemene oplossing is y(f) = ce** + 7 — 1 met ¢ > 0.
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N(l _665) 6é5N2

Substitutie van N = — geeft —L i—? = % — o 7
du i

dr = 665

du 1
u(f) = gz is een particuliere oplossing van — G s u.

—u

du .
e -u geeft u(t) =c,e”

du _
De algemene oplossing van — dr =z —uisu() =c, e’ + gs.

1 1 665
N =—geeft N(¢
u 8 0= gt g 665cle” +1
De algemene oplossing is N(t) = 665 =
1 +ce”
N@0)=10 geeft 665 o 10
665 ~ 10
1+¢
1+¢=66,5
c=65,5
665
Dus N=——F——.
B T T+ 655¢
De grenswaarde is 665, dus los op N = 660.
. 665
Vi = ————eny,=660.
oerin =3 6550 en y, =660

Intersect geeft x = 9,08.

Dus na ongeveer 9,08 uur = 545 minuten verschilt NV voor het eerst minder dan vijf van de grenswaarde.

De karakteristieke vergelijking is A2+ 104 +25=0
A+5?%*=0
L=-5

Dus y(1) = (A + Br)- e is de algemene oplossing.

y(0)=-2 geeft 4 =-2

y(t)= (A + Bt)- e geeft y'({) =B-e> + (4 + Bt)--5¢&™

y'(0)=3 geeft B—54=3

A=-2enB—-54=3geeft B=-7

De gevraagde oplossing is y(f) = (-2 — 7¢) - e,

De karakteristieke vergelijking is AZ— 41+ 8=10
A—-2)-4+8=0
A—22=-4
(A—2)2=4i?
A=2=2ivAi-2=-21
A=2+21viA=2-2i

Dus y(f) = (Acos(2f) + Bsin(2t)) - €* is de algemene oplossing.

y(0)=-2 geeft 4 =-2

¥(2) = (Acos(2r) + Bsin(2r)) - e* geeft

'(t) = (-245sin(2¢) + 2B cos(2£)) - €2 + (A cos(27) + Bsin(2f)) - 2e* =

((24 + 2B)cos(2f) + (-24 + 2B)sin(21)) - e*

y'(0)=3 geeft24 +2B =3

A=-2en24+2B=3 geeft B=31

De gevraagde oplossing is y(f) = (-2 cos(27) + 2 sin(27)) - e2.
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¢ De karakteristieke vergelijking is A2+ 51— 6=0
G- 1D(A+6)=0
A=1vi=-6
Dus y(t) = Ae’ + Be™® is de algemene oplossing.
y(0)=-2 geeft4 +B=-2
y(£)=Ae' + Be® geeft y'(r) =Ae! — 6Be™™
y'(0)=3geeft4—6B=3

{ A+B=-2
A—6B=3
1B =-5
B:_% A:_12
A+B=- ’

De gevraagde oplossing is y(f) =-13 e’ —3 ™.

€@ a Ermoet gelden D =0.
m =800 en ¢ = 125000 geeft D =

k* — 400000000 _
640000
k* —400000000
k* = 400000000
k= /400000000
Dus & =20000.
du du _ F d’u du d’u du
F=-20000"%- 12 CY L et =251 154 4 25% 4
b F OOOOd SOOOuendz 800g tdtz Sd 565u ofwe a2 Sd 565u=0
De karakteristieke vergelijking is A2 + 254 + 1565 =0.
D=0, dusx-—%;» -121.
De oplossingen zijn van de vorm u(7) = (4 + Br) - e 12",
u(0) = 1 geeftA =1

W) = '—BeU’+Q4+BO-421€”’
v(0) = O geeft B-12;4=0
A=1AB—-12;4=0geeft B=12;

Dus u(f) = (1+ 1247) - 121,
¢ Losop u(f)=0,001.
Voer in y, = (1 + 12Lx)-e 1% en y, = 0,001
Intersect geeft x = 0, 739
Dus na ongeveer 0,7 seconde is de uitwijking minder dan 1 mm.

k*—4-125000-800 _ k*— 400000000
800? 640000

D =0 geeft
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