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13 Kegelsneden

Voorkennis Meetkundige plaatsen

Bladzijde 9

(1 J0

AM=BM=r

MP =MP } APAM £ APBM (ZZR)
ZPAM = ZPBM =90°

Dus £ AMP = ZBMP =120° : 2 = 60°.
b AP=BP=r\3

O(AMBP) =2 O(APAM) =2 -3AP-AM=r\3 - r=1*3
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b Zie de figuur van vraag a waarin een aantal hulplijnstukken zijn getekend.

ZA=ZLB=90°
o i LBPN} AAPM o ABPN (hh)

MP _MP+4;
2 3

sin(£LAPM) = %geeft LZAPM=12283..°

Uit de symmetrie volgt Z(k, [)=2-12,83..°=25,7°.

geeft 3MP =2MP + 9, dus MP =9.
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¢ De stelling van Pythagoras in AAMP geeft AP = \JMP?— AM?= /81 —4=/77.

A 4
In AAPQ is sin( £ APM) = ﬁ_ Dit geeft % = 7Q7 ofwel 40=2/77.

Uit de symmetrie volgt d(4, C) =2-5/77 = 3,90.

d d(P,AC)=d(P, O)
De stelling van Pythagoras in AAPQ geeft PQ = \JAP2 — AQ> =77 — ¢ - 77 = 8,56.
Dus d(P, AC) = 8,56.

M

/

b In de figuur van vraag a zijn de hulplijnstukken FP en EF loodrecht op AP getekend.

_|
A

ZFAE= ZMAP

ZFEA= ZPMA=90° }AAEF © AAMP (hh)
AF _AE N 1 1
——=—geeft——=——,dus AP =5-3J5=2;3.
AP am B p T L5 V33V5=2;

Dus d(P, 4) =2}

Bladzijde 10
o a Uit de eigenschappen van de parabool volgt /k
PA=PF=3en B
k 1s de middelloodlijn van het lijnstuk 4F.
Verder is APF een gelijkbenige driehoek, en dus is £ symmetrieas van 3
drichoek AFP.
Zie de figuur hiernaast.
ZLAPB= ZFPB=25°

In AABP is tan(25°) = A?B, dus AB = 3tan(25°) = 1,40,
Dus d(4, B) = 1.40.

b In AEFP is cos(50°) = P3—E dus PE = 3co0s(50°).
Dus d(F,[)=AE =AP — PE =3 —3cos(50°) = 1,07.

Bladzijde 12

© aP.F)+dP,V)=r
d(P, Fy)=d(P, c) } d(P,F\)+d(P,Fy)=r
d(P,c)=d(P, V)

Q a Copdeellips, dus d(C, F)) +d(C, F,)=2a ... (1).
Uit de symmetrie volgt dat d(C, F)) =d(C, F,) ... (2).
Uit (1) en (2) volgt dat d(C, F,) = a.
De lange en de korte as van de ellips staan loodrecht op elkaar, dus de stelling van
Pythagoras geeft a®> = b + ¢

© Noordhoff Uitgevers bv Kegelsneden 5
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b r=2a=8, dusa=4.

2b=48 dush=24.
a’=b* + 2 geeft 42 =2 4% + ? ofwel ¢ = 10,24, dus ¢ = /10,24 =3 2.
De brandpuntsafstand is 2¢ = 6,4.

Als d(P, F,) =d(P, c,) dan ligt P buiten c,.

In dat geval geldt d(P, F)) = d(P, ¢,) + r ofwel r=d(P, F,) — d(P, ¢,) = d(P, F,) — d(P, F,).
Als d(P, F,) =d(P, c,) dan ligt P buiten c,.

In dat geval geldt d(P, F,) = d(P, c,) + r ofwel r = d(P, F,) — d(P, c,) = d(P, F,) — d(P, F,).
Een hyperbooltak is de verzameling van alle punten met gelijke afstanden tot een cirkel en een
punt buiten de cirkel. Bij vraag a heb je dus te maken met twee hyperbooltakken.

Uitd(P, F)) — d(P, F,) =rend(P, F,) — d(P, F,) = r volgt |d(P, F)) — d(P, F,)| = r.

De punten P liggen dus op de hyperbool met de brandpunten F, en F, en waarvoor geldt

d(P, Fy)— d(P, Fy)| = .

Bladzijde 13

('3 JP

6 Hoofdstuk 13

M(1, -2) is het middelpunt van c.
Stel k: y=ax + b.

m door M en 4 met rcm=—0= l,dusa=rc,=-1.

1-3
y=-x+b . _
doot A, O)}_3 +b=0,dus b=3.
Dus k: y=-x+3.
¥+ —4x—6y+3=0
¥ —4x+)y’—6y+3=0
(x—2P—4+(yr—3P—9+3=0
(x—=2P+(y—=3)=10
M(2, 3) is het middelpunt van c.
Stel I: y=ax + b.

—4
n door M en B met rc, = 2 =-1 dusa=rc,=3.

—=1
y=3x+b o _ _
doorB(—1,4)}3 1+b=4,dusb=7.
Dus/l:y=3x+7.
¥+ —4x-2y—-5=0
¥ —4x+3y?=2y-5=0
(x=2P-4+@E—-12-1-5=0
(x=2P+@-1=10
M(2, 1) 1s het middelpunt van c.

Stel : y =ax + b.

p door M en Cmetrcp=%=—3,dusa=rc,,=%.
y=ix+b

Joor €1 4)}§-1+b=4,dusb=3§.

Dus #: y=1x+ 32,
Stel s: y=ax + b.

qdoorMeanetrcq:%:l,dusa:rcs_=_3.
y=-3x+b | .. _ _
doorD(5’2)} 3-5+b=2,dusb=17.

Duss: y=-3x+17.
ren s snijden geeft 1x + 33 =-3x + 17

3jx =13}
x=4
x=4geefty=-3-4+17=5

Dus P(4, 5).

© Noordhoff Uitgevers bv



13.1 Kegelsneden en de vergelijking van de parabool

Bladzijde 14

O-
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Deze doorsnede heeft de vorm van een cirkel.

Bladzijde 15

(2 IR

b

(3 9

Als V'niet door O gaat en er kleine 0 < ¢ < a dan krijg je de tweede situatie van figuur 13.25 uit het
leerboek. De doorsnede van 7 met het kegelvlak is in dat geval dus een ellips.

Voor ¢ = a is de doorsnede een parabool.

Voor a < ¢ <90 is de doorsnede een hyperbool.

PF| ligt in V' en V raakt de kleine bol in |, dus de lijn door P en £, raakt de kleine bol in F}.
De lijn door O en P raakt de kleine bol in 4.

PF, en PA zijn raaklijnstukken aan de kleine bol.

Raaklijnstukken vanuit een punt buiten een bol aan een bol zijn even lang.

Dus PF, = PA.

Evenzo is te beredeneren dat PF, = PB.

1[3)2 ;ﬁg}PFl + PF,=PA+PB=A4B

Bij een gegeven kegel en een (snij)vlak / liggen de bollen van Dandelin vast en daarmee de punten 4 en B,
dus 4B is constant. Dus PF| + PF, = constant en daarmee wordt voldaan aan de definitie van een ellips.
Dus P ligt op een ellips.

Bladzijde 16

(4 J0

b
c

d

(S

PF, ligt in V' en Vraakt de grote bol in F, dus de lijn door P en F raakt de grote bol in F,.
De lijn door O en P raakt de grote bol in A.

PF, en PA zijn raaklijnstukken aan de grote bol.

Raaklijnstukken vanuit een punt buiten een bol aan een bol zijn even lang.

Dus PF, = PA.

Evenzo is te beredeneren dat PF, = PB.

PF,=PA _ B

PF, :PB}PFZ —PF,=PB—-PA=A4B

Bij een gegeven kegel en een (snij)vlak /" liggen de bollen van Dandelin vast en daarmee de punten 4 en B,
dus 4B is constant. Dus PF, — PF, = constant en daarmee wordt voldaan aan de definitie van een hyperbool.
Dus P ligt op een hyperbool.

o
viak vV

Uit de figuur volgt dat er slechts één bol is met middelpunt op de as van het kegelvlak,

die zowel het vlak V" als het kegelvlak raakt.

Dus is er maar één bol van Dandelin.

PF en PA zijn raaklijnstukken vanuit P aan de bol, dus PF = PA.

Je kunt k£ wentelen om de as van de kegel zo, dat B met 4 en O met P samenvalt.

Dus PA = 0B.

S ligt in het vlak POR en B en C liggen in het vlak WW.

En omdat k£ // SCis QB = SC.

[//vlak POR en PD // SCen £C= £D =90°, dus CDPS is een rechthoek en dus geldt SC = PD.

© Noordhoff Uitgevers bv Kegelsneden 7
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PF=PA4
PA= 0B
OB=S8C
SC=PD
PF = PD en PD loodrecht /, dus d(P, F')=d(P, [).

Dus P ligt op de parabool met brandpunt /” en richtlijn /.

PF=PD

Bladzijde 17

(6 JB

De stelling van Pythagoras geeft

d(P, F)y=PF = \/(xP_xF)z +(Vp—yp) = \/(x_%p)z +(y—-0y= \/(x_%p)z +)72.

d(P,1)=d(P, y-as) + d(l, y-as) =x +1p

b V(x-1p) +y*=x+ip

kwadxatgren geeft ,
(x—3p)° +y*=(x+3p)

2= px+yp?+y2 = x4 px +p?
2 =2px

Bladzijde 18

(7 JB

P is een punt van de parabool met brandpunt (0, : p) en richtlijn
l: y=-1p. Zie de figuur hiernaast.
De stelling van Pythagoras geeft

d(P, F) = PF=\p =) + 0~y = — 012 + (y— 3p)’ =
Vet + (v =3p).
d(P, 1) =d(P, x-as) + d(l, x-as) =y + 3p

P op de parabool geeft
d(P,F)=d(P, 1)

2
Va2 + (y=3p)° =y +3p
kwadrateren %eeft
2+ (y=4p) = (v+3p)
x2+y2 ~ py+apt =2+ py +p?
x?=2py

x? =2py is te schrijven als y = %-xz.
-P

2

p>0dus 2L > (0, dus je hebt te maken met een dalparabool ofwel een staande

parabool met de opening naar boven.

Brandpunt (11, 0) en richtlijn /: y =-11, dus top (0, 0) en p = 3.
Een vergelijking is y* = 6x.

Brandpunt (0, -3) en richtlijn /: y =3, dus top (0, 0) en p =-3.
Een vergelijking is x> = -13y.

Brandpunt F(3, 1) enrichtlijn : x =1, dus top(2, 1) en p = 2.
Een vergelijking is (y — 1)? = 4(x — 2).

Brandpunt F(1, 4) en richtlijn /: y =3, dus top(l, 3%) enp=1.
Een vergelijking is (x — 1)2=2(y - 31).

P+ 10y=4x-1
+52-25=4x-1
(y+5)=4x+24
@+5>=4(x+6)

1(-6,-5)
F(1-6,-5)=F(5,-5)
ask:y=-5

richthyn /; x=-1-6, dus l: x=-7

8 Hoofdstuk 13
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b x?—6x=2y-3
(x-3)2-9=2y-3
(x—3)=2y+6
(x=3)=2(+3)
7(3,-3)
F(3,1-3)=F(3,-2})
ask:x=3
richtlijn : y=-3 — 3, dus : y=-33

¢ ¥+5x+4y=1
Y +dy=-5x+1
(+2P2—4=-5c+1
(+2)2=-5x+5
y+2)2=-5x-1)

7(1,-2)
F(-13+1,-2)=F(-1,-2)
ask:y=-2

richtlijn : x= 13 + 1, dus : x=2;

d y=-1x+3x—6
x2=3x=-y—6
32— 12x=-4y—24
(x - 6)2—36=-4y—24
(x—6)2=-4y+12

(x = 6)=-4(y~3)
I(6, 3)
F(6,-1+3)=F(6,2)
ask:x=6

richtlijn : y=1+3,dus : y=4

Darray=a+a
y+ia) - =ax+a?

(
(y+la)2=ax+1ia?
(

y+3a)?=a(x+1a)

2p=a,dus p=1a

top(-13a, -3a)

brandpunt(la — 11a, -1a) = brandpunt(-a, -1a)
b Substitutie van x =-a eny =-3a in x> + 32 = 10 geeft

(cay + (-}a)’ =10

@ +1at=10

13a2=10

a*=8

a=\8va=-\8

a=22va=-2\2

13.2 Vergelijkingen van ellips en hyperbool

Bladzijde 20
@ a J(x+co)+y?=2a—J(x—-c)*+)?
kwadrateren geeft

x+co)+y?’=4a>—4daJ(x—c)* +y*+(x —c)* +)?
12 +2ex + &+ pPr=Aa? —day(x— e)* +y* + x¥— 2ex+ ¢ +y?
da \/(x — c)? + y* = 4a* — dex
a(x—c)+y*=a?—cx
b kwadrateren geeft
a*(x — ¢)? +y?) = a* — 2a’cx + c=x?
a’(x* —2cx + 2 +y?) = a* — 2a’cx + x?
a’x? — 2a’cx + a’c® + a¥y? = a* — 2a’cx + A2
a2 — 2+ gy = gt — @22
(@— A2+ = a(d®— &)
a’ — c* = b? geeft bx? + a*? = a*b?

© Noordhoff Uitgevers bv Kegelsneden 9
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Bladzijde 21
@ dP,F)+d(P,F,)=2b
VE+ e + i F (- =2b
Vet + @+ =2b—x*+(y—c)
kwadrateren geeft
X2+ =402 —4b T+ (y— )2+ 12+ (y—c)?
X2+ +2cp+ 2 =4b2 —4b\ X2 + (y —c)r +x2 + 32 — 2cp + 2
4b\x* + (y — ¢)? = 4b> — 4cy
NEFO-F =B oy
kwadrateren geeft
b*(x* + (y — ¢)?) = b* = 2b%cy + cH?
bxx? + bX(y — ¢)?> = b* — 2b%cy + &
b%x? + b2(y? — 2cy + ¢?) = b* — 2b%cy + &2
b>x* + bH? — 2b%cy + b*c? = b* — 2b%cy + ¢H?
b22 + b2 — )2 = pt — b22
b2 + (B2 — 22 = (b2 — )b
Verder geldt ¢? = b*> — a® ofwel b% — ¢* = a?.
Samen met b2x2 + (b2 — c2)y? = (b* — c?)b? geeft dit bx? + a®y? = a’b?

b2x2 a2 2 azbz
e 2y2 =2
a*b’>  a’b*>  a*b

x2 y2
27!
2 2
a=5enb=3geeftx—+%=1
a=6,c=5enb?=a>— 2 geeft B2 =36-25=11, dus£+){l—l.
2
b=4,c=5ena’>=b*+c?geefta®> =16 +25 =41 dusH+T6 1.
- ¥ Y
a—3geeft9+b2_1}é+%:1
door (1, 2) 48
b? 91
b2=4§
Dus§+i—l—lofwe1x2+2y2=9,
2
2 2
Yy
St1—+—:1
A

d((2, f (-3,0) =2 +32+ (2)'=27=3\3
d(2,42),3,0) =V (2 -3+ ( W 3
Liggende ellips, dus 2a = 4/3 ofwel a = 2./3.

2 2

a=23,c=3enb’=a>—c? geeft h2=12-9 = 3dusa+); 1.

Het middelpunt van de richtcirkel (x + 3)? + 3% = 100 is het andere brandpunt van de ellips.

De brandpunten zijn dus /,(-3, 0) en /,(3, 0). Het middelpunt van de ellips is het midden
van lijnstuk F,F, en dat is de oorsprong.
dP,F))+dP,F,)=renr=10

Liggende ellips, dus d(P, F,) + d(P, F,) = 2a. }

a=5,c=3enc’>=a>—b*>ofwel b*> =a®— ¢ geeft b>=25-9=16,dus b = 4.

2a=10,dus a=5.

Stel—+y—2—1.

d((3, 22 (4 0)) =3 +4)2 + (22)° =72
d((3,22), (4,0) =3 -4+ (22)*=23
Liggende ellips, dus 2a = 10 ofwel a = 5.
2 y2

a=5c=4enb’>=a’>—c*geeft b>=25-16= 9dusE+§=l

10 Hoofdstuk 13
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b x*+3?—-8y—84=0
X2+(y—4)2-16-84=0
x2+(y—4)>=100
Dit is de cirkel met middelpunt (0, 4) en straal 10.
Het andere brandpunt van de ellips is (0, 4) en het middelpunt is (0, 0).

Stel a—2 + F =1.
d(P,F,)+d(P,F,)=renr=10
Staande ellips, dus d(P, F)) + d(P, F,) =2b.

b=5,c=4ena’>=b>—c? geefta®>=25-16= 9dus§+g 1.

2b=10,dus b=5.

€ 4(2,23) op de ellips px? + gy* = 60 geeft 4p + 12 = 60 ofwel p + 3¢ = 15.
B(4,\/3) op de ellips px* + qv* = 60 geeft 16p + 3¢q = 60.

p+3qg=15
{16p+3q=60_
lp =83
p =3 } _
p+3g=15 3;:3?2 15
q=4
Dit geeft de ellips 3x2 + 432 = 60
32 4260
60 60 60
ﬁ_i_ﬁ:l
20 15
a>b,dusc?=a*>-b*=20—-15=5.
De brandpunten van de ellips zijn F| (-/5,0) en F, (1/3,0).

Bladzijde 22

@ a 92 +2572=225

Ox? 257 225

225 225 225

ﬁ + yiz — 1
25 9
De toppen van e, zijn (-5, 0), (5, 0), (0,-3) en (0, 3).
25x% + 9y? =225

225 225 225
¥ i_ 1
9 25

De toppen van e, zijn (-3, 0), (3, 0), (0,-5) en (0, 5).
b Bij de translatie (5, 6) vervang je x door x — 5 en y door y — 6.

Dus 9x2 +25)2 =225 — "l 6.6 gy — 5)2+ 25(y — 6) = 225.
De toppen van deze ellips zijn
(-5+5,0+6)=(0,6),(5+5,0+6)=(10,6),(0+5,-3+6)=(5,3)en(0+5,3+6)=(5,9).

¢ 25x2+9)2 =225 WG O 95(x — 5)2 +9(y — 6)* =225
De toppen van deze ellips zijn
(-3+5,0+6)=(2,6),3+5,0+6)=(8,6),(0+5,-5+6)=(5,1)en(0+5,5+6)=(5, 11).
2 2
25x2 + 92 = 225 ofwel%+;—5= | geeft 2= h2—a?=25—-9=16, dus c = 4.
Dus van 9x? + 25y? = 225 zijn de brandpunten (0,-4) en (0, 4) en van 25(x — 5)* + 9(y — 6)?> = 225 zijn
de brandpunten (0 +5,-4 +6)=(5,2)en (0 + 5,4+ 6) = (5, 10).

© Noordhoff Uitgevers bv Kegelsneden 11
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Bladzijde 23

D ox? +47=36
o 4?7 _ 36
36 36 36
ﬁ+)}_2:1
4 9

b>a,dusc2=02-a2=9-4=5dusc= /5.
Dus staande ellips met brandpunten (0, -+/5) en (0, \B)

@ a 5x2 +y2 _ 5 translatie (2, -3) 5(x_ 2)2 g (y 4 3)2 — 5

Van5x2+y2—50fwelT+ s —lzgndetoppen( 1,0), (1,0), (0,-+/5) en (0, y/5)

en de brandpunten (0, -2) en (0, 2).
Dus van 5(x — 2)? + (y + 3)? = 5 zijn de toppen (1, -3), (3,-3), (2,-3 = /5) en (2, -3 +/5)
en de brandpunten (2,-5) en (2,-1).
b 4x2+25)?+16x—-84=0
4x% + 16x + 25y —84=0
A(x*+4x) + 25y -84 =0
A(x+2)2—4)+2572-84=0
4(x+2)?—16+2572—-84=0
4(x +2)2+25y2=100

4x2+25y2 =100 SRR 4(x +2)2 +25)% = 100
2 2
Van 4x2 + 25y* = 100 ofwel ;LS + J:T: 1 zijn de toppen (-5, 0), (5, 0), (0,-2) en (0, 2)

en de brandpunten (— V21, O) en (\/ﬁ , 0).
Dus van 4(x + 2)2 + 25y% = 100 zijn de toppen (-7, 0), (3, 0), (-2,-2) en (-2, 2)
en de brandpunten (-2 — /21, 0) en (-2 + /21, 0).
¢ 9x2+10y2—80y—200=0
9x2+10(* —8y)—200=0
9x2+10((y —4)>—16) —200=0
9x%+10(y —4)> - 160 —200=0
9x2+ 10(y — 4)? = 360
9x2 + 10y% = 360 ‘“—<‘”> 9x2 +10(y — 4)2 =360
Van 9x2 + 10y2 = 360 ofwel E ol T zijn de toppen (-2/10, 0), (21/10, 0), (0, -6)
en (0, 6) en de brandpunten (-2, 0) en (2, 0).
Dus van 9x2 + 10(y — 4)2 = 360 zijn de toppen (-2/10, 4), (2/10, 4), (0,-2) en (0, 10)
en de brandpunten (-2, 4) en (2, 4).

@ 102>+ ay* — 80x +4ay + 160 —6a =0
10x? — 80x + ay?® + 4ay + 160 —6a =0
10(x* — 8x) + a(* +4y) + 160 — 6a =0
10((x —4)> = 16) +a((y +2)> —4) + 160 — 6a =0
10(x —4)?2 =160 + a(y +2)> —4a+ 160 —6a =0
10(x —4)>+a(y +2)*>=10a
(=42 ¢+

“ 2 10 2 2

ﬁ+L:1 translatie (4, -2) - (x 4) (y+2) =1
a 10 a 10
(4, -2) is het middelpunt van de ellips en (7, -2) is een brandpunt, dus het is een liggende ellips met ¢>=9 en b* = 10.
Dusa=10+9=19.

12 Hoofdstuk 13 © Noordhoff Uitgevers bv
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@D a Jx+o)+yr=2a+x—c)P+)?
kwadrateren geeft
(4 0P 432 = 402 + 40— T + = +)?
X2+2ex+ 2 +y2=4a>+4a\J(x —c)> + )2 +x2 = 2cx + 2+ )2
dex —da? =4a\(x — c)* +)?
ex—at=a\(x—c)?+)?
b kwadrateren geeft
cx* = 2a%cx +a* = a*((x — ¢)*> +3?)
2 —2a%ex + a* = a’(x — ¢)* + aH?
c2x? — 2a%cx + a* = a’(x* — 2cx + 2) + aH?
cx? = 2d’%cx + a* = a’x* = 2a’cx + a’c® + aH?
c2x2 _ a2x2 _ a2y2 — LZZCZ _ a4
(6‘2 — aZ)xz — azyz = az(cz - 612)
¢ ¢ —a?=b?geeft b*x* — a?y? = a’b?
b2 o a’h?
a?b?  a?b  aPh?

Bladzijde 24
@ d(P,F) —d(P,F,)=2b
N+ @+ -2 +(y—cP=2b
KT o = 2b + KT (o
kwadrateren geeft
X+ t+e)=4b> +4byx*+(y— o)+ x>+ (y—c)?
B2+y 42y + =40 +4byx* + (y —c)? +x2 +y2 —2cy + 2
ey = 4b% = 4b X2+ (y — )2
cy—b2=b\x*+(y—c)?
kwadrateren geeft
cy? = 2b%cy + b= b*(x*+ (y — ¢)?)
cH? = 2b%cy + b* = bA(x* + y*> = 2cy + ?)
c3y? — 2b%cy + b* = b2x2 + b%y? — 2b%cy + b*c?
b2 + cB2 — b2 = h2c2 — b
b2 + (2 — B2 = (2 — BR)b?
Stel ¢2 — b2 = a?.
Dit geeft -b%x? + a®? = a*b?
b2 ay? @R
a2 -a2b? -g2b2

S A
a’ b?
x2 )
D a a=2enc=3enb2=cz—a2geeftb2:9—4=5,dusZ—?=1‘
x2 yZ
bb=3,c=4ena2=c2—b2geefta2=16—9=7,dus7—§=—1.
2 2
ca=4geeftx——L=1 144 16
166 (56 m
door (12, 4)
16_,
Fm =
b:=2
x2 Yy
Dus © - L =
16 2
2 2
d Stel > -2~

> :
d((4, 3), (-5, 0) = \J[@ + 5)2+ 32 = \/90 = 3,/10
d((4,3), (5,0)) = (4 - 572 +32=/10
Liggende hyperbool, dus 2a = 3/10 — /10 = 2,/10 ofwel a = /10.

2 2
a=\/m.c=5enb2=c2—a2geeftb2=25—10=15,du8%_%:1.

© Noordhoff Uitgevers bv Kegelsneden 13
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% 2y
@ a 3x2-5y2= 06 =1
a=+10,b=\6enct=a?+b*=10+6= 16, dus c = 4.
De toppen zijn (-+/10, O) en (1/10, 0) en de brandpunten zijn (-4, 0) en (4, 0).
b x+y=8geefty=8—x

Substitutie in 3x% — 5y% = 30 geeft
3x2-5(8 —x)*=30

—5(64 — 16x +x?) =30
3x2 =320 + 80x — 5x% =30
-2x2+80x—350=0
x2—=40x+175=0
(x=5)x—-35=0
x=5vx=35
x =5 geefty=3 enx =35 geefty =-27
Dus de snijpunten zijn (5, 3) en (35, -27).

Bladzijde 25
@ a Een van de brandpunten van de hyperbool is het middelpunt van de richtcirkel, dus
(-4, 0) 1s een brandpunt.
Omdat (-4, 0) een brandpunt is en (3, 0) een top, ligt het middelpunt van de hyperbool
op de x-as en geldt 2a =r =6, dus a = 3. Dus de afstand van het middelpunt
van de hyperbool tot zijn toppen is 3. Hieruit volgt dat de punten (0, 0) en (6, 0)
het middelpunt zouden kunnen zijn.
Omdat (-4, 0) een brandpunt is kan (6, 0) niet het middelpunt zijn.
Dus de oorsprong is het middelpunt van de hyperbool en omdat de toppez:n en
de brandpunten op de x-as liggen, is de vergelijking van de vorm Z—Z - Z—z
b a=3,c=4enb’>=c>—a’geeft b>=16—-9=7.

Dus b= /7.

D a d(P,F)=\/(x—2)2+(%—2)2

b M(-2,-2) is het middelpunt van c.

d(P,c)=d(P,M)—d(M,c)=\/(x+2)2+(i+2)2—4

2 ¥ 2 .V
¢ d(P, F)=d(P, c) geeft (x—2)2+(;—2) = (x+2)2+(;+2) -4

kwadrateren geeft

2 .Y 2 .\ 2.,V
(x—2)2+(——2) :(x+2)2+(—+2) -8 (x+2)2+(—+2) +16
X X X
2
x—4x+4+i—§+4 x2+4x+4+i+8+4 8\/(X+2)2+()2c+2) +16
X

—8x———16——8\/(x+2)2+ +2)

x+—+2=\/(x+2)2+(2+2)
X X

d Stellen van 2, 2=pgeeft x+p=(x+2)*+p?
kwadrateren geett

X+ 2px+pP=(x+2)7+p’
%2+ 2px +p2 =% + A+ 4+ pP
2px =4x+4
px=2x+2

2 2
==+ 2 geeft Z4+2)x=2x+2
p P geeft (x )x X

2+ 2x =2x + 2 klopt
Hiermee is het bewijs geleverd dat voor elke x ongelijk 0 geldt d(P, F) = d(P, c¢), dus dat de grafiek van

de functie f(x)= % de hyperbool is met brandpunt F(2, 2) en richtcirkel ¢: (x +2)> + (y + 2)> =

14 Hoofdstuk 13 © Noordhoff Uitgevers bv
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@ P+ +10y—39=0
P+ (y+5)P-25-39=0
x*+(y+5) =64
Een van de brandpunten van de hyperbool is (0, -5). Omdat (0, -5) een brandpunt is en (0, 4) een top,

ligt het middelpunt van de hyperbool op de y-as en geldt 26 = = 8, dus b = 4. Hieruit volgt dat de
2 2
oorsprong het middelpunt van de hyperbool is, dus dat de vergelijking van de vorm * ¥ IS.

a* b?
b=4,c=5ena’>=c>—b> geefta’>=25-16=9.
¥ 1

Dus d lijking is ——=—=
us de vergelijking is 9 16

€ A(5.2) op de hyperbool px2 — gy* = 80 geeft 25p — 4¢ = 80.
B(10,-8) op de hyperbool px* — gy?> = 80 geeft 100p — 64q = 80 ofwel 25p — 16g = 20.
25p— 4g=80
{25]) —16g=20
12¢=60
‘125} 25p 20 =380
25p—4q=80f 520~ Y00
p=4
. PRI
Dit geeft de hyperbool 4x? — 5y% = 80 ofwel 20 16 1.
a=20=25,b=4enc?=qa?+b2=20+ 16 =36, dus c = 6.
De toppen zijn (-24/3, 0) en (2./5, 0) en de brandpunten zijn (-6, 0) en (6, 0).

2

2
@ a 16x> -9y’ = 14401’\7\/61%—%=1

c2=a>+b*=9+16=25dusc=5.
De toppen zijn (-3, 0) en (3, 0) en de brandpunten zijn (-5, 0) en (5, 0).
b Bij de translatie (1, 5) vervang je x door x — 1 en y door y — 5.

Dus 16x2 — 9y2 = 144 _mslatic(1.5) 16— 1)2 - 9(y — 5)2 = 144.

De toppen van deze hyperbool zijn (-3 + 1,0+ 5)=(-2,5)en(3+ 1,0+ 5)=(4,5),

de brandpunten van deze hyperbool zijn (-5+ 1,0+ 5)=(-4,5)en (5+ 1,0+ 5)=(6, 5).
¢ 16(x—1)>—9(y—5)2=144

16(x? —2x+ 1) — 932 — 10y +25) = 144

16x% —32x + 16 — 92 + 90y — 225 =144

16x% —9y? —32x +90y — 353 =0

Dusa=16,6=-9,¢=-32,d=90en e=-353.

Bladzijde 26 )
@ a 537 -3)2=30 ECLD 5 5+ 1)2 - 3(y—3)2 =30
) 2
Bij 5x* - 3 =30 ofwel ' — 1= 1is?=a> + =6+ 10=16,
De toppen van 5x2 — 3y% = 30 zijn (-+/6, 0) en (,/6, 0) en de brandpunten (-4, 0) en (4, 0).
Dus van 5(x + 1) = 3(y — 3)2= 30 zijn de toppen (-1 — /6, 3) en (-1 + /6, 3) en de
brandpunten (-5, 3) en (3, 3).
b 11x2— 552+ 44x — 10y — 16 =0
11x?+44x -5 =10y —16=0
112 + 4x) = 502 +2y) = 16 =0
((x+22—4)=5((+1)2=1)=16=0
1(x+22—44—5p+1)2+5-16=0
11(x+22-5(p+12=55
11x2 — §5p2 = 55 0se @270 o 1y(x+2)2 = 5(y+ 1)2=55
2 2

Bij 11x2—5y2=550fwel%—%=1isc2=a2+b2=5+11=16.

De toppen van 11x2 — 5y = 55 zijn (-/5, 0) en (/5, 0) en de brandpunten (-4, 0) en (4, 0).
Dus van 11(x +2)2 = 5(y + 1)>= 55 zijn de toppen (-2 — /5, -1) en (-2 +/5,-1) en de
brandpunten (-6, -1) en (2, -1).

© Noordhoff Uitgevers bv Kegelsneden 15
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c Tx?—2y?—28x+16y+10=0

Tx?—28x =22+ 16y +10=0

76 — 4x) — 2(* — 8y) + 10 =0

(=2 —4) - 2(y—4) — 16)+ 10=0
Tx—2)2—28 —2(y —4)? +32+10=0
T — 22— 2(y— 42 =-14

_2y2 :_14 translatie (2, 4) 7(x_2)2 _ 2(y_4)2 :_14
2 2
Bij 7x2—2y2=—140fwel%—y7=—1 is2=a?+bh*=2+7=9.

De toppen van 7x2 — 2y* =-14 zijn (0, -\/7) en (0, \/7) en de brandpunten (0, -3) en (0, 3).

Dus van 7(x — 2)? — 2(y — 4)*=-14 zijn de toppen (2, 4 —/7) en (2, 4+ \/7) en de
brandpunten (2, 1) en (2, 7).

X xX_y_ 1
2 3 3 2 3 X,y
2 3
Alsx — e eny — oo, danis delimietvanx gelijk aan 0.
Y
i_’_f
2 3
X_Jy_
D s e s —
1‘[geeft2 3 0
¥ o
3 2
2y =3x
72
c Bl_](; %})(;Jr%)—ldelendoor;—);geeftz J3} ZiJ_’-
2 3

Als x — o0 en y — -oo, dan is de limiet van ! gelijk aan 0.
Y

2 3
Dit geeft = +§ 0

y__X
3 2
2y=-3x
y=5x

d Uit b volgt: als x — o en y — o nadert de hyperbool de lijn y = %x.
Uit ¢ volgt: als x — oo en y — -oo nadert de hyperbool de lijn y = —%x.

Dus de lijnen y = %x eny= —%x zijn de scheve asymptoten van de hyperbool xz —

Bladzude27

x* IATE: y)
————1 fwel SIIP )
2 2 ° e( b)(a b

RS ATEI AN x_y x,y_ 1
Bg(a b)(a b) ldelendoora bgeefta )

a b
L gelijk aan 0.
Yy

Als x — o en y — —oo, dan is de limiet van
X
a b

Hoofdstuk 13
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: L .
Dit geeft . + A 0

y__*
b a
ay =-bx
b

F==

Als x — oo en y — -0 nadert de hyperbool de lijn y = —gx.
y2

2
Dus de lijn y = —gx is scheve asymptoot van de hyperbool % B 1.

Bladzijde 28
@ a De toppen zijn T(-a, 0) en T,(a, 0). Vanuit 7, verticaal omhoog betekent snijden van de asymptoot

y= gx met de lijn x = a. Dit geeft y = g -a = b. De verticale afstand van een top tot een asymptoot is

dus b.

2 2
Dus de asymptoten van de hyperbool x—z — )é =-1 zijn de lijnen y = gx eny= —gx.
a

@ aa=4enb=3,dusy=3xeny=-3x

2

2
b 16x2— 25y2 =400 ofwel — — 2 =1
Ty oW 55 T 16

a=5enb=4,dus y=%xeny=-ix
c x2-92+9=0

%2 —9Rr=-9
2 2
N A
9 1

a=3enb=1,dusy=31xeny=-ix.
da=4c=5enb’=c?—qa*geeft b>=25-16=9,dus b =3.
Dus y=3xeny=-3x.
e b=2,c=3ena®?=c*—b*geefta>=9—-4=5dusa=/5.

Dus y= %x =2x/5en y=-2x5.

D a 5_1 tusa=2s.
a 2

- £ i
Substltutlem?—;:—z:lgeeft4—b2—%=1 100_&=1
d 10, 4 v B
oor(10,4) J 55 16 _
o
9
B
=9

Dusb=3ena=2b=6.
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b 2=a?+b2=36+9=45, dus c=/45=3./5.
b De toppen zijn (-6, 0) en (6, 0) en de brandpunten zijn (-3+/5, O) en (3\/5, 0).

D a §=3,dusb=3a.

2 2 2
Substitutie mx——y——lgeeftx——y—:l 9 45
a b a  9a? E_ﬁ_l
door (3, 3/5) 9o 5_,
@ a
4
2!
a’=4
Dusa=2enb=3a=6.
fh Y o
Dit T ~Eo=l
PRI T 36 g
2
Ga je uit van de vorm g =-1, dan krijg je a* =-4 en dat kan niet.

a’> b
b c2=a?+b2=36+4=140, dus c = \/40 = 2./10.
De brandpunten van 4, zijn (—2\/170, 0) en (2410, 0).

¢ a=b= 2qush240 i’—o 1.

€ 1 is een parabool door het ontbreken van een term met x.
I1 is een cirkel door de gelijke coéfficiénten van x> en 2.
I11 is een ellips door de gelijke tekens van de verschillende coéfficiénten van x? en 2.
IV is een hyperbool door de verschillende tekens van de coéfficiénten van x2 en 3.

Bladzijde 29
D ajy-6x+8y+28=0

V+8y—6x+28=0
(y+4)2—16—6x+28=0
(y+4)2=6x—-12
(y+4)=6(x—2)
Parabool met top (2, -4) en brandpunt (3 +2,-4) = F(31,-4).

b x>+ 9?2 +2x—-8=0
2 +2x+97-8=0
x+1)P2-1+92-8=0
(x+1y2+9%9?=9
(x+1)? +y_2: i

9 1

Ellips met middelpunt (-1, 0) en toppen (-3 —1,0)=(-4,0), 3—1,0)=(2,0), (-1,-1) en (-1, 1).
a*> b, dus 2 =a*— b2—9—1—
De brandpunten zijn ( 2\2-1 0) en (2\/>—1 O)

c 2= +4x—-5=0
W+d4x—9%-5=0
x+2P2-4-92-5=0
x+22-92=9
@+2° »_

9 1

Hyperbool met middelpunt (-2, 0) en toppen (-3 —2,0)=(-5,0)en (3 -2, 0)=(1, 0).
A=a+b=9+1=10
De brandpunten zijn (-/10 -2, 0) en ({10 -2, 0).
De asymptoten zijn de lijnen y = 3(x +2) en y = -1(x +2), ofwel y=1x+3 en y =-{x —3.
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Bladzijde 30
D a 42+4?+2x—12y-15=0
P+ +ix—3y—-32=0

x2+%x+y2—3y—3%=0
(x+1P -+ (1222 -33=0
(x+l)2+(y 13)° =%

Cirkel met middelpunt (-1, 11) en straal 1 \/97.
b 4x>+)?—8x+8y+16=0

—8x+)?+8y+16=0
4x*—2x)+(y+4)*=0
He-1P=D+(+472=0
Ax—1y -4+ +47°=0
Ax-1P+(+4y=4

2
(x—1)2+ (6 44) 1
Ellips met middelpunt (1,-4) en toppen (-1 + 1,-4) =(0,-4), (1 + 1,-4) = (2, -4),
(1,-2=4)=(,-6)en (1,2 —4)=(1,-2).
a?<br dusc?=b—a’?=4—-1=3
De brandpunten zijn (1, -3 —4) en (1,3 —4).
¢ x2—)?+4x+8y—-20=0

x?+4x—y?+8y—20=0
(x+22-4-(*-8y)—-20=0
(x+2P-4—-((y—47*-16)—-20=0
x+2—-4-(y—4)2+16-20=0
(x+22-(y—4)P=8
(x+2? (-4

s s !
Orthogonale hyperbool met middelpunt (-2, 4) en toppen (-2/2 —2, 4) en (22 — 2, 4).
A=a?+bp*=8+8=16
De brandpunten zijn (-4 —2,4)=(-6,4)en (4 —2,4)= (2, 4).
De asymptoten zijn de limeny—4=x+2en(y—4)=-(x+2),ofwel y=x+6eny=-x+ 2.

13.3 Raaklijnen en poollijnen

Bladzijde 32
@ a yx= m geeft y'(x) =
b y'(x)=-=
yy'(x)=-x

x+yy'(x)=0
x+2y-y'(x)=0

6=

<=

5
2\/10 JI0—x2

Bladzijde 33
D a 2+)2—8x+6y+15=0geeft 2x+2y-y'(x)—8+6-y'(x) =0
(Zy+6) y(x)=-2x+8
P = -x+4

+3
1+4_
-2+3

Stel k: y=ax+ bmeta=

y=3x+b _
door A(1, 2)}3”’5 -2

Dus k: y=3x— 5 ofwel k: 3x —y=5.
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De lijn / raakt de cirkel in B.

-7+4
rc,=_2+3=—3,dusrc”=%.
1
”3y:§X+b}l.7+b:_2
ENE
door B(7, -2) 2l +p=-2
b—-4k

Dus n: y = 3x — 4} ofwel n: x — 3y =13.

(x—=1)+2(y+3)2=18 geeft 2(x — 1) +4(y +3) y'(x) =0
4y +3)y'(x)=-2(x—-1)
2x—-1) -x+1
y'(x)= 1 =
y+3) 20p+3)
S+l _ -4
2-(4+3) 2--1
y=2x+b }2‘5+b:—4
door A(5, -4) 10+ b=-4
b=-14
Dus k: y =2x — 14 ofwel k: 2x —y = 14.
2x%+ 5y +8x — 30y + 16 =0 geeft 4x+ 10y-y'(x) +8—30-y'(x)=0
(10y—30)-y'(x) =-4x—38
-4x—-8 -2x—4
10y—30 Sy—15

Stel k: y=ax+ b meta =

y'(x) =

De lijn / raakt de ellips in B.
_2--6-4_12-4
5-4—-15 20-15

=8 =_3
=z, dusre,=-3.

Ic,

ny=-ix+b

_S._ —
doorB(—6,4)} g 6+b=4

33+b=4

PN

b
Dus n: y =-3x+1 ofwel n: Sx + 8y =2.

462 —y* +8x+4y—15=0

A2 +8x —y>+4y—15=0

462+ 2x) = 02— dy) — 15=0

M+ 1)P =)= (y=272—4)—15=0
Ax+1P—4—(p—2)2+4—-15=0
dx+1)2-(y-2)2=15
G027

B 15

=a+pr=0+15=2
Middelpunt (-1, 2), toppen (-1 —1/15,2) en (-1 +1/15, 2) en brandpunten (-1 —21/3, 2) en

(-1+253,2).

22 . 15 15
Van 4x? — 3 = 15 ofwel )1;7— % = 1 zijn de asymptoten y = —\/;x= %%x =2xen y=-2x.

Dus van 4(x + 1)> — (y — 2)? = 15 zijn de asymptoten y—2=2(x + 1) en y — 2 =-2(x + 1), ofwel
y=2x+4eny=-2x.
4x? =32 +8x+4y—15=0geeft 8x -2y y'(x) +8+4-y'(x)=0

(-2y+4)-y'(x)=-8—8

= BE8 x4
Y= v T 52
-4-3-4_-16

Stelk2:y=ax+bmeta=_97+2=?=2%.
y=2%x+b] —
door A(3, 9 [ 5 2 ¥ =2

65 +b=9

b=21

Dus k: y = 22x + 2% ofwel k: -16x + 7y = 15.
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d De lijn / raakt de hyperbool in B.

_4-1-4 -4-4 _ 1
=345 T o] =8, dustc,=-3.
1
nmy=-—gx+b| |, _
door B(1, 3) } g b ¥e=a

b=34
Dus n: y =-gx + 35 ofwel n: x + 8y = 25.
Bladzijde 34

@ a x2+y?=r?geeft 2x+2y-y'(x)=0
2y y'x) =-2x

rx = 2
y'(x) B
Stelk:y=ax+bmeta=—x—’4.
Ya

S x
¥ J’Ax ’ _i'xAJ“b:)’h
door A(x,,v,) 2
=y +—4
b=y, V4
3
Dusk:y———x+yA+—A.
Y4

kyy=-xx+yi+x;

ke xyx +y,y=x3+ ¥

A(x,,y,) is een punt van c: x> +y* =72, dus x3 + y% = r%.
En zo krijg je de vergelijking &: x,x +y,y =12

Bladzijde 36
@ a a2 +by?*+ox+dy+e=0geeft 2ax +2by-y'(x) +c+d-y'(x) =0
2by+d)-y'(x)=-2ax —c

,(x)=—2ax—c
Y by+d
) -2ax,— ¢
kraakt Kin A(x,, y,) geeft rc, = ZbyA—A+d'
-2ax,—c
b Stelk:y=ax+bmeta=rc,=— 24—
elk:y=ax+bmeta=rc, 2by, +d
-2ax,—c
=4 +b
g 2byA+dx ——ZCZXA—C'X +b=y
4 4
door A(x,,y,) 2by,+d
2ax,+c

=y +—4 .
b=y 2by,+d E

—ZaxA—cx+ +2axA+c.x
by, +d 4 by, +d
Dit geeft y(2by, + d) =x(-2ax,—c) +y,2by, +d) + x,2ax, + c)

2by,y +dy=-2ax,x— cx+2by% +dy, +2ax3 + cx,

2ax x +2byy — cx, + cx — dy, + dy = 2b)2 + 2ax?

2ax x +2byy —cx, +cex —dy,+dy =2(ax3+ by?) ... (1)
A(x,,y,) op K geeft ax2 + byi =-cx, —dy,—e ... (2)
Uit (1) en (2) volgt 2ax x +2by,y —cx, +cex —dy, +dy =2(-cx, —dy, — e)
2axx+2byy —cx,+ex—dy,+dy=-2cx, —2dy, —2e
2axx+2byy+ex,tex+dy,+dy+2e=0
axx+byy+icx,+icx+idy, +idy+e=0

Dus k:y =
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@ a Depoollijn van A is x,x +y,y —2x,—2x—y,—y=0.
A(1,4) geeftx+4y —2—-2x—4—-y=0ofwel x=3y - 6.
Substitutie van x = 3y — 6 in x% +? — 4x — 2y = 0 geeft
(By-6)>+y*—4(3y-6)-2y=0
92 —-36y+36+)y?—12y+24—-2y=0
1052 — 50y + 60 =0

¥=5r+6=0
-2)(r-3)=0
y=2vy=3

y=2geeftx=0eny=3 geeftx=3.

Raaklijnin (0,2)is0+2y—0—2x—2—y =0 ofwel -2x +y=2.

Raaklijnin (3,3)is3x +3y—6—-2x—3 —y=0ofwel x + 2y =9.

b De poollijn van B is y,y — y5 — ¥ = 13x, + 13x — 10.

B(0, 1) geeft y — 1 —y = 15x — 10 ofwel x = 6.

Substitutie van x = 6 in y?> — 2y = 3x — 10 geeft y>* -2y =18 — 10
y2=2y—-8=0
+2)y—-4=0
y=-2vy=4

Raaklijn in (6,-2) is -2y +2 —p =9 + 13x — 10 ofwel x + 2y = 2.

Raaklijn in (6, 4) is 4y —4 —y =9 + 13x — 10 ofwel -x + 2y =2.

¢ De poollijn van C is x-x + 8y.y = 24.

C(8,-1) geett 8x — 8y =24 ofwel x=y + 3.

Substitutie van x =y + 3 in x? + 8)? = 24 geeft

(y+3)72+8?2=24

yr+6y+9+872=24

92+6y—15=0

32+2y—-5=0
D=22-4-3--5=64

-2-8 -2+8
yZTZ_I% = ‘ =1

y=-13 geeftx=1} eny =1 geeftx=4.

Raaklijn in (15, -13) is 15x — 135y =24 ofwel x — 10y = 18.
Raaklijn in (4, 1) is 4x + 8y = 24 ofwel x + 2y = 6.

d De poollijn van D is 2x,x — 3y, = 20.
D(-10,-10) geeft -20x + 30y = 20 ofwel x = 13y — 1.
Substitutie van x = 15y — 1 in 2x? — 3y% = 20 geeft

2(1hy - 1)2=3y2=20
2(2892 =3y +1) —3y2=20
45y — 6y +2-3y2=20
112 -6y—-18=0

Y —4y-12=0
+2)y-6)=0
y=-2vy=6

y=-2geeftx=-4eny=06 geeft x=8.
Raaklijn in (-4, -2) is -8x + 6y = 20 ofwel -4x + 3y = 10.
Raaklijn in (8, 6) is 16x — 18y = 20 ofwel 8x — 9y = 10.

@ a De poollijn van 4 is x,.x +y,y =12
2
A(ry2,0) geeft 2 x +0=r2 ofwel x=— == "—=1./2.
(r ) geeft 2 x r x N 12
Substitutie van x =172 in x2 + 2 = 2 geeft (Lr\2)2 +12 =12
IR J

y2 =1

y=3m2vy=-ir2
Raaklijn in (1ry2, 1ry2) isiry2-x +1r/2-y =2 ofwel x +y = /2.
Raaklijn in (1ry2,-1ry2) istry2-x = 1ry2-y =12 ofwel x —y = r2.
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(Je kunt opgave 47a ook maken met behulp van een gelijkbenige rechthoekige driehoek waarvan
de rechthoekszijden lengte » hebben.)
b De poollijn van B is xzx + yzy = r2.
B(r, 2r) geeft rx + 2ry = r? ofwel x=r — 2y.
Substitutie van x = r — 2y in x? + y* = r? geeft
(r-2)+y*=r
r2_4’j}+4y2+y2:r2

52 —4ry=0
WSy —4r)=0
y=0vy=tr

y=0geeftx=reny=>%rgeeftx=r—13r=-3r.

Raaklijn in (7, 0) is 7x + 0 = 72 ofwel x = r.

Raaklijn in (37, 2r) is -3rx + 21y = 12 ofwel -3x + 4y = 51.

@ a ky=-2x+5geeft2x+y=>5
4x +2y=10
b Bij de cirkel x2 + 3% =10 is xpx + yy = 10 een vergelijking van de poollijn van P(xp, yp).
Als k: 4x + 2y = 10 de poollijn van een punt P ten opzichte van de cirkel x> +3? = 10 is, dan is P(4, 2).
¢ LLy=-x—4geeftx+y=-4
-2Ax-2y=10
Dus 0(-23,-23).

@ a De poollijn van P is ook ypy = 2xp + 2x.
k:y=-x+3ofwel k: -2y =-6+2x
Dus yp =-2 en 2x, =-6 ofwel x, =-3.
Dus P(-3,-2).
b De poollijn van Q is 0ok 2x,x + 3y,y = 30.
Ly=-l1ix+2geeft lix+y=2

18x + 15y =130
Dus 2x, = 18 ofwel x, =9 en 3y, = 15 ofwel y, = 5.
Dus Q(9, 5).
Bladzijde 37

@ a Stel het raakpunt is 4(x,, y,,). Dit geeft raaklijn x ,x — a?,y = -80.
k:x+y=10 ofwel k: -8x — 8y =-80, dus x, =-8 en a’y, = 8.
Aopk,dus-8+y,=10 ofwel y, = 18.

Uita’y, =8 eny, = 18 volgt 184%> =8, dus a>=3.

b Stel het raakpunt is B(x, yp). Dit geeft raaklijn b%xzx — 8y,y = 100.
I: 3x — 4y = 10 ofwel /: 30x — 40y = 100, dus b’x; =30 en 8y, =40, dus y; = 5.
Bopl dus 3x;,—4-5=10

3x—20=10
3x5;=30
xp=10

Uit b%x5 =30 en x5 = 10 volgt 106> = 30, dus »* = 3.

@ De poollijn van P is ook xpx — a?y,y = 6.
P(1,1) geeft x— a2y =6.

x—2y=cenx—ta’y=06geeftta>=2ofwel >=10enc = 6.
x — 2y = 6 ofwel x =2y + 6 snijden met x> — 10y? = 6 geeft
Qy+6)2—10y2=6

4y? +24y + 36— 10y*=6

~6y% + 24y +30=0

V—4y-5=0
y+DhHy-5=0
y=-lvy=5

y=-1geeftx=4eny=>5 geeft x=16.
De snijpunten zijn (4,-1) en (16, 5).
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@ De poollijn van P is ook pxpx + (vp— q)(y — q) = 52.
P(5, 1) geeft Spx + (1 —q)(y —q) =52
Spx+(1—q)y—(1—-q)g=52
Spx+(1-qy=52+q-¢
" Sp 1-q 52+q-¢
Deze lijn valt samen met /: 15x—4y=32,dus—p= A * d
5 15 -4 32
- $2+g-
t 4q: 3‘2 2 volgt -4(52 + ¢ —¢*) =32(1 — q)
- 208 — 4q +4¢*> =32 —32g
4>+ 28¢ —240=0
g>+7g—60=0
(g—35)g+12)=0
qg=5vqg=-12
. _1—¢ Sp_1-5
Uit —=—met g =5 volgt — = ——
it o=—7 metg=5volgt_o="—
_,
15
p=3
S0 _1-¢ 50 1--12
Uit == — " met g =-12 volgt ~= =
s~ g MetaTTevol e= Ty
p_13
15 -4
~20p = 195
p=-%
Dus(p=3ng=5)v (p=-9; rq=-12).

Ui

13.4 Variabele punten en omwentelingsoppervlakken

Bladzijde 39

@ a

Vermoeden: de kromme waarop alle punten S liggen als P over de parabool beweegt is een ellips.
b De raaklijn kin P is k: ypy = 2x, + 2x.
P(32, 1) geeft k: 2y =2-112 + 2x ofwel k: Jy = 2x + 12
¢ ksnijden met de y-as geeft 1y =2-0 + 312
Ay=1)2
y=42
Dus 4(0, 12).
Het brandpunt van )2 = 2xlis F(1,0).

=54
[ door 4 en F geeft rc,=%=—%/1.
Dus l:y=-1x +11.

m door O en P geeftrc, = ;12 = %

Dusm:y= ;ix.
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Bladzijde 40

Da

-3

Vermoeden: de kromme waarop alle punten S liggen als P over [ beweegt is een ellips.

b P(2,A)opl
p:2x+ly=4enditgeefti=4_2x...(1).
AP:y=ax+bmeta:%=}¢i.

1

=gkt }lz-—2+b—o

_ g =
door 4(-2, 0) b=%/l
Dus AP: y = j/x+ 3] en dit geeft A = —— ... (2).

4X 3

. 4 —2x y
Uit (1) en (2) volgt ¥ :Lx+l

4
P=4-20(4x+3)
P=x+2-3x*-x
X+ =2

Dus K: x> +2)* =4.

Bladzijde 41

D a Kk

Vermoeden: de kromme K is een cirkel.
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b P(2,4)opl.
p:2x + 21y =4 en dit geeft 1 = ke ().
P 2x+2/1y=40fwelp:y=%x+%
kL p,dusrc,-re,=-1
=
e
rc, =4
k:y=ax+bmeta=rc, =4
y=Ax+b _
door P(2, ,1)} vrhes
Dus k: y = Ax — A en dit geeft 1 = Ll .. (2).
55—
Uit (1) en (2) volgt —2—= X2
x—1 y
Y= 1)x+)
Y=-x2+2x+x-2
Dus K: x> +3)?>—=3x+2=0.
Da 4
-3
P
=
/ -3
Vermoeden: de kromme K is een ellips.
b p: ly=-4+2xen dit geeft 1 = R . (1).

P(-2, 1) op ken F(1, 0) is het brandpunt van y? = 4x.
k:y=ax+ b door P en F geefta = 4 =-34.

1 1—2
y=-34xth }—1/1~—2+b=/1
_ 3
door P(-2, 1) §11+b=/1
b=1l
1 1 3y
Dus k:y=-3Ax +34 OfWCl/lZQ... (2).
3y _ 4+

Uit (1) en (2) volgt ——
l—x y

32 = (-4 +2x)(1 —x)
3y? =-4 + 4x + 2x — 2x?
Dus K: 2x* +3)? —6x+4=0.
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. F«-\/

-3 -2 -1 0 3
T

Vermoeden: de kromme L is een cirkel.
d p: /ly=—4+2xofwelp:y=%x—%
mLp,dusre,-rc,=-

=-1

NS

Ic, -

—l
Ic,, = 2'1 :

m:y=ax+bmeta=rc,=-51

= 4
y= 2’1’“”’}—%»1%:0

door F(1, 0) b=11
1 1 2y
Dus m: y=-3Ax + ;4 ofwel A = T (3).
2 _
Uise1) et ) valgt—2—=—2 T 28
l—x y

22 =(-4+2x)(1 —x)
2)? =-4 + 4x + 2x — 2x?
Dus L: x? +3? = 3x+2=0.

@ | x—2y+4=00fwel: y=1x+2,dusrc,= 3.
x=1geeft y=1A+2,dus P(4,31+2).
pix+4(ia+2)y=16
Jx+2ly+8y=16
A +8)y=-Ix+16
_ A, 16
YT u+8 T 21+8

Dus I'szm.
ILlp,dusre,re,=-1
1A

%+ 2
4)+16=2
3.=-16
A=-5}
Dit geeft P(-5%, -2).
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Bladzijde 42

D a 5

3

-5

Vermoeden: de kromme K is een ellips.
b x=1geeft y=24—4, dus P(/, 24 —4).
pdlx+Q2A—4)y=16geeft 4)x + 21y —4y =16
Adx +2y) =4y + 16

2y +8
=3 - (1)
xty
OP: y=""—"x geeft iy = (24 — 4)x
Ay =2)x—4x
2/x — Ay =4x
A(2x —y)=4x
4x
L= -2
ey @
. 2y+8 4x
Uit (1 2) volgt =
1()en()vog2x+y 22—y

4x(2x +y) =2y +8)2x—y)
8x2 + 4xy = 4dxy — 2y* + 16x — 8y
Dus K: 4x? +3? —8x + 4y =0.

@a 6

-5

—6

Vermoeden: de kromme K is een parabool.
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b Richtlin /: x=-1.
P(-1,4)op L
p: Ay =-2+2x ofwel 4x =21y + 4.
y? = 4x snijden met p geeft y? =21y +4
¥y —-2ly—-4=0
D=(-22)Y—-4-1--4=4)>+16

24 —\/422 + 16 20+ 412+ 16
£ g ¢ g
y=A-JA2+4vy=1+12+4
_/1—\/,m+,1+\/,127+4_/1

yM 2

Substitutie van A =y in 4x = 24y + 4 geeft 4x = 2)% + 4 ofwel 1> =2x — 2.
Dus K: 37 =2(x — 1).

@ a /=2 geeft het punt (0, 4, 2), dus 4(0, 4, 2) ligt in het kegelvlak.
Wentel je de lijn zodat deze in het Oxy-vlak komt te liggen, dan geldt

X 1
Ly |=2]2|engeeft1=23 hetpunt (3, 6, 0) en geeft 2 =-7 het punt (-7,-14, 0).
z 0
Dus B(3, 6, 0) en D(-7,-14, 0) liggen in het kegelvlak.
b 0
Wentel je de lijn over 180°, dan geldt/: | y | =4 | 2 | en geeft A=-5 het punt (0,-10, 5),
z -1

dus C(0,-10, 5) ligt in het kegelvlak.

b A(0,4,2)geeft4-0>—4>2+4-22=0- 16+ 16 =0 klopt.
B(3,6,0) geeft 4-32— 6> +4-0>=36—36+ 0= 0 klopt.
C(0,-10, 5) geeft 4- 0> — (-10)>* +4-52=0— 100 + 100 = 0 klopt.
D(-7,-14,0) geeft 4- (-7)> — (-14)> + 4- 0> =196 — 196 + 0 = 0 klopt.
Dus de coordinaten van de punten 4, B, C en D voldoen aan de vergelijking
4x2—32 +422=0.

Bladzijde 43
@ a De doorsnede van het vlak y = 4 en het omwentelingsoppervlak is de cirkel met middelpunt

M(0, 4, 0) en straal 24.
Voor een punt P(x, A, z) van deze cirkel geldt dus y = 2 A x> + z2 = 4)? en hieruit volgt
x2+z2 =42,
Dus een vergelijking van het kegelvlak is x> — 4y? + 22 = 0.

b De doorsnede van het vlak z = 21 en het omwentelingsoppervlak is de cirkel met middelpunt
M(0, 0, 24) en straal A.
Voor een punt P(x, y, 24) van deze cirkel geldt dus z = 24 A x? +)? = A2
Dit geeft z = 2/ A 4x> + 4)” = 4)? en hieruit volgt 4x* + 4% = 22
Dus een vergelijking van het kegelvlak is 4x? + 4y — z2 = 0.

@ a 4(0,2,122) is een punt van de parabool x =0 A z =112
Voor een punt P(x, y, 142) van de cirkel met middelpunt M(0, 0, 1)2) in het vlak z =172 geldt
x>+ =2 Az=42% ofwel gx2 + 12 =112 Az =312
Hieruit volgt dat de gevraagde vergelijking z = 3x2 + 732 is.
b A4(0, 242, 1) is een punt van de parabool x =0 A y = 222,
Voor een punt P(x, 242, z) van de cirkel met middelpunt M(0, 212, 0) in het vlak y = 21? geldt
x2+22=)2 Ay =21% ofwel 2x? + 222 =2)2 Ay =2)2.
Hieruit volgt dat de gevraagde vergelijking y = 2x? + 222 is.
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® a y=lgeeft 2 +4:2=16
4z2=16 — )2
22:4_‘1?12

z=\/4—}plzvz=— —}1/12

Dus de doorsnede van het omwentelingsoppervlak met het vlak y = 1 is de cirkel met middelpunt

M(0, 2, 0) en straal \4 — 522

Voor deze cirkel, die in het vlak y = 7 ligt, geldt x> + 22 =72, dus x> + 22 =4 — 112
b Voor een punt P(x, 4, z) van de cirkel x> +z> =4 — 1% geldt x> + 22 =4 — .2 Ay =4
Dit geeft x> + 22 =4 — 1.
Dus een vergelijking van de ellipsoide is 4x? +y? + 4z = 16.
¢ De doorsnede van het vlak z =1 en het omwentelingsoppervlak is een cirkel met middelpunt
M(0, 0, 7). Uit 2= en 1* + 42> = 16 volgt 12 = 16 — 42
yp=(16-422 v y=-16 - 422
Dus de straal van de cirkel is y = \/16 — 42,
Voor een punt P(x, y, 1) van deze cirkel geldt x> +3y?2 =16 —42 Az = 1.
Dit geeft x* +y? = 16 — 4z2.
Dus de gevraagde vergelijking is x? +y* + 422 = 16.

Bladzijde 44
@ a De doorsnede van het vlak z = 1 en het omwentelingsoppervlak is een cirkel met middelpunt M(0, 0, 1).
Uitz=Aen y?>— 4z =4 volgt y? —44? =4
y2=4+4)2
y=4+4)2 v y=-\4+4)?
Dus de straal van de cirkel is /4 + 4%
Voor een punt P(x, y, A) van de cirkel geldt x> +1> =4+ 41> Az = /.
Dit geeft x>+ y? = 4 + 422,
Dus de gevraagde vergelijking is x> +y? — 4z> = 4.
b De doorsnede van het vlak y = 1 en het omwentelingsoppervlak is een cirkel met middelpunt (0, 4, 0).
Uit y=2den y>—4z2=4 volgt 1> —4z>=4
4z2=3*-4
2=12-1

z=\/}¢/12—1 vz=—\/}1/12—1

Dus de straal van de cirkel is \4% — 1.

Voor een punt P(x, 4, z) van deze cirkel geldt x> + 22 =122 -1 Ay =4
Dit geeft x2 +z2 =12 — 1.

Dus de gevraagde vergelijking is 4x? —y? + 422 = -4,

Diagnostische toets

Bladzijde 46
Q a Top O(0, 0) en brandpunt F(8, 0), dus p = 16.

Een vergelijking is y* = 32x.

b Brandpunt F(6, 0) en top 7(10, 0) dus p = 8.
Een vergelijking is y* =-16(x — 10).

¢ Brandpunt F(4, 2) en richtlijn /: x =-6, dus top(-1, 2) en p = 10.
Een vergelijking is (y — 2)? = 20(x + 1).

d Richtlijn /: y=4en top 7(8, 3), dus p = 2.
Een vergelijking is (x — 8)* =-4(y — 3).

Qa2 )-10p=2x+1
(y-52-25=2x+1
y—5)7=2x+26
(=57 =2(x+13)

T(-13, 5)

F(}-13,5)=F(-12L, 5)

ask:y=5

richtlijn : x=-1 — 13, dus : x =-13}
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b y=4x*+2x-4
8y =x2+ 16x—32
8y=(x+8)> —64-32
(x+8)*=8y+96
(x+8)*=8(y+12)
1(-8,-12)
F(-8,2-12)=F(-8,-10)
ask:x=-8
richtliin : y=-2—-12dus /: y=-14

x2 y2
=3enb=2geeft —+—=1
€©ac=3en gee 5
ba=6-4=2enb=3-2=1,dus
¢ Het middelpunt is (8, 2).

a=2,c=1lenb>=qa>—c*geeft b>=4—-1=3, dus

(=47 0=3°_

1.
4 1

(=87 =27 _

1.
4 3

O 2+ -4x+2y-11=0
x?—4x+3y?+2y—11=0
(x—2)2—4+(y+12-1-11=0
x—=22+@y+1)y=16
Dit is de cirkel met middelpunt (2,-1) en straal 4.
Het andere brandpunt van de ellips is (2,-1).

Het middelpunt van de ellips is (2, 0).
Staande ellips, dus 26 =4 geeft b= 2.

o2 42
c=1enaz=b2—c2geeftaz=4—1=3,dus(x3 ) +%=1,

O a2 42+97+32x— 18— 71=0
42 +32x+ 9?2 — 18y —T71=0
42 +8x) + 902 —2)) - T71=0
A(x+42—16)+9(y—12—1)=T1=0
Ax+42—64+9(p—12-9-71=0
Ax+4)P2+9(y—1)2=144
Ax2 + 92 = 144 D o 4+ 4)2 4 9(p— 1)2= 144
2 2
Van 4x? + 9y? = 144 ofwel ;C_6 + 'i}—6 =1 zijn de toppen (-6, 0), (6, 0), (0, -4) en (0, 4) en de brandpunten
(-24/5,0) en (245, 0).
Dus van 4(x + 4)2 + 9(y — 1)?> = 144 zijn de toppen (-10, 1), (2, 1), (-4, -3) en (-4, 5) en de brandpunten
(-4-25,1) en (-4+2./5,1).
b 6x2+y2 =30 2D o 6y +3)2+ (y—2)2=30
2 2

Van 6x? +3? = 30 ofwel %+%= 1 zijn de toppen (-+/5, 0),(1/5, 0),(0, -/30) en (O, \/%) en de

brandpunten (0, -5) en (0, 5).
Dus van 6(x + 3)? + (y — 2)2 = 30 zijn de toppen (-3 —+/5, 2), (-3 + /5, 2), (-3,2—+/30) en
(-3, 2+ 4/30) en de brandpunten (-3, -3) en (-3, 7).

2

2
(6 JF a=5enc=6enb2=cz—a2geeftb2=36—25=ll,dus%—i}—l=1.
P2 )P
b a=1,c=3enb?=c%—-a? geeftb2=9—1=8,dusT—§=l.
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x2 y?
ca=3geef§—§=l ﬂ_ﬁzl
door (12, 6) 9 b

16 36
=
z—f=15
pr=3=1
15 5
2 y?
Dus;—g=lofwel4x2—15y2=36.
5
© 2 32252 =-30 R 3 2)2 - 53 +2)2=-30

2 2
Bij 3x2—5y2=—300fwe1;‘—0—%=—1 iscl=a®+H=10+6=16.

De toppen van 3x2 — 5y2 =-30 zijn (0, -/6) en (0, /6) en de brandpunten (0, -4) en (0, 4).

Dus van 3(x — 2)2 — 5(y + 2)? = -30 zijn de toppen (2,-2 — \/6) en (2, -2 + \/6 ) en de brandpunten

(2,-6) en (2, 2).

b 2x2—T7y?2—16x +28y—10=0
252 — 165 — Ty? + 28y — 10=0
22— 8x)— (2 —4y) — 10=0
A(x—4P2—16)—(y—2)2—4)—10=0
2x—4)2—32-7(y—2P+28—10=0
2x— 42 - T(y-2) =14

22— Ty =14 —SREGD o o4y -T(y-2)2=14
) 2
Bij 2x2 — Ty? = 140fwe1x7—y?= lisc?=a?+b2=7+2=9,

De toppen van 2x2 — 7y* = 14 zijn (-+/7, 0) en (1/7, 0) en de brandpunten (-3, 0) en (3, 0).
Dus van 2(x — 4)? — 7(y — 2)? = 14 zijn de toppen (4 — /7, 2) en (4 + /7, 2) en de brandpunten
(1,2)en (7,2).
2 2
4x2 — 92 = 36 ofwel = — 2= |
© 2 42— ofwel -~

a=3enb=2,dusy=freny=-ix
b b=4,c=5ena’=c?~b?geefta’=25-16=9,dusa=3.
Dus y=lixen y=-1ix.

Bladzijde 47
o a x2+y2+4x+2y+4=0
X2+Ax+y2+2y+4=0
(x+2P2—-4+(p+1)y -1+4=0
2P+ (y+1)P=1
Cirkel met middelpunt (-2, -1) en straal 1.
b x>+ 8x+12y=0
x>+ 8x=-12y
(x+4)72—16=-12y
(x+4)P2=-12y+16
(x+4)?=-12(y - 1)
Parabool met top (-4, 11) en brandpunt F(-4, -3 + 13) = F(-4,-12).
¢ 16x>— 9> +32x—128=0
16x>+32x— 92— 128=0
16(:x2 + 2x) — 92 — 128 =0
16((x+ 12— 1) - 92— 128=0
16(x+12—16-92—128=0
16(x+ 12— 92 = 144
(x+1)> ¥ 1
9 16
Hyperbool met middelpunt (-1, 0) en toppen (-3 —1,0)=(-4,0)en (3 — 1, 0) = (2, 0).
A=a+b*=9+16=25
De brandpunten zijn (-5 —1,0)=(-6,0)en (51, 0) = (4, 0).
De asymptoten zijn de lijnen y = 13(x + 1) en y =-13(x + 1), ofwel y = 13x + 13 en y =-13x — 1}.
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d 3x2+52-30x+ 10y +50=0
3x2=30x + 52+ 10y +50 =0
3(x? = 10x) + 5(3%2 +2y) + 50 =0
3(x—=5P2-25)+5((y+1)»-1)+50=0
3x—52-75+5(y+1)-5+50=0
3x—=5)P2+5(y+1)>=30
Het is een ellips met middelpunt (5, -1).
De toppen zijn (10 +5,-1),(-10+5,-1), (5,6 — 1) en (5, /6 — 1).
A2=a*-pr=10-6=4
De brandpunten zijn (-2 +5,-1)=(3,-1)en (2 +5,-1)=(7,-1).

€ a De raaklijn in 4 is x,x +y,y +x,+x + 3y, + 3y — 10=0.
A(l, 1) geeftx+y+1+x+3+3y—10=0 ofwel 2x + 4y =6.
Dus k: x +2y=3.
b De poollyjn van B is xzx +y,y + x5, +x+ 3y, +3y—10=0.
B(3,-6) geeft 3x — 6y + 3 +x— 18 + 3y — 10 = 0 ofwel 4x — 3y = 25 ofwel x =3y + 6}.
Substitutie van x =3y + 65 in x>+ y? + 2x + 6y — 10 = 0 geeft

Gy+6h)2+y2+2(y+6L) +6y—10=0
16)” T 93y + 3% +37 + Ly +12; +6y—-10=0

1%y* + 165y +41% =0

50 +54y+133=0

D=542—-4-5-133=256

_-54-16 _ _-54+16 .,

ST VIt %

y=-7 geeftx=1eny=-3% geeft x = 33.

Raaklijnin (1,-7)ism;:x—7y+1+x—21+3y—10=0 ofwel m;: x — 2y =15.
Raaklijn in (32, -3%) is my: 32x — 3%y + 32 + x— 112 + 3y — 10 = 0 ofwel m,: 11x — 2y =45

@ a x-12+10p+2)2=46
xX2=2x+1+1002+4y +4)=46
x2—2x+1+10y2+40y+40=46
¥*+10y? - 2x+40y-5=0
De raaklijn in 4 is x;x + 10y,y —x, —x + 20y, + 20y —5=0.
A(7,-3) geeft 7x — 30y — 7 —x — 60 + 20y — 5 = 0 ofwel 6x — 10y = 72.
Dus k: 3x — 5y = 36.
b 4x?+ 12y? + 16x — 24y — 96 = 0 ofwel x2 + 3y? + 4x — 6y — 24 =0
De raaklijn in B is xgx + 3yzy + 2x5 + 2x — 3y, — 3y — 24=0.
B(0, 4) geeft 12y +2x — 12 — 3y — 24 = 0 ofwel 2x + 9y = 36.
n snijdt de lijn 2x + 9y = 36 loodrecht geeft n: 9x — 2y = c.
n door B(0, 4) geeftc=9-0—-2-4=-8.
Dus n: 9x — 2y =-8.

@ De poollijn van P is xpx — 32y,y = 112.
P(4,-2) geeft 4x + 64y = 112 ofwel x =28 — 16y.
Substitutie van x =28 — 16y in x*> — 32y% = 112 geeft
(28 — 16y)2 = 3212 =112
784 — 896y + 256)° — 322 = 112
224y% — 896y + 672 =0
V—4y+3=0
0-Dr-3)=0
y=1lvy=3
y=1geeft x =12 en y =3 geeft x =-20.
Raaklijn in (12, 1) is 12x — 32y = 112 ofwel 3x — 8y =28.
Raaklijn in (20, 3) is -20x — 96y = 112 ofwel 5x + 24y =-28.

€@® De poollijn van P is ook 4xpx + 9y,y = 36.
k:y=-3x+1 ofwel k: 2x + 3y =3 ofwel &: 24x + 36y =36
Dus 4x, = 24 ofwel x, = 6, en 9y, =36 ofwel y, =4.
Dus P(6, 4).
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@D P, 6-2)opl
plx+(6—A)y=12 geeft Ix + 6y — Ay =12
Mx—y)=12-6y

_12-6y
A=
oP: y = ;lxgeeftxly=(6—/1)x
Ay =6x—Ax
Ay +x = 6x
Ax +y)=6x
6x
= @
1=
Uit (1) en (2) volgt 12=% - 6%

xX—y x+y
(12 = 6y)(x + y) = 6x(x — y)

12x + 12y — 6xy — 6y = 6x% — 6xy

Dus K: x2+3y? —2x -2y =0.
@ P2 27) opy? =4x.
Raaklijn in P is k: ypy = 2xp + 2x.
Dus k: 2y = 24? + 2x ofwel k: y = %x +A.

m Lk, dusrc, -rc,=-1

m:y=ax met a =rc,, =-A geeft m: y =-Ax en hieruit volgt A =-

k en m snijden geeft y = %x +1

X, 7
1=-2 O
X X2 =33 — 32

Dus K: x3 +x32 +32=0.

@ a 40,72 2)) is een punt van de parabool x =0 A 2% = 4y.
Voor een punt P(x, A2, z) van de cirkel met middelpunt P(0, A2, 0) in het vlak y = A2

geldt x2 +z2=4)2 Ay=12
Dit geeft x* +z2 = 4y.
De gevraagde vergelijking is y = yx? + 122

b A(0, A2, 22) is een punt van de parabool x =0 A z2 = 4y,
Voor een punt P(x, y, 24) van de cirkel met middelpunt A/(0, 0, 22) in het vlak z =24
geldt x2 + 2 =% Az =24 ofwel 16x2 + 16y = 164* Az =24.
Hieruit volgt dat de gevraagde vergelijking 16x* + 16y* —z4 =0 is.
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