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11 Lineaire algebra

Voorkennis Matrices

Bladzijde 81
o a Aiseen 3 x 3-matrix en B is een 2 % 3-matrix, dus A4 - B kan niet.
3 96
b De GR geeft B A—(Z g 1).
¢ Biseen?2 x 3-matrix en C is een 2 x 2-matrix, dus B - C kan niet.
d (1 1 4)
=B
0 2 3
a 2a a 5a 10a
C_(Zb b)‘(?_b 4b 111))_03
14 24 15
e DeGRgeeft 4= 5 1 11}
8 2 1
f (a 2a)_C
2b b
C_(a 2a) (a2+4ab 2a2+2ab)_ )
2b b 2ab+2b> 4ab+ b?
(2 B
(a 0):,4
0 b
a 0 a? 0)
A: :A2
(0 b) (0 b?
a 0
=4
()
Azz(az 0) (a3 0):A3
0 »? 0 b
a® 0
bAm:(o b“’)
¢ (a O)—B
0 b
A:(c 0) (ac O)ZA-B
0 d 0 bd
1 0 1 1
Als 4-B= 01 dangeldtac=lofwelc=5enbd=l0fwe1d=g.
2 0 0 32 0 0
dC=10 3 0]=(0 243 0
0 0 4° 0 0 1024
% 00
e D=0 § 0
00 i
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()

3.1 3a+c 3b+d

4 1 da+c 4b+
A:( )‘(ac bd):A_B

1
Als A-B= (O (1)) dan geldt

da+c=1A3a+c=0
da+c=1 A c=-3a
4da—3a=1 A c=-3a

a=1Ac=-3 d=-4b A -b=1
d=4 A b=-1
Bladzijde 83
1 ~1 2
O a DeGRgeeft |1 1 1|=-7.
4 -1 3
Het stelsel heeft één oplossing.
1 ~1 2X* /9 2
b DeGRgeeft| 1 1 1] | 4 |=]-1
4 -1 3 18 3

Dus de oplossing is (x, y, z) = (2, -1, 3).
1 0
De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft | 0 1
0 0

Dus de oplossing is (x, v, z) = (2, -1, 3).

a 00
0 b 0|=a*(bc—0:0)—0:(0:c—0:0)+0:(0:0—b:0)=abc
0 0 ¢
1 000
0200
De GR geeft 00 3 0 =24 en abed = 24.
0003
-5 0 0 O
0 -8 0 O
De GR geeft 0 0 20 0 = 8000 en abcd = 8000.
0 0 0 -10
< 0 0 0
0 -6 0
De GR geeft i =-18 en abcd =-18.
0 0 3
0 0 0 -18
a 000
0 b 00
Er Ik 1 = !
r lijkt te gelden 00 ¢ 0 abed
0 0 0d
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11.1 Matrixrekening met GeoGebra

Bladzijde 84
30 36 42
O a M2=| 66 81 96 |endet(M)=0
102 126 150
b(S 3).(4 —3):(23 21)
6 3/ \1 12 27 18
c N=(1 ‘3)gee‘ftr1ref[]\/]=(1 ¢ ‘ _1) dus de oplossing is (a, b) = (-1, 2).
4 516 0 1|2) ’ ’
=]l
d (Z):(l 2) -(2):(_21), dus de oplossing is (a, b) = (-1, 2).
(2 I

b De hoek tussen OA4 en OB is steeds 45°.
OB
Er geldt steeds — = /2.
r geldt steeds V2

c A(4,0)
aa(3)-(o)
4 0
Dus M™'-B=4.
Bladzijde 85

© 2 rotatie om O over 90°
b spiegeling in de lijn y =-x
¢ rotatie om O over -45° en vermenigvuldiging ten opzichte van O met 21/2

Q-

b *

¢ Bbeweegt over de lijn y = 2x.
d Bbeweegt over de lijn y =-3x.

11 3 6
e ) 2—0en 1 _2’—0
Beide determinanten zijn gelijk aan 0.
4 10
f 1 4 =0 geeft 4d+10=0
4d=-10
d=-21
(& d 1 _ _
g Ermoetgelden5:g=—15, dusc=3end=9.
Bladzijde 86
Q-
b %
c *
d *
e rotatie om O over a
0 -2
f M=
)
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3 5\ (1 3 3 5\ (0 5
Qa(—z 1)'(0)_(—2)“‘(—2 1)'(1)_(1)
5
De uitkomsten zijn de kolommen van (_ 5y 1 )
M=(6 —3)
-2 8
()
24
3)
2 3

a
b*
¢
d

=p

=¥

a=15ena=-1
Bija=1,5hoort Ll=4enbija=-1hoort A=-1.

Bladzijde 87

Q.-

o)

c A=4
© a cigenvector

) en bijbehorende eigenwaarde 3

eigenvector ) en bijbehorende eigenwaarde -3

—_—

-1

eigenvector

7 .
b eigenvector ( ) en bijbehorende eigenwaarde -4
( en bijbehorende eigenwaarde 5

¢ eigenvector ) en bijbehorende eigenwaarde 4

1
eigenvector ( 3) en bijbehorende eigenwaarde -3

@ Bij M hoort een rotatie om O over 90°. Na een rotatic om O over 90° is het niet mogelijk dat het beeld
van een vector dezelfde of tegengestelde richting heeft als de originele vector. Dus M heeft geen

eigenvectoren.

1
@ eigenvector ( l) en bijbehorende eigenwaarde 1

1 ” ;
eigenvector (_ 1) en bijbehorende eigenwaarde -1

72 Hoofdstuk 11

<!

<

© Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

11.2 Lineaire afbeeldingen

Bladzijde 88
L (0 -2\ (2 (-6
©Qa _(2 o) (3)_(4)
y
M-2 q
AN s S
N
2
/
N 1/
<
5 4 3 2 1 o 2 B
1

De hoek tussen @en M - @ is 90° en ‘M-?z” =2- ‘3‘.

vu-(; 7)(%)-C)

y
M-b
4
3
2
1
1 o 1 2 3 X
1 =
b

De hoek tussen & en M- b is 90° en ‘M-E‘=2- ‘Z‘

i ¢=(5)eenrz=(5 ) (5)-(3)
¢ Bijvoorbeeld de vector ¢ —(_2 geeftM - ¢ = 5 0 )75,

Y

-2

ol
<
oL
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Bladzijde 90

@ Hij krijgt zo een stelsel dat oneindig veel oplossingen heeft. Dat komt omdat beide punten op & liggen, en dus
beide beelden bij spiegeling in £ ook.

Bladzijde 91
- a b
T :(
D a . 4

bM-(7+W)=(

(avl +aw, + bv, + bw,
cvy teow, +dv, +dw,

c d

AHA

- (o

)

caeatr=(¢ oH() (2 )(iii)
Aonran) A ()=

<

o|

~

B

r s 1

b
M:(p q)metp=a,r=c,q=bens=dgeeftM=(a )
ros c

R

o) (2

( )geeftp-l+q-0=aofwelp=a,enr-1+s-0=cofwelr=c.

1 2
(0) wordt afgebeeld op (_ ) ) en (

0
1

Dit geeft M -d = (_22 i)-(i
y
2
AN
-1 [6) 2

1 V() (qah s
(O) wordt afgebeeld op ( L) en 1 wordt afgebeeld op N dus M=
V3 -1

=
Dit geeft M - b =(

74 Hoofdstuk 11

1

V3

I

4
-1

)

2
) wordt afgebeeld op ( 2), dus M = (

1+43
4-\3

c d

Y, T W,

cv, +dv,

(a&v1 + bzlvz) (l(avI + bv,)

clv, +div,

d

)—(_4)d A'(-4,-16
=\_g)-dus (-4, -16).

) dus B'(1 +44/3,4—/3).

Alev, + dv,)

cw, +dw,

):

0 b
q)( )=(d)geeftp-0+q-l=bofwelq=b,enr~0+s-1=dofwels=d.

2. 2
-2 2

|

V3 -1

1

V3

a b) _ (v1 + wl) 3 (a(v1 +w,) + b(vy +w,)
- c(vy +wy) +dv, +w,)

av, + bv, + aw, + bw2) (avl + bvz) N (aw1 + bw,
v, +dv, +cw, +dw,

)

):

)=M-7+M-7v
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2

Het beeld van (1, -2) is (1, -2).
Het beeld van (2, 1) is (-2, -1).

a b
Stel M = ]
© (c d)

b |
(a )( ) ( )geefta—2b=lenc—2d=—2
& 2 2

(f‘ )() ( )geeﬁ2a+b——2enzc+d__

{a—2b=1 ‘2| eﬂ{za 4p=2

2a+b=-21|1 2a + b=-2
-5h=4
_4
_g__g}a—Z 4 =1 dusa=-32
a—2b=
c—2d=-212 2c—4d=-4
{2c+d=—1|1’geeﬁ{2c+d=—
T 5d=-3

3 _4
_|75 75

Dus M = (_4 3 )
5 5

Dit geeft M - d =(

3 0 _22
y 3 )( )=( ;), dus 4'(-2%, 1%).
5 5 3 I5

1 1 0 0 1 0
@ a (O) wordt afgebeeld op ) en ( i ) wordt afgebeeld op (_ 1 ) dus M = (0 1 )

1 0 0 -1 0
b wordt afgebeeld op ) en ( ) wordt afgebeeld op ( ) dus M = ( )
0 0 1 1 0 1
~ 0 0 -1 0
i 1 M= ,
0 0),e (l)wordtagebeedop( ),dus (O _1)

1

d
0

wordt afgebeeld op

(

o [
c ( : ) wordt afgebeeld op (
o (

0 0 0 1
1), (l)wordt afgebeeld op( ) dus M= (1 O)'
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1) %ﬁ) (0) (%ﬁ)
wordt afgebeeld o ,en wordt afgebeeld o , dus
( el op| (32} o () ot tsetan 3
M:(éﬁ éﬁ)_

RN

f y

cos(45°)
sin(45°) )

(=]

—sin((a)) dus

1 COS((ﬂ)) (0) (
f ] f; 1
(0) wordt afgebeeld op ( .en| wordt afgebeeld op cos(p)

sin(p)
M:(CQS(w) —sin(co))_
sin(p) cos(e)

@ a Bij spiegeling in de lijn y =2 wordt O afgebeeld op het punt (0, 4) en niet op zichzelf. Bij spiegeling in de
lijn y =2 is dus geen matrix M te verzinnen waarvoor geldt A - 0 = 0. En dus is spiegeling in de lijn y =2
geen lineaire afbeelding.

1 1
b Bjj translatie over ( 2) wordt O afgebeeld op het punt (1, 2) en niet op zichzelf. Bij translatie over ( 2) 1s

; : , : 1 5
dus geen matrix M te verzinnen waarvoor geldt M - 0 = 0. En dus is translatie over (2) geen lineaire

afbeelding.

B [— Nr—[:_
S5
2O |— M’T_“_
kS

(1) dt afgebeeld (_I%ﬁ) (0) dt afgebeeld
o) Wordt afgebeeld op ) »en | | wordt afgebeeld op

[u—
B |—

o
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Bladzijde 92

a b
I M= ;
@ Ste (c d)

a b\ (2 2
. = +3p= +3d=-
(C d) (3) (_l)geeft2a 3b=2en2c+3d=-1.
1
(f_ Cbl)-((z))=(1)geeft2b=len2d=1,dusb=%end=%.

2a+3b=2enb=3 geeft2a+ 15 =2 ofwel 2a=3,dusa=1.
2c+3d=-1end=1 geeft 2c + 15 =-1 ofwel 2c=-21, dus c=-13}.

i
Dav=MmM7V

Dus M = ( Zl
_IZ
MUY =M1"M-V

RO =

> —
MYy =[5

I
M1y =5

- =
Dus v =M"-v".

a b
o se=(? 2)
© c d

IS

2 2
( b)( ):( )geeft2a+3b=zenzc+3d:—l.
c d) \3 -1

[

b\ (-2 0
. = — + = =, + —
(c a’) (4) (4)geeft 2a+4b=0en-2c+4d=4.
-2a +4b = 0 ofwel 2a = 4b
Substitutie in 2a + 3b =2 geeft 4b+3b=2
Tb=2
h=2
b=32 geeft2a=5, dusa=1.
-2¢ +4d =4 ofwel 2c=4d — 4
Substitutie in 2¢ + 3d =-1 geeft 4d —4 +3d=-1
7d=3
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C
a b\ (-2 (6
. ft 2a + -2¢+
(c d)(l) (6)geet a+rb=6en-2c+d=6.
a b\ (6 2
: ft 6a+ 6b=-2 +6d=1.
(c d) (6) (l)geetéa 6b en 6¢c + 6d
2a+b=6 |6] o [-12a+6b=36
6a+6b=-2|1|% 6a+6b=-2
-18a =38
a=38 _ 51
-18 7 -2--25+b=6,dush=1}
-2a+b=6
-2c¢+ d=6 |6 f -12¢+ 6d =36
6c+6d=1 1|8 6c+6d=1
“18¢ =35
:4§§,:_1LZ
-18 B3-2.-1+4d=6,dusd=2}
-2c+d=6

_2L 11
Dus M = 9 2.
! (11; z;)

-al 11
DeGRgeeftM1=(_1& ?)
18
Dus M=M"".

1
b M2=M-M=M-M"' =1=(0 ?)

¢ Mloooz(MZ)sooz([)soozlz(l 0)
0 1

1 7
1001 =M-M1°°0=M-I=M:(_2§ 16)

QD a y

X

<
]

/-

T

—_

) S penl) [fahess=() i)
wordt afgebeeld o , en wordt afgebeeld o dus M = }
(o : "(—% ebeeldop| )’z 1} -143

N 5 3+213
Di M-d=(? 2 2 sA'(-3+233,-7 —93).
naenid =) (6) (7‘—9() (342043, 72-9V3)
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(¢)] [e)
——

Het beeld van (1, 7) is (-7, 1).
Het beeld van (7, -1) is (-1, -7).

a b
Stel M = .
© (c d)

INY

(¢ )G asstramo=tn

a+Tb=-7|7| o [Ta+49b=-49
Ja—b=-1 1|2 7a= b=-1

1 e
(z Z)(7)=( 17)geefta+7b=—7enc+7d=l.
b

Tc—d=-7.

50b0=-48
b=ﬁ=—2—4 2
7SbO 725 a+7--2=-7,dusa=-%
a+71b=-
c+7d=1 |7 Tc+49d="17
{7c—d:—7’1‘geeft{7c— d=-7
50d =14
d:E:%} 7 24
50 c+735=1,dusc=-5
c+7d =
_1 _24
DusM=(_§_fl f)
25 25
> (5 3\ (2)_(2%
Dit geeft M- b = (_%_i f)'(ﬁ) = (_2215_9) dus B'(2%, -212).
25 25 25
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€D a StelM= (z g), dan geldt

1 1
(a b)( )=,1(3)enditgeefta=lenc=3/1

c d/ \0
a b\ (0 1 .
(c d)-(l)—,l(3)end1tgeeftb—iend—?ai.
DsM=(/1 /1)endet(M)=/1-3/1—/1-3/1=3/12—3/12=0
u 34 34 '
b Stel k: y=ax.

) Yl
x = A geeft y = al en x = u geeft y = au en dit geeft de matrix M=( h )

al au
4 2HE-(E) o
al au) \d Aac + pad
x = Ac+ ud invullen bij y = ax geeft y = a(lc + ud) = lac + pad ... (2)
Uit (1) en (2) volgt dat M alle punten van R? op k afbeeldt, en hiermee is de stelling bewezen.

2 4
¢ Er geldt ; = pTS
4p=2(p+5)
4p=2p+10
2p=10
p=35
Voor p =5 liggen beide kolomvectoren op de lijn y = 24x.
Dus /: y = 23 x.
3 0 -1 2 2
@DaMmM-a=(1 2 0]|-1]={0] dus4?2,0,9).
0 -1 2 4 9
3 0 -1 Xp 3xp—zg
bM-b=[1 2 0] Yg | =1 x3+2y5 |.dus B'(Bxz — zp, x5 + 2y, -yp + 22;).
0 -1 2 Zp ~yg+ 224
Bladzijde 93
1 0 0 1 0 0
@ a | O | wordt afgebeeldop | 1 |, | 1 | wordt afgebeeldop | O |,en | O | wordt afgebeeld op | O
0 0 0 0 1 1
010
DusM=(1 0 0
0 0 1
x y y X
b | y | wordt afgebeeld op | x | en | x | wordt afgebeeld op | ¥
4 z z z
Dus M is gelijk aan zijn inverse.
1 00
c M*=M-M=M-M'=]=[0 1 0
0 0 1
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Bladzijde 94

@ :

W

N

P =
1 0 0 1 0 0
0 | wordt afgebeeld op | -1 |, | 1 | wordt afgebeeldop | 0 |, en | 0 | wordt afgebeeld op | 0
0 0 0 0 1 -3
0 1 0
DusM=(-1 0 0.
0 -3
0 1 0 2 3
bM-d=|-1 0 0][-|3]=]-2
0 0 -3 4 -12
Het beeld is 4'(3, -2, -12).
0 1 o\'/2 -3
e Mt-d=[-1 0 0|-[3]|=]2
0 0 -3/ \4 ~15

Het origineel is (-3, 2, —1%).

X

De punten (1, 0, 0), (0, 1,0) en (0, 0, 1) liggen in V.

1 1 0 -1 0 0
0 | wordt afgebeeldop [ 1 |, | 1 | wordt afgebeeldop | 1 |, en | O | wordt afgebeeldop | O
0 0/ \o 0 1 V2
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~i 1 ~2 1 0 1 ~1 1
Twee richtingsvectoren van Wzijn [ 1 | =1 ]|=[ 0 |[£|0|en| O || 1]=|-1 |2 I |
0 0 0 0 2 0 V2 -\2
1 1 0
nW: 0 X 1 = \/§
0 -2 1
W-\2-y+z=d| ,_
door (1, 1, 0) }d V2
Dus W \2-y+z=1/2.
Z
2 \\
~
]
o)
: 2 3 4 ¥
. 7
2 \\ -
2 _\/
3
X
0 0
0 | wordt afgebeeld op | 0
1 1
Zie de figuur hiernaast. ]
De lijn k heeft vergelijking 4x — 3y =0.
- - 4 - 3 (0] 2 3 4 y
= H,= _3,dus =\, ) % i
1 |
3x+4dy=c| _ [
door (1, 0) }C_3 , i
Dus /: 3x + 4y =3. |
|
4x—3y=0 |3 12x— 9y=0 ] Al Eiiy I -
{3x+4y=3 ’4‘geeft{l2x+16y=l2 )
25y =-12 ! d
_12_
Y= 5 4x—3-32=0,dusx =5
4x —3y=0
DusA(%,%).
1 9
25
Hieruit volgt dat [ 0 | wordt afgebeeld op %
0
Zie de figuur hiernaast. m
4 3
7y =1y = (_3)> dus 7, = (4) 0 2 3 ‘i‘ ¥
3x+4 i |
x+t4y=c| _ 1 '
door(O,l)}C 4 i
|
Dus m: 3x + 4y =4. 2 :
I
|
3 _______________ -
K
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4x—-3y=0 |3 12x— 9y=0
{3x+4y=4‘4’geeﬂ{l2x+l6y=l6 ~
-25y=-16
_16 _16
Y7357 dax-3-06 =0, dusx =12
4x —3y=0
DusB(%,%).
0 }
Hieruit volgt dat [ 1 | wordt afgebeeld op %
0 0
DusM=[% £ 0]
0 0 1

@amvd (3 1_1) 32 (I)d A'(1, 10)
aM-ad= 12 |= S :
72 42 . (1 S

b P(xp, yp, zp) is een punt van R>,
Xp

3xptyp—z .
| yp =( " VP2 ),dushetbeeldvanPlsP’(3xP+yP—zP,2xP+4yP+22P)

M-—)—(3 1 —1)
P 2xp+4yp + 2z,

2 4 2
Zp

en dit is een punt in R2.

Dus M beeldt alle punten van R? af op R2.

_(5a+0b+06)
5d -1

5
Sa a b c =2
— 1 . — 1 :—2 :—1
5d+0e+0f ( ),dusult(d . ) 8 ( )VogtSa en 5d

S O W

;. )

ofwela=-% end=-{.

0 0
b 3b 3

(Z . ;) 3)(36),dusuit(d . ;) 3 :(O)volgt3b=3en5e=00fwelb=lene=0.
0 0

a b ¢ ¢ c 2 0

(d . f) 0 =(4f),dusuit(d . f) 0 =(4)volgt4c=Oen4f=4ofwelc=0enf=1.
4 4

Bladzijde 95
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Bladzijde 97

Da y

AT N

1 1 0 1
-cos(30°)| (23 300\ (3V3
0 | wordt afgebeeld op (—Z?r?((.% 0°)) ) = ( : ), 1 | wordt afgebeeld op (—Csoii((30°))) _ (2_l ,en
0 0
9 0
0 | wordt afgebeeld op (1)
1
V3 33 0
Dus M = ( : 2 )
-1 -1
2 2
b y
1
41,4° 7,2
\_o / }
-1 o
pa
V4 // .

1 1
——cos(41,4°)) (—0,38) (cos(7,2°) ) ( 0,99 )
f; 1 : = 1 f; 1 ~

8 wordt afgebeeld op (—%sin(41,4°) 033) . wordt afgebeeld op sin(7.2°) 0,13 , €

¢ 0

0 | wordt afgebeeld op (1)

1

-0,38 099 0

Dus V= (—0,33 -0,13 1)'
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@ In de figuur hieronder is in de onderste figuur op bladzijde 96 van het leerboek het midden U van de ribbe BC
getekend.

- —

Kies je het assenstelsel zo dat C de oorsprong is en B het punt (2, 0, 0), dan is U het punt (1, 0, 0).
Er geldt niet M - b= 2(M u) Dus bij het afbeelden van R3 op R? bij centrale projectie geldt de
regel M+ (Av) = A(M - V) niet. Er is dus geen sprake van een lineaire afbeelding, en dus kun je
geen matrix opstellen die bij deze afbeelding hoort.

€D Kubus in figuur 11.4a

Stel M = (a b c).

d e f
3 1
M-10 =(_11)geeft3a:1en3d=—1%,dusa=%end=—%.
0 2
0 1
M-|1 =(O)geeftb=lene=0.
0
0 0
M-10 =(1)geeftc=Oenf=l.
1

L1
Dus M= | 7 .
-5 0 1

Kubus in figuur 11.4b

a b ¢
Stel N = .
© (d e f)
. —2,
N-{0 =(1)geeft3a=—2en3d=1,dusa=—%end=%.
0
0 1
N-|1 =(O)geeftb=lene=0.
0
¢ 0
N-10 =(1)geeftc=Oenf=l.
1
2100
3
Dus N= (% o 1/}
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11.3 Eigenwaarden en eigenvectoren

Bladzijde 99
3 6
@ a Het punt (3, 2) geeft M- (2) = (4), dus het beeld 1s (6, 4).

12
Het punt (6, 4) geeft M- (2) = ( g ) dus het beeld is (12, 8).

De beelden liggen ook op k, waarbij geldt (X, ee1> Voeeld) =

(2x0rigineelﬂ 2yorigineel)'

1
b Hetpunt (1, 1) geeﬁM-(1)= (_1), dus het beeld is (-1, -1).

2 =2
Het punt (2, 2) geeft M- (2) = (_2 ) dus het beeld is (-2, -2).

De beelden liggen ook op /, waarbij geldt (X, .e1g» Vieera) = (-

origineel> _yorigineel)'
Bladzijde 101

. S\ A (1
€D Vandelijn Sx + 10y =0is 10)=

2) een normaalvector.

. 1
Richtingsvectoren van de lijn 5x + 10y = 0 staan loodrecht op de vector ( 5 )
2 1 2 1
. =2-2= 1 h .

Omdat (_1) (2) 0 staat (_1) oodrecht op (2)

2. L .. 2 .. ..
Dus| 1 is een richtingsvector van de lijn Sx + 10y = 0, dus de vector | ) ligt op de lijn 5x + 10y = 0.

2. .
Dus| | |1 een eigenvector.

Bladzijde 102
€ Stel M is een m x n-matrix en V is een n x 1-matrix, dan is M - ¥ een m x 1-matrix ... (1)
Maar ook geldt M vV = 1V waarbij 1V dezelfde afmeting heeft als V', en dus een 7 x 1-matrix is. En dus is
M-V ook een n x 1-matrix ... (2)
Uit (1) en (2) volgt m = n, dus dat M een m x m-matrix is.
Dus M is een vierkante matrix.

o (: o )-4)-G)
(&) G)-()
(o))
(
"

(a— l)x+by) (O)
cx+(d Ay 0

¢ d- /1) (;):(0)
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300 x X
A5 8 9 |y]=-|r]geeft3x=-=x-5x+8-9z=-pen-bx+6y—Tz=—
-6 6 -7 z 4

Uit 3x =-x volgt x= 0.
x=0en-5x+8y—9z=-ygeeft 9y —9z=0 ofwely —z=0.
0
Dus een eigenvector bij A=-11s | 1
1

30 0) /x x 3x=3x 0x=0
-5 8 -9]-|y|=3-|y| geeft hetstelsel { -5x + 8 — 9z =3y ofwel {-5x+5y—9z=
-6 6 -7 =z z -bx+6y—7z=3z -6x+6y—10z=0
00 0 O 1 -1 00
Invoeren van de matrix [ -5 5 -9 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft |0 0 1 0 |.
-6 6 -10 0 0 0 00
Hieruit volgtz=0enx—y=0.
1
Dus een eigenvector bij A=3 1s | 1
0
@ det(M — A-1)=0 geeft
3-14 2
‘ 1 4- ,1’ =0
B-AH@d-1H-2-1=0
12-31-44A+22-2=0
2=T71+10=0
A=-2)A-5=0
A=2vi=5
" (3 2
De eigenvectoren bij 4 =2 volgen uit ( ) (x) =2- (x)
1 4) \y 5%
Hieruit volgt 3x + 2y = 2x ofwel x + 2y = 0.
: . N 2
Dus een eigenvector bij 4, =2 is v, = (_ ) )
. . (3 2) [x x
De eigenvectoren bij 4 = 5 volgen uit - =5 |
1 4] \y y
Hieruit volgt 3x + 2y = 5x ofwel -2x + 2y = 0.
1
Dus een eigenvector bij 1, =5 is v, = ( 1 )
@ Voer de matrix M in op de GR, en voer vervolgens in y, = det([4] — x - identity(3)) (TI) of
y; = Det(Mat A4 — x - Identity(3)) (Casio).
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeftx=1,x=5enx = 13.
Dus de eigenwaarden ziin A=1,A=5en 1= 13.
5 0 0 X X
5 4 3 yv]|=|y|geeft5x=x5x+4y+3z=yen 10x+ 9+ 10z=1z.
10 9 10 z 2
Uit 5x =x volgtx = 0.
x=0en5x +4y+3z=ygeeft 3y +3z=0 ofwel y +z=0.
0
Dus een eigenvector bij 2, = 1is v, =| 1
-1
500 X x 5x=5x Ox =0x
5 4 3 y |=5| y | geefthetstelsel { 5x +4y+3z=5y ofwel {5x—y+3z=0
10 9 10 z z 10x +9y + 10z =5z 10x+9y+5z=0
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0 0 00 10 2 0
Invoeren van de matrix | 5 -1 3 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 - 0.
10 9 50 00 0 0
Hieruit volgt x + 33z = 0 ofwel x = -3z en y — {;z =0 ofwel y = ;z.
-32
z= 55 geeft bij 4, = 5 de eigenvector v,=| 3
55
5 0 0 £ ¥
5 4 3 y|=13-| y | geeft 5x=13x, Sx +4y+3z=13yen 10x + 9y + 10z = 13z.
10 9 10 Z, z

Uit 5x = 13x volgt x = 0.

x=0en5x +4y+3z=13y geeft -9y + 3z=0 ofwel 3y —z=0.

0
Dus een eigenvector bij 1, =13 is v, = | 1
3

2
@ Het beeld van A4(2, 3) is 4'(4, 6) geeft eigenwaarde 4, = 2. Een bijbehorende eigenvector is 71 = ( 3).

. . .. . . -1
Het beeld van B(-2, 4) is B'(-1, 2) geeft eigenwaarde 4, = 1. Een bijbehorende eigenvector is 72 = ( p )

@s(2 )2 U)-(¢
wes (2 )2

1 0 70 0
]: . p=]
=y 3)-(3 )

Dus M?—-3M—70[ =

(64 30)_(-6 30)_(70 O)_(64——6—7O 30—30—0)_(0 O)
18 85 18 15 0 70 18—18-0 85-15-70 0 0/

00
b M2—3M—701=(0 0)geeft7OI=M2—3Moﬁve11=71—0M2—73—0M

Vermenigvuldigen met M ! geeft vervolgens I-M ™' ==M?>- M~ —3M-M"!
I'M ' =3M-M-M"'~35M-M"
I"M' =M 1—51

M =5M -

(—2 10) 5 (1 0)= -2 1 _(~
70 6
5 0o 1) |& 3

Dus M ! =

0
¢ Uit M2-3M-170]= (O O)VolgtM2—3M+7O]
ons =3 F)er0-(g )35 100+
5 1 18 15
: 00 0

Uit M?—-3M—70]= 00 volgt M3 —3M? —T0M =
Dus M? =3 (64 30)+ ( 1) (192 90 N

18 85 54 255
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0 0

-140 700)_(52 790)
420 350

3
701

=L 1
0 _|T1a 7
3 3 L1
70 35 35

70 0)_(64 30)
0o 70) \18 85/

0
)endusM3=3M2+70M.

474 605/
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8
(3 p7)_(x):2_(x) geeft 8x + py = 2x ofwel 6x + py =0, en 3x — 7y = 2y ofwel 3x = 9y ofwel x = 3y.
- Yy ¥y

Substitutie van x = 3y in 6x + py =0 geeft 18y + py =0, dus p =-18.
8 -18

pugsna=(® ).

it gee 3 -7

det(4 — A-1) =0 geeft

‘8—/1 -18

3 ~I=1

Q8—-A)(-7-2)—--18:3=0
-56—81+T7A+A2+54=0

=0

2=1-2=0
A+DH@A-2)=0
A=-1vi=2

De andere eigenwaarde van 4 is -1.
0 6) (3 3

( )( )=/1( )geeft6=3/1en3q+5=/1.
g 5/ \1 1

6=31geeft 1=2
A=2geeft 3¢ +5=2ofwel 3¢ =-3,dus g =-1.

0 6
q=—1geeftB=( )

-1 5
det(B—A-1) =0 geeft
-4 6
‘—1 5—1‘_0
-A5-2)—6--1=0
51+ A7 +6=0
2=5.+6=0
(—-2)1-3)=0
A=2vi=3

De eigenwaarden van B zijn 2 en 3.

Na vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van O liggen de originelen en de beelden op dezelfde lijn, waarbij de
lengte van het beeld drie keer de lengte van het origineel is. Voor eigenvectoren v van de bijbehorende matrix M
geldtdus M-V =3-7V.

Dus de bijbehorende matrix heeft één eigenwaarde.

Er 1s geen vector waarvan het beeld bij rotatie om O over 120° op dezelfde lijn ligt.

Dus de bijbehorende matrix heeft nul eigenwaarden.

Rotatie om O over 180° is hetzelfde als spiegelen in O. Voor eigenvectoren v van de bijbehorende matrix M
geldtdus M-V =-7.

Dus de bijbehorende matrix heeft één eigenwaarde.

Een lijn door O heeft vergelijking y = ax.

1
De vector ; ligt op de lijn y = ax en wordt bij spiegeling in deze lijn op zichzelf afgebeeld.
Hierbij hoort eigenwaarde 1.
De vector (_al ) wordt bij spiegeling in de lijn y = ax afgebeeld op de vector (—la).

Hierbij hoort eigenwaarde -1.
Dus de bijbehorende matrix heeft twee eigenwaarden.

1 3 0 0
( O) wordt afgebeeld op ( O)’ en ( 1 ) wordt afgebeeld op ( 2).

Dus 42 =3en 1 =2 zijn eigenwaarden.
Dus de bijbehorende matrix heeft twee eigenwaarden.
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Bladzijde 104
@t
b *
c M3I=p-D-Pl-p-D-PlV.P.D-Pl=p-D-I-D-[-D-P1'=pP-D-D-D-Pl=p-D3.pP"1

Bladzijde 106
4-20-3-30 -12-20412-30\ (4-3 -12+12) (1 0
vt R N
D 2 70 gech 2030 3.2044-30 JT\1-1 3+4 ) V0 1 -
4-21-3-31 —12-21+12-31) (8—9 —24+36) (—1 12)
— 1— = = :Mkl
n=1 geelM ( 21-31 -3.2144.31 ) \2-3 -6+12)7\-1 6 ot

b Door de inverse van M te berekenen.
De matrix die je krijgt door » =-1 in te vullen moet hetzelfde zijn als de inverse van M.

Q@ det(M—1-1)=0 geeft
12-2 -15
10 -13—-4

(12-A)(-13 - 1) —-15-10=0
~156 — 124+ 134+ 22+ 150 =0

=0

A2+1-6=0

(A=2)2+3)=0

A=2vi=-3
12 -15

De eigenvectoren bij 4 = 2 volgen uit ( ) (x) =2- (x)
10 -13/ \y y

Hieruit volgt 12x — 15y = 2x ofwel 10x — 15y =0.

: . . 3
Dus een eigenvector bij A, =2 is v, = ( 2).

. (12 -15
De eigenvectoren bij 1 =-3 volgen uit ( ) . (x) =-3- (x)
10 -13/ \y y

Hieruit volgt 12x — 15y = -3x ofwel 15x — 15y =0.

. _ 1
Dus een eigenvector bij 1, =-3 isV, = ( 1 )

31 L f1 -
P:(z 1)geeﬁpl_(—2 3)
3 1) (2 0 1 -1\ (3 1 on )
M _(2 1)'(0 (—3)")'(—2 3)_(2 1)'(—2-(—3)" 3'(—3)")_
(3-2n—2-(—3)n —3-2n+3-(—3)")
p 2-2m=2- (=31 -2-2n+3-(-3)"
35 L, 3 -5
@ap:(l 2)geeﬂpl_(—1 3)
35\ (2 0\ (2 -5\ (-13 45
M=(1 2)'(0 5)'(—1 3)=(—6 20)
(3 5\ (2 0\ (2 -5\_(3 5\ (22" -5-27)_
b M _(1 2)(0 5") (—1 3) (1 2)(—5" 3-5")

(6-2"—5-5" —15-2"+15-5")
2:27-2.5" -5.2146-5"

90 Hoofdstuk 11 © Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

@ De cigenwaarden van M zijn 1, =2, 1, =-2 en 1;=5.

2 -2 1
Bijbehorende eigenvectoren zijn 71 =13, Tz}z =| 4 |en 73 =10].
4 5 0
2 -2 1 2 0 0
P=13 4 0flenD=10 -2 0].
4 5 0 0 0 5
Voer bovenstaande matrices in op de GR en bereken P-D- P!,
5 86 -66
JekrijgtM=P-D-P'=|0 -62 48
0 -80 62

@ a det(4)-det(4 ") =det(4-A") = det(/) = 1
b M=P-D-P, dus det(M) =det(P-D-P') =det(P) - det(D) - det(P!) = det(P) - det(P") - det(D) =
det(P- P ')~ det(D) = det(/) - det(D) = 1 -det(D) = det(D) =1, Ay * A3 ...* 4,
Hierbij is gebruikt dat de determinant van een diagonaalmatrix gelijk is aan het product van de getallen op de
hoofddiagonaal.

Bladzijde 107
@Da)=3eni=-2
det(M) = 24 geeft 3 --2- 4, =24 ofwel -64, =24, dus 1, =-4.
Dus de eigenwaarden van M zijn A, =3, 1, =-2en A, =-4.

5 -1
b Een bij 4, =3 horende eigenvectoris v, = | 8 |, en een bij 1, =-2 horende eigenvectoris v,= | 2 |,
-4 3
maar bij 4, =-4 horende eigenvectoren zijn onbekend. Dus met de gegevens kun je niet van alle punten van
R3 het beeld berekenen. 5
Uit de regels die voor lineaire afbeeldingen gelden (zie bladzijde 88 van het leerboek) volgt dat ¢ =24 + 35
15 6 48
— - i — =2 — i
geeftM-¢ =M-Q2a +3b)=M-Qa)+M-3b)=2(M-a)+3(M-b)=2-|24 |+3-|-12|=| 12
-12 -18 -78

Dus het beeld is C'(48, 12, -78).
¢ V:iax+by+ cz=d gaat door O(0, 0, 0), A(5, 8, -4) en B(-3, 6, 9).

5 -3 96 32

=
ny=dxb=|[8]x|6]|=[33]2]1
-4 9 54 18

32x—1ly+18z=d =0
door O(0, 0, 0)

Dus V:32x — 11y + 18z =0.

@ a det(M —A-1)=0 geeft
2 - —3’
Iz —2-i
(2 -)E2-H--3-1L=0
-5=2M+2A+22+45 =0

=0

B=Li=5=0
(2+3)@A-1)=0
/1=—%v/1=

. . . [ -3
De eigenvectoren bij 2 = -} volgen uit (1%— _2) . (x) =-1.
2
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Hieruit volgt 23x — 3y = -1x ofwel 3x — 3y = 0.

. . : 1
Dus een eigenvector bij 2, = -1 is v, = (1)

. . . (2 -3
De eigenvectoren bij 4 = 1 volgen uit ( li ) : (
2

Hieruit volgt 25x — 3y = x ofwel 13x — 3y =0.

’ s ; 2
Dus een eigenvector bij 4, = 1 is v, = ( 1 )

P_(l 2) ftPl—(_l 2)
o) ET T )

1yn _

an:(l 2)'((2) (-1 2)2(1 2
11 0 1 1 -1 11

9 — _1

¢ lim M"= lim (1_(f
2

n— o n—> o

L

@ a limM'= lim(P-D"-P )= lim( ( 2
n=— o0 n=>co n = oo O

b M+M*+M3+...+M"=P-D-P'+P-D?

L 1)2
lim (D+D*+ D3+ ..+ D") = lim ((2 0) + ((2)

)

;:—?):(2—0 2:0-2

1-0 2-0-1

_1):

1

3

1

)

-

p(0

0
0 0

0 ) ()’
(1) "\ o

|

n—» oo n—> oo 0 % O

%
(7 074 o[
. ) e e )|

1 3 -2 3
= -1 =
P (1 2)geeftP (1 _1)

(=)

W [

-

Pl PPl P DR PA=PAD IR DR ..

ot

D=

Dus lim (M+M?>+M3*+ . +M") = lim(P-(D+D*+ D3+ . +D"-P )=

n—> o H—> o

(ko 020605

Een diagonaliseerbare 2 x 2-matrix heeft twee eigenwaarden.

Stel de diagonaliseerbare 2 x 2-matrix M heeft de eigenwaarden 4, en 4,.

Dan geldt

aM?+bM + cl =

a(P-D-Py’ +b(P-D-P )+ c(P-1-P)=
a.P.DZ.Pfl +b.P.D.P71 _‘_C.P.].Pfl =

A OV (2
P-(aD?+bD +cl -P1=P-( ( ! )+b( ‘
(a cl) 40 1, 0

o a)tlo oo V)7
P((o 2] %0 L)% 1))
P_((allz 0)+(b/11 O)+(c 0)).})1_

0 al} 0 b, 0 ¢
P_((a/112+bll+c 0 ))_Pl:

0 al?+bl,+c

7y of7~lo o

0

@ De karakteristieke vergelijking van een 2 x 2-matrix is van de vorm aA? + b/ + ¢ = 0.

5)'

0

N= O
N

(

(=}

1
3

y

):

+ Dn) .P*l

Hiermee is het bewijs geleverd dat elke diagonaliseerbare 2 x 2-matrix voldoet aan zijn eigen karakteristieke

vergelijking.
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@ De cigenwaarden zijn a, b en ¢, dus (4 — a)(2 — b)(A —¢) = 0.
Herleiden van deze vergelijking geeft
(A—a)A—b)L—c)=0
A—a)A2—=(b+c)d+bc)=0
—(b+c)A? + bck — al* + (ab + ac)A — abc =0
—(a+b+c)A>+ (ab+ac+ bc)). — abc =0
Volgens de stelling van Cayley-Hamilton geldt dus
M3 —(a+b+c)M?*+ (ab+ ac + bc)M — abc = 0 en hieruit volgt
—(a+b+c)M+ (ab+ ac + bc)l — abcM ™' =0, dus
M2—(a+b+c)M+(ab+ac+bc)]=LM2_a+b+c ab +ac+ bc

M+ A

M=
abc abc abc abc

11.4 Machtreeksen en differentievergelijkingen

Bladzijde 109
D D D D° D D D3 D°

I+ T S e = [ D 4 g IR+ DR+ A gD =
5 T TR 91 1 2 6 362880 62550

10\ (2 0y (22 0\ (23 0 L (20

0o 1) Vo 3)72\o 32)Telg 33) T Tmsl g g9)

(1+2+ PP et 0P 0 ):(7’389 0 )

0 1434532+ P+ . tigm 3 0 201

~ 7389 ene’~20,1
Ik denk dat de bewering klopt.

Bladzijde 112
@ a det(M—1-1)=0 geeft
3-4 1
0 2-4
B-4H2-1H)-1:0=0
B-1H2-41H)=0
A=3vi=2

31
De eigenvectoren bij 4 = 3 volgen uit ( ) : (x) =3 (x)
0 2/ \y y

=0

Hieruit volgt 3x + y = 3x ofwel y = 0.

1
Dus een eigenvector bij 1, =3 is v, = (O)

. . (3 1
De eigenvectoren bij 4 =2 volgen uit ( 0 ) - (;) =2 (x)
Hieruit volgt 3x + y = 2x ofwel x + y = 0.

1
Dus een eigenvector bij 4, =2 is v, = (_ 1 )

30 11 11
Dus D= p= pl= .
us (0 2)’ (0 —1)en (0 —1)
1 1 e’ 0 1 1 1 1 e’ @l e’ e’—e?
corerfy 106 D AL D 2 )
¢ ¢ 0o -1/ Vo ¢) o -1/7\o -1/ Vo /7 o @

bsin(M)=P-sin(D)-P1=(1 _11)-(Sin(3) E )((1) 1):

0 0 sin(2) -1
(1 1 ) (sin(3) sin(3) ) 3 (sin(3) sin(3) — sin(2))
0 -1 0 -sin@2)/) \ 0 sin(2)
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_(2 -3) (@) © ) A3\ [2In@2) -3n@3)) (£ 2\
M_(l 4)( 0 In(3) (11 121) (ln(2) 4ln(3)) (—% 2]

(”ln(2)+ - In(3) ﬁln(z)—ﬁln(z))
3
1
2

=

11

—

2 -3 &
@ a P=(1 4)geeftP1—(1L

#iIn(2) = {7In(3) {7In(2) + {7 In(3)

beM:(Z —3).(6111(2) 0 )(f‘—l 1):(2 —3 (% %):(2% —%)
14 0 @) \-f 1 o - 241

B Ty BT T Y. e . T In(2) O) (21n(2) 0 ) )
¢ 2M=2({P-D-PY)y=P-2D- P! P2( 0 In(3) Pl=PpP- 0 2In(3) P!

Dus de eigenwaarden zijn 4, = 2In(2) en 4, = 2In(3). Bijbehorende eigenvectoren zijn 71 = ( ) en

1
=5 =3
=y, )

d eM.eM:p.eD.Pfl.P.eD.Pfl :P.eD.I.eD.Pfl =P'eD-eD'P’1 =

b () (eh® 0\ SO A 2In2) 0 }
P'( 0 eln@))'(o eln@))'P :P'( 0 e2‘n<3))'P :P'( 0 21n(3))'P

' 2@ . 2In(2) 0 "
Uit vraag c volgt ezM:P‘( 0 ezln(3))'P 1 :P'( 0 2In(3) P

Dus er geldt eV - eM =M,

1 1 0 1
= -l =
(9 a P (1 O)geeftP (1 )

L YR H U O K

R FYE G i G [ Y
SR (O R ) R Y X B R
asman=( 1) 1)-(o )

wan=(5 o5 o)lo )

. (0 1) (1 -1} (1 0)_
Dus51n2(A/[)+cos2(]\/I)—(0 1) (0 0) (0 1)—1.

B

>t 0 0
e 2M=2(P'D'P1)=P‘2D'P1=P-2(2ﬂ )'P1=P'(n )'Pl,dus
0 -m 0 -2m

; _(1 1), (sin(m) 0 )(O 1):(1 1)_(0 O)'(O 1):(0 0)
SIn(2M) (1 0)( o sin-2m) \1 -1) "\ 0/ Vo o)\t -1)7 o of
Uitdevragenbencvolgt2sin(M)cos(A/[)=2'(g 1)(_01 (1))=2(8 g):(g 8)
Dus sin(2M) = 2 sin(M) cos(M).
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® a x;=x+2% —3x=1+2-1-3-0=1+2-0=3

Xy =%3+2x,—3x,=3+2-1-3:1=3+2-3=2

(%5 1 2 -3\ /x, % 2%, — 3%,
x]1=11 0 0 x| = Xy en dit komt overeen met de gegeven differentievergelijking.
X3 01 0 Xy X3
%\ f1 2 -3 5
|=(1 0 0 31=]2] dusxs=5.
5/ \0 1 0 3
%\ (12 3\ (%
c|lx|=(1 0 0 X,
X, 01 0 X,
N /1 2 -3\ [ 12 -3\ /1 2 -3\ [/x\ /(1 2 -3\ /x
ul={1 0 o[x]={1 0 o[t 0 o][x]=[10 0]k
w) \o1 0/ \s 01 0/ \o1 0/ \x/ \0o1 0/ \4
X, 12 -3\ /=) (1 2 -3\ /1 2 3% /x,\ /1 2 -3V /x
wl={1 0 o[x]=[10 o[t 0 of{x]|={10 0]x
w) \o 1 0/ \x 01 0/ \o1 0/ \g 01 0/ \x
Bladzijde 114
X, 1 -2 3 -4 X,
1
@ De differentievergelijking is te noteren als i 0 00 *n=2
X, 01 0 O X,_3
X, 3 0 0 1 0 X, _4
o\ /1 -2 3 -4\" [3\ /755
x| [1 0 0 0 2 58
= = d =755
x| {01 0 0 1] |oa2 [ 0

4 =
@ De differentievergelijking is te noteren als ( n )=( 3) $ (x"l).
Xn—1 1 0 Xn-2
det(M — A-1) =0 geeft
‘4—/1 -3
1 -

4-A)-1--3-1=0
AF—41+3=0
GA-1D@EA-3)=0
A=1vi=3

o

: . (4 -3
De eigenvectoren bij 4 = 1 volgen uit ( ) (x) = (x)
I 0/ \y y
Hieruit volgt 4x — 3y = x ofwel 3x — 3y =0.

: . . 1
Dus een eigenvector bij 4, = 1 is v, = ( 1).

4 -3
De eigenvectoren bij 4 = 3 volgen uit ( 1 0 ) (x) =3 (x)
34
Hieruit volgt 4x — 3y = 3x ofwel x — 3y =0.

: . i 3
Dus een eigenvector bij 4, =3 is v, = (1)

(1 0 1 3 1_1(—1 3)
Dus D (0 3),P (1 1)enP Ay )
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(xjnl):(i i)((l) 2)1 (_11 31)(2):(1 T)'(lno1 3}701)9(_11 —31)'((1)):
(P E e Y FE Bl Py E B

Dus x, = $(-1 +37).

N —

Bladzijde 115
1 1 -1
Dam=(1 2 2
3 -2 1
Xyp L 1 -1Y? /& 1 1 -1\ /100 23075900
byel|=|1 2 -2 »wl=[1 2 -2 {1500 |=] 37928200
Eip 3 -2 1 Zq 3 -2 1 800 -3702100
Vi=V,-1 =02V, =08V, _,
@ a Uit de gegevens volgt het stelsel differentievergelijkingen { Z,=Z,_, +0,2V,_, = 0,3Z,_,=0,7Z,_, +0,2V,_,
=1 _,+03Z,_,=03Z _,+1I,_,
08 0 0
Hieruit volgt M =1 0,2 0,7 0|.
0 03 1
b det(M—A-1)=0 geeft
0,8—1 0 0
02 07-2 0 |[=0
0 03 1-1
0,8=210,7-1H(1-21)=0
A=08vi=07vi=1
08 0 0} [x x 0,8x =0,8x 0x=0
02 0,7 0]-1y]=0,8-]y ] geeft het stelsel § 0,2x + 0,7y =0,8y ofwel { 0,2x— 0,1y =0
0 03 1 z z 0,3y+z=0,8z 0,3y+0,2z=0
0 0 0 0
Invoeren van de matrix [ 0,2 -0,1 0 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft
0 03 02 0
10350
0130
0 000
Hieruit volgt x + 3z =0 ofwel x =-3zen y + 3z =0 ofwel y =-3z.
-1
z =3 geeft bij 1, = 0,8 de eigenvector 71 =1-2].
3
08 0 0 X x
02 07 O vy |1=0,71y | geeft0,8=0,7x,0,2x+0,7y=0,7ven 0,3y +z=0,7z.
0 03 1 Z z

Uit 0,8x =0,7x volgt x = 0.
0,3y+z=0,7z geeft 0,3y +0,3z=0

0
Een eigenvector bij 1,=0,7is v,=| 1
=]
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08 0 O X x
02 0,7 0|y |=|y|geeft08=x,02x+0,7y=yen03y+z=z
0 03 1 z z

Uit 0,3y + z =z ofwel 0,3y =0 volgt y = 0.
y=0en0,2x+ 0,7y =y geeftx=0

0
z=1 geeft bij A, = 1 de eigenvector v;=| 0
1
0,8 0 0 -1 0 0 -1 00
¢ D=0 07 Of|,P=[-2 1 O0]enP!=|-2 10
0 0 1 3 -1 1 1 11
v, -1 0 0 0,8 0 oy! /-1 00 9500
Z,|=1-2 1 0| 0 07 0 (-2 10 500 | =
1, 3 -11 0 0 1 1 11 0
-1 0 0 08" 0 0 -1 00 9500
-2 1 0 0 07"t 0 |[-|-2 1 0]-| 500 |=
3 -1 1 0 0 (Lo 1 11 0
-0,87"1 0 0 -9500 9500-0,8" 1
-2-0,8*1 0,771 0 ]-| -18500 | = 19000-0,8"~1—18500-0,7" !
3-0.821 -7 1 10000 -28500-0,8"" ' + 18500+ 0,77~ ' + 10000

Dus Z,=19000-0,8""! —18500- 0,7 1.
Voer in y, = 19000- 0,81 —18500- 0,7 .
De optie maximum geeft het maximale aantal zieken 3397.

b o . ..
@ Als de som van de getallen van elke kolom van M = (a d) gelijk is aan 1, dan is M te schrijven als
¢

M=( @ b )
l—-a 1-5

det(M — A+ I)=0met 1 =1 geeft

a—1

s
=0
l-a -b
(@a=1)-b-b(1-a)=0
-ab+b—-b+ab=0
0= 0 klopt
Hiermee is het bewijs geleverd.

Bladzijde 116

0 05 03 0,1
0,1 0 02 0.1
02 03 0 0,8
0,7 02 0,5 0

@aM=

0 05 03 01\ /1 0,18
01 0 02 011} |O 0,11
02 03 0 08 0 0,59
0,7 02 05 0 0 0,12

b

De gevraagde kans 1s 0,18.
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0 05 03 01V /1 0,213
0,1 0 02 0,1 0 0,135
c . ~
02 03 0 08 0 0,290
0,7 02 05 0 0 0,362
De gevraagde kans is 0,362.
0,198 0,198 0,198 0,198
0,122 0,122 0,122 0,122
l' Mn — > 5 5 >
d fm 0345 0345 0345 0,345
0,335 0,335 0,335 0,335
0,198 0,198
0,122 0,122
' lgt dat M- | =
e Uit vraag d volgt dat 0345 0345
0,335 0,335
0,198
. . o . 0,122
Dus heeft M een eigenwaarde die gelijk is aan 1 met eigenvector 0.345
0,335

f Naar verwachting 0,198 -200 = 40 dagen in 4.

Diagnostische toets

Bladzijde 118

(1 J9 y

o1

w

1 S NP 0 -2L.2 -1 2 -2i 2
( O) wordt afgebeeld op ( 2 \/;), en ( i ) wordt afgebeeld op ( % ), dus M = ( 2 2\/7)
2

V2 -24\2 V2 242
N2 2532 (6)_[-103y2
Dit geeft M- d = | } 2 ( ): s |, dus 4'(-10542, -432).
reee (;ﬁ —2;ﬁ) 3) 7| anyz | 44 (1002, 452)
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>

1

% \/§) en ((1)) wordt afgebeeld op (2 }5) dus M=

2

1
( O) wordt afgebeeld op (

—
B |— |
Q‘ =
w2

(ST
R f—

[9%)
S——

) (g) _ (‘j:;g) dus B'(-3 + 43,4 +343).

B —

1 f—

1 il
( 0) wordt afgebeeld op (_2l ) en ((1)) wordt afgebeeld op (
2

N NI
| -

o= I

\~——/

),dusM=(_

2

L1 1 11
DitgeeﬁM-?=(_21_ _21)'(2)=(_fl),dusC'(l%f 1.
2 2

a b
setsi=(? ?)
0 selv=(" "

(o))
(j Z)'(;): 11
{2a+b=4 M eeﬂ{2a+ b=4

2a+6b=-6
~56=10

a+31;:§}a+3-—2=—3,dusa=3

2etd=2 1] . [2c+ d=2
c+3d=11]2| 8" \2c+6d=22
~5d=-20

d=4 }c+3-4=11,dusc=—l

2

4
( )geeft2a+b=4en20+d=2.

)geefta+3b=—3enc+3d=11.

ct3d=11

Dus M (3 _2)
10§ = A
-1 4
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b y |
y=13x
TV
N 1/
N
-3 =2 a0 2 3 N
1 ™
7 ~
4
Het beeld van (2, 3) is (2, 3).
Het beeld van (3, -2) is (-3, 2).
a b

Stel M = L

© (c d)

=2en2c+3d=3.

(¢ o)} ()] emnzao

a b 3 -3
(c d) ( 2)_(2)geeft3a—2b——3en3c—2d—2_
BB |3 | gy 108+ I0=0
Sa=26=-3 | 2| ¥ (6a —db=-6 _
13b=12
b=3

2a+3b=2

2¢+3d=3 3] __ o [6c+9d
3c—2d=2 2|8

13d

d

2¢c+3d

100 Hoofdstuk 11

}2a+3-%=2,dusa=—f—3

=9
—4

6c —4d

=5
5

213_3}2a+3-%=3,dusc=%

-2L
)= 2], dus B'(-245, 2).
23
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w

7

3
! -2
£
2 RNV 2 3 y 4
1
1
3
4 B
X
1 0 0 -4 0 0
0 | wordt afgebeeldop [ 4 |, | 1 | wordt afgebeeldop | O |[,en| O | wordt afgebeeldop | 0
0 0 0 0 1 4
0 -4 0
DusM=|4 0 0
0 0 4
0 -4 0 1 =
bM-d=[4 0 o) 2=
0 0 4 3 1
Het beeld is A'(-8, 4,12)
0 3 0y /2 5
e M -B=|-10 o] [-1]=["
0 0 § 3 :
Het origineel is (-1, 1, 3).
a b c
OStelM—(d . f)'
2
M- 1 =(?)geeft2a+b=2€n2d+e=1.
0
_2 6
M-| 3 =(_2)geeft—2a+3b=—6en—2d+3e=2.
0
1
M- 1 =(z)geefta+b+2c=3end+e+2f=4.
2
2a+b=2 2d+e=1
Dit geeft de stelsels § -2a +3b=-6 en { -2d +3e=2
atb+2c=3 d+e+2f=4
210 2 100 13
Invoeren van de matrix [ -2 3 0 -6 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 0 -1
112 3 00 1 1i

1%,b=—1 enc= 11

Dusa= i-
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2 101 100 4§
Invoeren van de matrix | -2 3 0 2 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft [ 0 1 0 3
112 4 00 1 I
Dusd=¢, e=3 en f=13,
oo o1
Dus M= (12 3 13).
8 4 16
e det(M — A-1) =0 geeft
5-4 1
‘ 2 6—,1|_0
G-A6-41)-1-2=0
30—50—6l+A2-2=0
A2—=111+28=0
A=HA-7=0
A=4 v i=1T7
. (S5 1
De eigenvectoren bij 4 = 4 volgen uit ( ) (x) =4- (x)
2 6] \y y
Hieruit volgt 5x + y = 4x ofwel x +y = 0.
1
Dus een eigenvector bij 4, =4 is 71=(_ 1).
. .. (S 1) (x E*
De eigenvectoren bij 4 = 7 volgen uit . =71 |
2 6/ \y y
Hieruit volgt 5x + y = 7x ofwel -2x + y = 0.
Dus een eigenvector bij 4, =7 is v, = ( 2).
2 b 1 1
Q( )( )=z( )geeft2+b:lena+3=/1,dus2+b:a+3.
a 3/ \1 1
2 b\ (2 2
3 . ) =/11 geeftd+b=21len2a+3=]ofwelda+6=21,dus4+b=4a+6.
a
2+b=a+3geeftb=a+1
Substitutie vanb=a + 1 in4+b=4a+ 6 geeft 4 + a+ 1 = 4a + 6 ofwel -3a =1, dus a = 3.
a=-}geeftb=-1+1=2
Bladzijde 119
0 Voer de matrix M in op de GR, en voer vervolgens in y, = det([4] — x - identity(3)) (TI) of
v, = Det(Mat 4 — x - Identity(3)) (Casio).
De optie zero (TT) of ROOT (Casio) geeftx=-1,x=2enx=3.
Dus de eigenwaarden zijn A=-1, A =2 en 1 =3.
0 2 0 X x 2p==x x+2y=0
-3 5 0 ||y |=-1-|y|geefthetstelsel {-3x+5y=-y ofwel {-3x+6y=0
5 -2 -1 z z SX—2y—z=-z Sx—=2y=0
1 2 00 1 000
Invoeren vande matrix [ -3 6 0 0 ] en de optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft | 0 1 0 O
5 200 0000
0
z=1 geeft bij 1, =-1 de eigenvector v, =| 0
1
0 2 0 X X 2y =2 -2x+2y=0
-3 5 0 |-|y|=2-|y|geefthetstelsel { -3x+5y=2y ofwel {-3x+3y=0
5 -2 -1 z z Sx—2y—z=2z 5x—2y—3z=0
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-2 2 0 0 1 0 -1 0
Invoeren vande matrix [ -3 3 0 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 -1 0
5 -2 -30 00 0 O
Hieruit volgt x —z=0 ofwelx=z,eny —z=0 ofwel y=z.
1
z=1 geeft bij 1, =2 de eigenvector v, =| 1
1
0 2 0 x x 2y =3x -3x+2y=0
-3 5 0 y | =3-| y | geeft het stelsel { -3x+5y=3y ofwel {-3x+2y=0
5 -2 -1 z = Sx—2y—z=3z Sx—2y—4z=0
-3 2 0 0 1 0 -2 0
Invoeren vande matrix [ -3 2 0 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 -3 0
5 2 -40 00 0 O
Hieruit volgt x — 2z =0 ofwel x =2z, en y — 3z = 0 ofwel y = 3z.
2
z=1 geeft bij 1, =3 de eigenvector v, = | 3
1

00o- Yol Jur-ils )
a 0o 2" "\3 5)/° w3 3

3 - 12
werori=3 2GSl 3 )
3 5/ %0 -2/ P\-3 2 75 7

Lo (2 -3\ (3" 0 5 3\ f2-% =3-{2y 5 3
werr=( (0 I D63 2 I
b 3 5/\0 2/ ®"\-3 2/ \3.3» 5.¢-2)7/) P\-3 2
L( 10-3"+9-(-2y" 6-3"—6-(—2)")
P\15:37=15:(=2)* 9:35+10-(-2)"

0 D:(ln(()4) ln(()9))’P:(T g)enPlz(—zl _35)

35\ {en® 0\ (2 -5\ (3 5\ (4 0\[2 -5\ [-21 75
werert=(1 5% ) (3 3)-0 26 o3 3)-Co 3
¢ ¢ (1 2) Vo em@) \o1 37\ 2) Vo o/ 1 3) L0 34

b det(e” —A-1)=0 geeft
-21-4 75
-10 34-1

(-21 = 2)(34-2)—75--10=0
-714 +211—-341+ 12+ 750=0

Sl

-0

A2—131+36=0

A—HA-9)=0

A=4vi=9
-21 75

De eigenvectoren bij 1 =4 volgen uit ( ) - (x) =4- (x)
-10 34/ \y y

Hieruit volgt -21x + 75y = 4x ofwel -25x + 75y = 0.

A . A 3
Dus een eigenvector bij 1, =4 is v, = ( : )

=21 75
De eigenvectoren bij 4 =9 volgen uit ( ) : (x) =9 (x)
-10 34/ \y y
Hieruit volgt -21x + 75y = 9x ofwel -30x + 75y = 0.

: . : 5
Dus een eigenvector bij 1, =9 is v, = (2)

Het valt op dat je de eigenwaarden van €™ met de eigenwaarden van M kunt berekenen via e"® = 4 en e"® = 9.
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¢ Ergeldt M=P-D-P' endus ooke”=P-eP- Pl
De eigenwaarden van e zijn hetzelfde als die van e” dus 2, =4 en 1,=9.
Verder volgt uit e = P-e?- P~! dat bijbehorende eigenvectoren v, en v, zijn.

X, 01 -2 1 X,_1
1 0 0 0
€@ De differentievergelijking is te noteren als Kl -2
X,_» 01 0 0 X, 3
X, 3 00 1 0 X, _4
X5 01 -2 1\2 /1 17
X 1 0 0 0 2 -10
X3 01 0 0 3 7 |
A, 03 02 04\ [A4,
@ Het stelsel is te noteren als [ B, | =1 04 04 02 |-|B, |
C, 03 04 04 G
Ay, 0,3 02 04Y\° /400 304
n=20geeft| B,y |=( 04 04 02| -[ 250 [=| 326

Cso 03 04 04 350 370

Dus Ay, = 304, By, = 326 en Cy, = 370.
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