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10 Complexe getallen

Voorkennis De exacte-waarden-cirkel

Bladzijde 40
© asin(Gn)=1\2 d cos(-%n)=-1

b cos(-3m) =-1.2 e sin(-in)=-13

c sin(—gn) =-2y3 f cos(- %n) B
© 2 sin(0)=iBgeefta=inva=3n

b cos(a) =-; geefta=-3nva=3n

¢ sin(a)=-1\2 geefta=-tnva=-3n

d cos(a)=0geefta=-inva=jin

e sin(a)=-3\3 geefta=-inva=-%n

f cos(a)= g\f geefta=-jnva=4in

Bladzijde 41

(3 JF ¥

/»P (2,23)

tan(a) = % =-1geefta=3n
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//
L~ = -
=// -3
P (3.3,-3)
tan(a) = e I 13 geefta=-3n
_3\/§
d y
P35
4
3
2

A
\'P(T,-\/?)

tan(a) = \IB =-\3geefta=-in

f ¥
| :
P80 N
-6 -5 4 -3 =2 -1 fo)
aO=T
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s P
I
1/
o
X
0 2
tan(a) = == 15 geeft o = 0,983
b y
P 1
\
\ \a
X
~4 -3 =2 -1 o0
1 _
tan(a) = i geeft a =~ 2,897
c y
0 X
-2 =1 %x
4
//2
/-
/ -4
-5
P
_5 1
tan(a) = 5= 25 geeft a =-1,951
d y

X

tan(a) = ?1 =1 geefta~-0,322
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10.1 Rekenen met complexe getallen

Bladzijde 42

©Oal 2x+5=-13

2x=8
x=4
M2x+5=3
2x=-2
x=-1
b BijlllenIV.

Bladzijde 43

I 2x+5=8
2x=3
x=1%
x®*+5=8
=3
x=3vx=-3

©alrx=6

X+x—6=0
x—=2)(xt3)=0
x=2vx=-3

b xX2+x=4
X¥+x—4=0
D=12-4-1--4=17
geen oplossing in Q

c x*-x=0
x(x*—=1)=0
x=0vx*=1
x=0vx=1vx=-1

O 2 x+372=7
f+3=yTvx+3=-7

x=-3+\Tvx=-3-7

b (x + 3)?>=-7 heeft geen oplossing in R omdat (x + 3)? niet negatief kan zijn.

Bladzijde 45

O a3+5i+3=2i-x

4x=-3-3i

x*=5i2
x=i/5 vx=-i/5

c (x+2)2+10=0
(x+2)*=-10
(x+2)*=10i?
x+2=i/10 vx+2=-i\/10
x=-2+iy10 vx=-2—-1,/10
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d x¥*-2x=0

x(x*-2)=0
x=0vx2=2
x=0
x*=9x=0
x(x*-9)=0
x=0vx*=9
x=0
xt—9x2=0
x}(x2-9)=0
¥=0vx*=9
x=0vx=3vx=-3

d x*—10x+40=0

(x—52-25+40=0
(x-52=-15
(x—5)2 = 152
x—5=i\15vx—5=-i\15
x=5+i/I5vx=5-i15
¥+8+14=0
(x+4)¥2-16+14=0
(x+4)y2=2
x+4=\2vx+4=-2
x=-4+\2vx=-4—2
(x+3)2=-16

(x +3)2 = 1612
x+3=4divx+3=-4
x=-3+4vx=-3-4
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O 2 ix+10+2i=jx+12-5i ¢ (x=3P2+2x=0
L . X—6x+9+2x=0
ﬁx—2—71_ X2—4x+9=0
x—24—2841 (x—22-4+9=0
b 2x+3)-+10=0 (x—2)2=-5
(2x+3)2=—19 (x—2)>=512
(2x+3)* = 10¢ x—2=iS5vx—2=-i\5
2x+3 =110 v 2x + 3 =-i\/10 x=2+i5vx=2-15
2x=-3+i10 v 2x=-3 —i\/10 2 _
_ 1L . 1: _ 41 _1: d 4x"+4x+7=0
x=-13 +3iJ10 v x=-13 - 3iJ/10 Qx+12-1+7=0
2x+1)*=-6

(2x + 1)2 = 6i2
+1=i/6 v 2x+1=-i/6
2x=-1+i/6 v 2x=-1-1i/6
x=-3+4J6 v2x=-1 -1i/6

© 2 2+0)-(10-51)=20—10i+ 10i - 5i>=20 +5=25
b 2+i)-2-i)=4-i?=4+1=5
3+20)-(3-20)=9-4i’=9+4=13
¢ (a+bi)-(c+di)=ac+ adi+ bci + bdi> = ac + adi + bci — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i

Bladzijde 46
O 2 2+5)+@E-6i)=6-1i

b (5-i)(5+1)=25-12=25+1=26

c Q+iP=4+4i+i2=4+4i—-1=3+4i

d i(6+7i)=6i+72=6i—7=-7+6i

e =i2i2-i=-1--1-i=1i

f (1+)6E-1)+@-)3+20)=6—i+6i—i2+9+6i—3i—22=6—1+6i+1+9+6i—3i+2=

18 + 8i

2 _ 2 1-i_2-2i_2-2i_2-2i_

= = = = 1—
o et A R
T = : 12 -
b 2-%31224?31%:21-?-231 =21 3=—Zi+3=3—2i
1 1 1 1 =
. 2+i:2+i.2+i:4+4i+i2:4+4i—1:3»+4i:1+§i
2—1 2-1i 2+i 4—i2 4+1 5 e
g 35 3+5i.12—5i:36—15i+60i—25i2:36+45i+25:61+45i:£+£i
12+5 12+5i 12-5i 144 — 25i2 144 + 25 169 169~ 169
. ) e e s A .
e 21 - 21 ..l 31221 6'1 =21+6=2l+6=%i+%=%+%i
1+31 1+31 1-31 1-92 1+9 10
3 6+9 2—i 12-6i+18i—9i2 12+12i+9 21+12i . .
f (2+3i)- = . = = = =41 +92
Bt " 9+1 2—i 4-i2 4+1 5 s 7ol

@ a 3+4i)P=9+24i+16i>=9+24i—16=-7+24i
b 3+i _ 3+i_3—4i:9—121+3i—4i2:9—9i+4:13—9izﬁ_ii
3441 3441 3-4i 9 —16i2 9+16 25 5 2
¢ Q+iP-Q-iP=4+4i+2-(4-4i+D)=4+4i+2-4+4i—i2=28i
d 2@ -it—-i)=-1-2-i—i2-2 —2-2-i)=-1-(-i— 1 —i)=-1-(-1-2i)= 1 +2i
5 _ 5 .2—3i:10—15i:10—15i:IO—lSi:m_lli
2+3i 2+43i 2-3i 4-9i2 4+9 13 3 3

f i+2+83+__ +i0=1—-1—-1+1+1—-1—-1+1+i—-1=-1+1
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Bladzijde 47
@ a+bi _a+bi c—di _ac—adi+bci—bdi* _ac—adi+bci+bd _ac+bd—(ad— bo)i
c+di c+di c—di c?—d*i? c? +d? 2 +d?

@ a (a+bi)a—bi)=a>—b*2=a’+ b is een reel getal.
b (3+4i)(3 —4i)=32+42=25
(100 = 2001)(100 + 200i) = 100 + 200> = 50000

z+z_a+tbita-bi_2a_ _
® a 3 - 7 =5 e Re(z)
z—Z a+tbi—(a—bi)) a+bi—a+bi 2bi ,
b= = 2 - 2i =5 - b=me)

=qg—bi=a+bi=z

—

c z=a+b

D az+n=a+bitct+di=atc+(b+d)i=a+tc—(b+d)i=a-bi+c—di=Z+5,
b z,°z,=(a+ bi): (¢ + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac — bd + (ad + bc)i = ac — bd — (ad + be)i ... (1)
Z,*5,=a+bi-c+di=(a—bi) (c—di)=ac— adi— bci + bdi> = ac — bd — (ad + bc)i ... (2)

Uit (1) en (2) volgt dat z, "z, =z, - Z,.
c(Z_l):(a+bi):(d0+bd—(ad—b6)i):(ac+bd_ad—bci):achbd ad—bci )
c+di cEtd? &+dE & +d e+dd &+dTT
Z)_a+bi_a—bi c+di _ac+adi—bci—bdi* _ac+bd+(ad—bc)i _ac+bd ad — be,
Z, c+di c—di ctdi c2+d? c2+d? ct+d* 2+dr

)

(2)

.4

Uit (1) en (2) volgt dat (1) -
Zy 5

D a G+3)=16+24i+912=16+24i— 9 =7 +24i =7 — 24i

b(4+3i):4+3i:4—31_2+i:8+4i—61—312:8—21+3:11—21221__zi
2+i 241 2-i 2+i 4—i2 4+ 12 5 508
3+4 3-4i

c —= -=1

3-41 3-4

10.2 Het complexe vlak

Bladzijde 49

D a y

AR, 1
B_Ae)
& X
o) 1 2

=(]
4
b [d] =215
5| = yiZ+32= 10
2| = 3T+ 8 =5
’3’ +‘Z‘ =\5+/10en ’?‘ =‘ZZ+5)‘ =5, dus er geldt niet ’3| +‘m =’3+Z’.
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¢ tan(a) =5 geeft a= 0,46
tan(f) = % =3 geeft f= 1,25
tan(Z( ¢, positieve x-as)) =1 geeft Z( €, positieve x-as) = 0,93
Bladzijde 51
@ a im
22
3i
Zy
2i
i
-2 -1 0 1 2 3 e

= V¥ = |5
o = E2P 3= T3

b z=z2+tg=1+2i-2+3Fi=-1+5i

Cc im

5i

W IUN
WA

\|

re

-2 -1 0 1

dz=z—2=1+2i—(2+3)=1+2i+2-3i=3-i

e im

Z

3i

/N

\ .

-2 -1 0 1 2 3
| \ .
-2 \
-3i

-z,
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f 25=Zl'zz=(1+2i)'(—2+3i)=—2+3i—4i+6i2=—2+3i—4i—6=—8—i
g |yonl = F8 =il = JERFF CI7 = V65
’Z1|:\/§en|zz‘:V(_2)2+32:\/ﬁgeeft|zl"’22|:\/g'\/ﬁz\/a-

Dus |z, -z, = |z] - |z].

@ ab,cd
Re(z) = Im(z) Re(z) + Im(z) =2 Re(z) —2Im(z) =4
Re(z)I 0 ‘ | Re(z)I 0 ‘ 2 Re(z)l 0] 4
Im(z)l 0 ‘ 1 Im(z)l 2 \ 0 Im(z) |—2‘ 0

im

4i

A Re(z) = Im(2)

Re(@z) + Imz) =2
2i
i
=2 = 0 2 3 4 5 ©
—i
=2i
=3i
Re(2) —|21m(z) =\4 Re(z) =4
|

@ a (Re(z))’ + (Im(z))> =4 dus || = 2.
Dit is de cirkel met middelpunt 0 en straal 2.

im

2i

re

N
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b z]=25
Dit is de cirkel met middelpunt 0 en straal 2,5.
im
e
/ 2i \

\ -2i /

¢ z-z2=2; geeft|z| = \/g= 1t
Dit is de cirkel met middelpunt 0 en straal 11

im

2i

[N

—2i
dz=z
a+bi=a-—bi
2bi=0
b=0
Im(z) =0
Dit 1s de reéle as.
im
2i
i
re
2 = 0 ; 2
—i
-0

Q@ z-z=(a+bi) (a—bi)=a>—bi?=a>+b>
2| = Va® + b2, dus |z = a® + b%.

Dus z-z =z
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@ |z,-z,| = [(a+bi)-(c +di)| = |ac +adi + bci + bdi?| = | ac — bd + (bc + ad)i| = \[(ac — bd)* + (bc + ad)? =

Ja*c? — 2abed + b2d? + b*c? + 2abed + a*d* = \Ja’c? + a?d® + b*c? + bXd? ... (1)

|z, + |z,| = la+bi| - [c +di| = a? + b2 [ + d* = \/(@* + BP)(c? + d?) = \Ja*? + a’d? + b + b?d? ... (2)

Uit (1) en (2) volgt |z, - z,| = |z;| - |2,].

Bladzijde 52
@ az=z-25=G+4)1+)=3+3i+4i+4i2=3+3i+4i—4=-
b im
23 s
7i

re

-2 -1 0 1 2 3

¢ Voor z; geldt: tan(g,;) =‘3—‘ geeft ¢, = 0,927.

Voor z, geldt: tan(p,) = % =1 geeft ¢, = 0,785.
Voor z; geldt: tan(gp;) = % =-7 geeft p; = 1,713.

Voor de draaiingshoeken geldt ¢, + ¢, = ¢;.

Bladzijde 54

® a im

2i i

re

9§ N

-3i N
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5i

4i

3i

2i

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

lz| =32 +22=13

angle(3 + 21) (TI) of Arg(3 + 2i) (Casio) geeft ¢ ~ 0,59

21 = JE2P 5= {29

angle(-2 + 51) (TT) of Arg(-2 + 51) (Casio) geeft ¢ = 1,95

2| =3 + (47 =25 =5

angle(-3 — 41) (TI) of Arg(-3 — 41) (Casio) geeft ¢ =-2,21

21 = IR = |17

angle(4 — 1) (TI) of Arg(4 — 1) (Casio) geeft ¢ ~-0,24

2i———d————F———= __T

re
0 1 2 2.3

2
tan(p) = 37== V3 geeft p =

Dus Arg(2+/3 +2i) = ..

De modulus is |z| =,/(2y/3)*+22= /16 =4.
im

re
-4 -3 -2 -1 y
¢

=2i

4 =4

tan(g) = % =1geeftp=-3n

Dus Arg(-4 — 4i) = 3.

De modulus is |z]| =+/(-4)2 + (-4)? = /32 =4./2.
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_3 \

tan(p) = % =B geeftp=-3n
Dus Arg(-1—iy3) = -2n

De modulus is |z] = [(-1)2+ (-3 )2=4=2. T S——

_3\/§

tan(p) = 3= geeftp = im
Dus Arg(3 —3i\3) =-in.

De modulus is |z| =/32+ (-3/3)*= /36 =6.

L~

T

c im d im

re re

~2 0 oNJ o 2 3

A% |

| . . 1

I —i —i }

| 1

/ | \ :

A S -3 2 \ :

\ :

1

—-3i i

1

i

i

1

1

L
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b im

3i

2i

i

-1 0 1 2 3 4 5

=i

=2i

=3i

Re(z) =2 Re(z) =4

a |z+2|=11s de cirkel met middelpunt -2 en straal 1.

re

im
2i
lz+2]=1 )
i
-3 -2 -1 0
Z —i
-2i

Im(z) =1

b |z — 21| =3 is de cirkel met

middelpunt 21 en straal 3.

re

Im(z) =-2

re

|z - 2i| = ;/ /j \\@
AN RN
\
_3\\ — oI 2 // 3
A
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c

im

z— 1 — 21| =3 is de cirkel met middelpunt 1 + 2i en straal 3.

|z—1—2i|:3//

5i{_—

\ Arg2) =1

/1.

2i

/1|

e

=i

m

d |z+2 —1]=21s de cirkel met middelpunt -2 + 1 en straal 2.

Argiz+2-i)=2g

L

3i

re

S~

:
N
o

1

\o\_.

z+2-i|=2

3i
\ 1z =3
2i \\
[
0 2 3
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5i

4i

3i

2i

re

/
=2i
=5
-3i il
—4i
\\ //
-5i
Cc im
4i

-4 -3 -2 -1 0 2 3 4

\ /
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5i

4i

3i

1z|=5

\

re

10.3 Poolcoodrdinaten en de formule van Euler

Bladzijde 56

@ 0P 2+ 3= T3
tan(a) = % geeft o = 0,983
Bladzijde 57

€ x,=rcos(9) =2cos(in) =2-
y,=rsin(@) = 2sm(én) 2+
Dus 4(1/3, 1).
xz=rcos(d) =2cos(3n) =2--1 =-1
yp=rsin(@) =2sin(¢n) =2-13=3
Dus B(-1, 3).

ABO) |

r=3
tan(6) = %= 0geeftd=0
Dus A4(3, 0).

48 Hoofdstuk 10

xc=rcos(d)=4cos(-3n) =4--1\2=-2,2
ye=rsin(@) =4sin(im) =4--32=-2\2

Dus C(-242,-24/2).

xp=rcos(f) =4cos(-in)=4--

2\5

NI'—“

=

yp=rcos(0) = 4sm(——n) -
Dus D(-24/3,-2).

B(4,0)

Y ’

7= 4
0=in
Dus B(4, 2712)
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yd

1 =/ -2
D(-24/3, -2)
-3
C(@,-3)
| r= 237+ (-27 = Ji6=4
tan(@) = e V3 geeft@=-2n

r=JFT (3P =18=3/2 ks

= _3
tan(6) = ?3 =-1geeft0=-;n Dus D(4, ~4x).

Dus C(3/2,-1n).

@ y

\L .
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[
a

s
v 4
By
N\
[URE o)

z

9
\ re

|
|
|
|
—|1 0

tan(g) = %= -1 geeftp=23n
Dus Arg(z) = Arg(-1 +1) = %n.

De modulus is |z]| = [-1 +i| = /(-1)2+ 12 = /2.

b De poolcoordinaten (7, @) van het punt P zijn
* de afstand » van P tot O

* de draaiingshoek @ van het lijnstuk OP met -7t < 0 <.

De afstand van z tot O is /2 en de draaiingshoek van z is 37.

Dus je hebt in vraag a de poolcoordinaten van z berekend.

Bladzijde 58

€D a |z| = /42 +(-3)2=5enarg(z) =-0,64

Dus z = 5(cos(-0,64) + 1sin(-0,64)).

b |z] =\122+52=13 en arg(z) = 0,39
Dus z = 13(c0s(0,39) + 1s1in(0,39)).

Da

10—~~~ ——

5i

tan(¢p) = % =1geeftp=in

|z| = /102 +102 = /200 = 102

Dus z = 10,/2(cos(1n) + isin(1n)).

50 Hoofdstuk 10

¢ |z| = JCVBY + (-2)? = 7 en arg(z) ~-2,28

Dus z = \/7(cos(-2,28) + isin(-2,28)).

d |z] =22+ (-\/5)> =3 en arg(z) 0,84

Dus z = 3(cos(-0,84) + 1sin(-0,84)).

re

Dus z = 3(cos(0) + isin(0)).
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4i

re

2i

re

0 - —6i \
I e
z|=5

Dus z = 5(cos(1n) +isin(in)). _

. ’ : tan(go)=6T\/§=— 3 geeftp =-in
| |2l = /62 + (-6y3) =
K“" Dus z = 12(cos(-1x) + 1s1n(—%1r)).

! l=d 1= 4 =i i+l .
5 o o © fo=——=—"""=—"7"7 1 =-1-1

N - -3i \\ i

1 | 5
tan(p) = —==-33 geeftp =32n
_\/§ =l y re
|z = JeB +12=2 | ?

Dus z=2(cos(3n) +isin(3n)). zZ[ i

tan(p) = % =1geeftp=-3n

|z| = VEDZ+ 1) =2
Dus z = 2(cos(-2x) +isin(-3x)).
Bladzijde 59
(37 ) Re(z)=3cos(};n)=3-%\ﬁ= 1343
Im(z) =3sin(in) =3-1 =1}
b a=Re(z)=13\3enb=Im(z) = 13, dus z= 11 /3 + 11i.

=4(cos(3m) +isin(3m)) =4(3 +3iV3) =2 +2i3
bz 5(cos(%n)+1sm(%n))=5(“ 2+Liy2) =-212 + 242
¢ z=6(cos(-gn) +isin(-3x)) = 6(-3/3 — i) =-3y3 - 3i
d z=8(cos(—é ) +isin(-Ln)) =8(1v3 —1i) =43 —4i
@ a || =57 +32= 34 enarg(z) = 0,54

Dus z, = \/34(cos(0,54) + isin(0,54)).

|z,] =\J(-2)*+32= /13 en arg(z) = 2,16

Dus z, = \/13(co0s(2,16) + isin(2,16)).

COosS

COsS
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= =5 J re
(4

=2i

7, -4

tan(p) = 3 =1geeftp=-3n
5] =P+ (42 =42

Dus z; = 4\2(cos(-3n) + isin(-27)).

im
0 2 4 6 re
\ﬁ |
— =2i ~ :
I
__2i_\/3 __________ xl‘%
-24/3
tan(g) = 23 -1\3 geeftp=-¢n

6
EA =m=4\/§
Dus z, = 4/3(cos(-ix) +isin(-in
e 2= 3(cos(tn) +isin(}x)) = 3(2

).

Pk
= 4(cos(-13m) +isin(-13n)) =4 (-3 +1i ) —2+2i\/§
dz =( s(-In) +isin(-in)) =2(L - 1iy3) =1-iy3
D a f(0)=c"=1 }a:1
f0)=ay+0+0+0+..=q,[ ™
b f(0)=e’=1 ~
f'(0)=a1+0+0+___:a1}a1—1

c f”(x)=e"enf”(x)=2a2+3-2-a3x+4-3-a4x2+5-4-a5x3+...
f"(0)=1en f"(0) =2a, geeft 2a,=1, dus a, =
f3(x)=exenf3(x)=3-2-a3+4-3-2-a4x+5-4-3-2-a5x2+
/3(0)=1en f3(0) = 6a, geeft 6a; =1, dus a; =
f4(x)=e"enf4(x)=4-3-2-a4+5-4-3-2-a5x+...
Sf40)=1en f40)=24a, geeft 24a,=1, dus a, =
f5(x)=e"enf5(x)=5-4-3-2-a5+6-5-4-3-2-a6x+...
£3(0)=1en £3(0) = 120as geeft 120as = 1, dus as = 13;-

d Er geldt steeds n!-a, =1 ofwel a, = —

1
6!

Dus a4 =
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@ a 1(0)=sin(0)=0 ~0
f0)=a,+0+0+0+...=q,f %
b £'(0)=cos(0) =1 i
[0 =a,+0+0+...=a [“
¢ f"(x)=-sin(x)en f"(x)=2a,+3-2-ax+4-3-ax*+5-4-ax3 + ...
£"(0)=0en f"(0) = 2a, geeft 2a, =0, dus a, = 0.
S3x)=-cos(x)en f3(x)=3-2-a;+4-3-2-ax+5-4-3-2-ax>+ ...
£3(0)=-1en f%0) = 6a, geeft 6a;=-1, dus a; = .
SHx)=sin(x) en f4x)=4-3-2-a,+5-4-3-2-ax+ ...
f40)=0en f40) =24a, geeft 24a,=0, dus a, = 0.
1
f%k#mblgﬁ%:§=ﬁ.
£6(0) =1"(0) = 0 geeft a, = 60' 0.
1
fﬁm)=f%0)=—1gwﬂa7=7r=—5m.
dﬁﬂ%m=f%®=0g%ﬂam=ﬁ%=0
0
f]OO(O) :f(O) =0 geeft A0 = 100! =0.
f“%0)=f%0)=—lgediawz=i§?
_1'
27 ) :_1 ==
S7(0) =130) =1 geeftay = .
Bladzijde 61

O® -

(ixy? (0 (0 (2)°  @(x)° (0]
200 31 4 st 6T

_|._

e¥=1+ix+

1242 1343 1444 i5x5 i6x6 i7x7

i 1 1
BTN S8 b e A - Lo L 1
o3 A s el T
1242 2 3 2.72.44 272 D 2t 212 6 2.72.32 7
1% 1=eX L= L =X = o= 0 X | [ o [ 15215015 %
=1l+ix+——+ + i+
3! 41 5! 6! 7!

—y2 _43

X X X X . 5
=l4ix+—+ i+ it i+

2131 4 51 6l T

2 X3. x4 x5 x6 7

x
—1+1x—§—3—' ‘i‘4—!+§1—a—F
2 4 6 3 5 i 3 5 7
cos(x)=1—%+Z—‘—%+...enisin(x)='(x—§—'+% )7(' ):ix_g_'iJr%i_%iJr
2 &, . P F W

TP . . _x
cos(x) +isin(x) =1 +1x —Sp— o+t od— =i

Dus e = cos(x) + isin(x).
z=4em=4(cos(in) +isin(in)) =4(1 2 +Liy2) =242 +2iy2
Sele = 3(cos(i) +isin({) = VB33 ) = 14 + i

z=e¢™ = cos(m) + isin(n) = -1

|z| = J12+ 12 = 2 en arg(z) = 17 geeft z = \2ei™

|z| =5 en arg(z) = m geeft z=Se™

lz| = (\B)z +12=2enarg(z) = én geeft z= 2eem
z=35el=5(cos(1) +isin(1)) = 5cos(1) + Sisin(1) = 2,70 + 4 21i

z=-4¢3 =-4(cos(3) +isin(3)) = -4 cos(3) — 4isin(3) = 3,96 — 0,561
z=me ' =n(cos(-1) +isin(-1)) =mcos(-1) + misin(-1) = 1,70 — 2,64i

© Noordhoff Uitgevers bv

Complexe getallen

53




Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

@ a |z|=/52+22=29 enarg(z) = 0,38 geeft z = /29¢ %
b |z|=+/(-1)2+22=/5 en arg(z) = 2,03 geeft z ~ \/5e 203
¢ |z1=/(J2) + (V3) = V5 en arg(z) ~ 0,89 geeft = /50
Bladzijde 62

@ a e™+1=cos(m)+isin(m) +1=-1+1i-0+1=0Kklopt.

b e%“f =cos(in) +isin(in) =0+i-1=i, dus eé"f —i=0.
e =cos(2m) +isin(2n)=1+i-0=1,duse®™ —1=0.

@ a z=5em=5(cos(in) +isin(in)) =5(% +1iy3) =21 +2Liy3
b |z| = \/W =4 en arg(z) =-L1m geeft z=4¢7m
¢ z=6¢%=6(cos(4) +isin(4)) = 6cos(4) + 6isin(4) =-3,92 — 4,54i
d |z| =/(-3)2+42=5en arg(z) = 2,21 geeft z= 522l

@ a e'*=cos(x) +isin(x) en e ¥ = cos(-x) + isin(-x) = cos(x) — isin(x) geeft
e'¥ — e ¥ = cos(x) + isin(x) — (cos(x) — isin(x)) = cos(x) + isin(x) — cos(x) + isin(x) = 2isin(x),

i =in
(5]

2i
- = 2 o . eix + e*ix
b e+ e™ = cos(x) + isin(x) + cos(x) — isin(x) = 2 cos(x), dus cos(x) = —

dus sin(x) =

@ a sin(x) = 2 geeft
elx — e’l.\‘
-z T = 2
er—e=4
Stel e'* = u.

u—l=4i
u

D=(-4i2-4-1--1=16i2+4=-16+4=-12= 12i2

4i + 1212 4i — 1212
U=y Ve T,

4i+2i3 4i—-2i\3
- 2 '*r 3
u=2i+i\3 vu=2-13
eir=2{+i\3 velr=2i—i3
ix=In(2i+iy3) v ix=1In(2i—iy/3)
i%=iln(2i+iy3) v i2x=iln(2i —i\/3)
-x=iln(2i +i3) v ~x=iIn(2i - i/3)
x=-iln(2i+iy/3) v x=-iln(2i - iy3)

u

u

10.4 Complexe e-machten en complexe wortels

Bladzijde 64
@ a (1+i2=1+2i+2=1+2i—-1=2i
(1+i)*=Qi)?=4i2=-4

b [1+i| =12+ 12=\2enarg(l +i)=1n, dus 1 +i=2eim.
¢ (V2eim)* = (y2)*- (ein)* = 4em = 4(cos(m) + isin(n)) = 4cos(m) + 4isin(m) =4--1 +4i-0=-4
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Bladzijde 65 6
@ a 1—i=2e7m, dusz=(1-i)0=(J2e ™) =8elim
b 1+i=2een3—3iy3=6em, dusz=(1+1)(3—3iy3)=2eim 6e7m=6\2e 1M
4+4l\/§ Se;"‘i -
. i ae?
\/§_1 2 e 6mi
. » . 1 1
d 5+5i=5\2eim dus (5+5i)3 = (52eim)> = = = g™
f ( ) ( \/> ) (5\/764’”)3 250\/5631“ 250\/§
e 2\3+2i=4esm en2—2i3 =4e>m, dus (243 +2i)(2 —2iy/3)  =4deim- (de ) =4eim - Lein=Lein
(3v3-3i)° _ (6e)" _36em _ gl

23 +2i feori 4eim

4+4i\3= 8esm en 3-i= 2em dus

(]

f 33 —3i=6¢e7%men 23 +2i=4e™ dus

@ a [2+3i| =13, dus |2+ 3i)| = (VI3)* = 16913
Met de GR krijg je z= (2 + 3i)’ = 169/13¢ 137
b De GR geeftz= (1 +4i)(4 —i) = 17¢ 08
_2__4i~ -1,57i
¢ De GR geeftz= T ~Je ]

d [3-iy3] =243, dus (3 -iy3)™| (2()4_(2()4 T

Met de GR krijgjez= (3 —iy/3) " = ;209
e [2—i|=+5en |3 +i| =10, dus

Q-G+ =12 -1 13 +1)? = (V5)- (VI0)* =505

Met de GR krijg je z= (2 —i)*- (3 +1)> = 50/5e 075,
(1+5i)*
(1—5i)?
@ az=B3+i=2em

z =—2-§—2i\/7=4e§’Ti

z,°2zy=2eM- 4¢3 =8eim

f De GR geeftz=

~ 1 a142i
=~ 1355e %4,

Dus |z, z,| =8 enarg(z, ' z,) =

b z;=3cos(-3xi) +isin(-3ni), dus |z3| =3 en arg(z;) = -3, dus z; = 3e ¥,

2,02y =2eim 3o i = 6o T

Dus |z, -z3| =6 enarg(z, z;) = —%n‘

@ a V2+iy2=2ei" dusz=eim+\2+iy2 =eim+2eim =3eim
b 1+iy3=2e dusz=1+1i/3— e =2eim —¢im= ¢
¢ 23 -2i=4e%m dusz= (23 —2i)* - 10e 5 = (4em)’ — 10e 57 = 16e ™ — [0e 5™ = e i™
(1+0)° _ (V2eim)® _getn

d 1+i=y2em, dusz="7 2 ="" =" - =2e
Bladzijde 66
@ a Er bestaat een lineair verband tussen u, en de twee voorafgaande termen u,_, en , _,, dus je hebt

met een lineaire differentievergelijking van de tweede orde te maken.

b Stel u,=g".
Substitutie van u, = g" in u, = 2u,_, — 4u, _, geeft g"=2""1—4g" 2 ofwel g" — 2g" "1 +4g"2=0.
Delen door g” ~ 2 geeft vervolgens de karakteristieke vergelijking g —2g + 4 = 0.
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—2g+4=0

(g—1)72-1+4=0
(g—17=-3
(g— 1) =3
g-1=i\B3vg-1=-i\3
g=1+1\3vg=1-i3

d ‘1+i\/§’ =2enarg(l +i\/3) =1
’1—1\/5‘ =2enarg(l—i\/§)=—-

Dus g =2(cos(in) +isin(in)) v g=2(cos(-in) +isin(-in)).

Bladzijde 67
@ a Substitutie van u, = g" in u,=2\/3 u,_, — 4u,_, geeft

gt —-23-g+4=0
(=) -av4m0
(g-V3)'=

(g-V3) =i
g=\3=ivg—\3=-i
g=V3+ivg=\3-i

VB +il =2 en arglyB+i) =1n
u, = (Acos(Lnn) + Bsin(Lnn)) -2

u,=4geeft4=4

= V3 geeft (A'é\/gJ“B'i)'z:\/gof\wl\/g'AJrB:\/§}A=4enB=—3\5

Dus u, = (4cos(%7tn) — 3ﬁsin(énn)) 2%,
b Substitutie vanv, =g"inv,=-4v,_, —16v,_, geeft
g*+4g+16=0
(g+2)-4+16=0
(g+2)?2=-12
(g+2)2= 12i2
g+2=2iBvg+2=-2i3
g=-2+2i3vg=-2-2i3

|2+21\/7| 4 enarg(-2 +2iy3) = in
v, = (4cos(}nn) + Bsin(3nn)) - 47
vo=1geeft4=1
v, =2geeft (4--1 + B-1/3) -4 =2 ofwel -24 +2\/3-B=2
Dus v, = (cos(2mn) +2/3sin(2mn)) - 4”.
Bladzijde 68
@ a Substitutie van u, = g" nu, = -6u, _
g?+6g+12=0
(g+3)2-9+12=0
(g+3=-3
(g+3)=3i2
g+3=if3vg+3=-i3
g=-3+i3vg=-3-i3
|—3+i\/_| =23 enarg(-3+iy3) =3n
(Acos(énn)+Bsm( n)) - (2y/3)"

u,=1geeft4=1

,— 12u,_, geeft

}A=lenB

=443

_ _ 11
u1:1geeft(A-—;—\B+B-§).2\/§:1ofwe1—3A+¢§-B=1}A LenB=153

Dus u, = (cos(3mn) + 113 sin(3nn)) - (24/3)".
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b Substitutie van x, = g" in x, = -3x, _, geeft

= (Acos(4nn) + Bsin(inn))- (1)
=16geeft4=16
x1—12geeft(A 0+B-1)-1 =12 ofwel B=24
Dus x, = (16cos(1mn) +24s1n(21rn)) (1),

@ a - 2xn 1+4yn lgeeftxn+l 2-x +4yn}
y :_x 2yn 1
Xp+17= 2xn+4( Xn— 2yn*1)
Xn+1= _2n 4xn 1 2‘4yn*1 }
X __2xn l+4yn*1geeﬂ4yn*l=xn+2xn*l
Xn+1= 2xn 4xn 1_2'(xn+2xnfl)
Xp+1= -2x Xy 4xn 1_2xn_4xn*1
Xn+1= 4xn 8'xn 1
x,=~4x,_,—8x,_,
b Substitutie van x, = g" in x,, =-4x,_, — 8x,_, geeft
g*+4g+8=0
(g+2)2-4+8=0
(g+2)>=-4
(g +2)?=4i?

g+t2=2ivg+2=-2i

g=-2+2ivg=-2-2i

-2 +2i| =22 en arg(-2 + 2i) =37

x, = (Acos(3mn) + Bsin(3mn)) - (24/2)"
x,=2eny,=3geeftx;=-2-2+4-3=8

x,=2geeft4=2

x, =8 geeft (4:-1\2+ B-1\2) 22 =8 ofwel -24 + 2B =8

Dus x, = (2cos(3mn) + 6sin(37n)) - (242)".

}A=2enB=6

yn:_xnfl_zyn*lgeeftynJrl:_xn_zyn

xn:_zxn*l+4yn*1
yn+1:_xn_2y11:_(_2xn*1+4yn*1)_2yn:2xn*1_4yn*1_2yn
yn+1:2xn—1_4yn—l_2yn
yn:_xnfl_zynflgeeftxnfl:_yn_zynfl

Yn+17 2(yn 2yn*l)_4ynfl_2yn

Yne1= 2y,1 Yyt =4~ 2,

Vi 1= "4y — 8y

Yn= ‘4yn—1 — 8,2

Dus y, = (4 cos(%nn) + Bsin(%nn))- (232).
x,=2eny,=3geefty, =-2—-2-3=-8

Yo=3geeft4=3

y, =-8 geeft (4--3\2+B-12) 22 =-8 ofwel -24 + 2B=-8

Dus y, = (3cos(3an) — sin(3nn)) - (242)".

@ a |\3+i|=2enarg(\3+i)="ln dus

(V3 +i) = (2eem)’ =8exm = 8(cos(Ln) + isin(1x)) = 8cos(in) + Sisin(1x) = 8i

| \/§+1| —2enarg \f+1) 27, dus

(-V3+ 1) = (2e€’“) = 8e%m = 8(cos(2in) + isin(2Ln)) = 8cos(2Ln) + Sisin(2in) = 8i
(-2i) =-8i =-8i2i = 8i

}A=3enB=—1
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b 2=8igeeftz=\3+ivz=-\3+ivz=-2i

¢ 2em=2(cos(in) +isin(in)) =2cos(ix) + 2isin(in) =2- %ﬂ+2i-%=\/§+i
2¢%m =12 (cos(2in) + isin(2Ln)) =2cos(2Ln) + 2isin(2in) =2-1 3 +2i-L = 3 +i
d 2eim=2(cos(2n) +isin(Zn)) = 2cos(3n) + 2isin(in) =2} 3+2i-%=— 3+1
2e%m =2(cos(23m) +isin(23n)) =2cos(23n) + 2isin(2in) =2- -1\ B +2i-L =-\3+i

Dus 2ei™ =2e%™.
e |-2ij=2en arg(—zi) =-in

. 1.
-21= zef—m 2el T — 26357“

Bladzijde 70
P =L a.ls
@ a-1)2=1+1i3
(z- 1)2: e§ni+k-2m
-] =estithn
z—l=eimyvz—]=gem
1l a_1l:,__1_1 1
z—1=-3\3-livz-1=1}3+1%i
z=1—% 3—%ivz=1+% 3+I§j
b (z—1-i)=-i
(7_1_i)2_e,ni+k2ni
-_1_1—64ﬂ1+k7[1

z—1-i=12-1li2vz-1-i=-1\2+1i\2
z=1+3 2+i—%i 2vz=1-12+i+liy2

=1+32+(1-32)ivz=1-12+ (1 +12)i
¢ arg(z®) =arg(27) = 0 dus één van de oplossingen heeft als argument 0.
|23| = 27| = 27 geeft |z| = 3, dus de straal van de cirkel is 3.

. 2
De argumenten verschillen steeds ?ﬂ = %n van elkaar.

De oplossing is z=3 vz=-13+ 1}i\Bvz=-1; - 13i{/3.
d arg(z*) = arg(-81) =m, dus één van de oplossingen heeft als argument ;7.
Iz*] = |-81| = 81 geeft |z| = 3, dus de straal van de cirkel is 3.

: 2n
De argumenten verschillen steeds i 1 van elkaar.

De oplossing is z= 132 + 13iy2 v z=-13\2+ 13i\2 v z=-132 - 13iy2 v z= 132 - 13i2.
@ a 2+iduslosop z2=2+i

22 \[5e046i + ko ni
= 1,5060,23i+k-ni
z=1,50e 2 v z= 1,50e%23i
Dus 2 +1~1,50e2%1 v {2 +i=1,50¢0%.
b -4+3i, duslosop z2=-4+3i
22 = § @2.50i + k- 2mi
Zz2’24el,25i+k~ni
z=224e 8%y 222 24e 125
Dus -4 +31=2.24e ¥ v (-4 +31=224e' 25
¢ J-6+3i, duslosop z3=-6+3i
2 45268+ k- 2mi
P 1,8960,89i+k~§7:i
z=1,89e 120y z=189e08i 2= 1 89e2%%
Dus 3-6+3i= 1,89 120 v 3-6+3i~1,89e"% v -6 + 3i~ 1,89e2%.
d /10, dus los op z4=10
A= loek'zm
z=1,78ekm
z=1,78e 157y z= 1,78 v z= 1,78e 157 v z= 1,78 314

Dus 410~ 1,78¢ 57 v #10~1,78 v 410~ 1,78¢ -7 v 410~ 1,78¢314.
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® a -5i, dus los op 22 =-5i

arg(z?) = arg(-51) = -3, dus één van de oplossingen heeft als argument -§.
|22| = [-5i] = 5 geeft [h| = /5, dus de straal van de cirkel is /5.

De argumenten verschillen steeds 27“ =T
De oplossing is 2 = /3 (12 ~ Jiv2) =110~ JiyT0 v 2= y5(-}y2 + }iy/2) =110 + JiyT0.
Dusﬁ=%m—51\/>0vﬁ=—§r+%lr.

| - Y = (9 alai) Tl 2 L o-lai
b1+i\/§ (1+iy3)" = (2e) " =1e

,_ 1

T 1+i3

2 _%e—§m+k-zm

8]

1
1+i\/§,duslosop
Z:%ﬁe{niﬂpm
Zzl\/“efgmvz:l\/’egm
2_2\/_( \/__*)V"_z\/i(z 3+3 1)
ZZ\f—El 2VZ=—~\/7+*1\/_

z
1 =1 _ 1 =
us\,1+i\/§.—4\5 e 2V\/1+\/—_ V6 + V2.

¢ J-2+2i,duslosop zZ3=-2+2i
3= zﬁe%niJrk-Zni
“:\/Ee};ni+k~§ni
z=\2e M v z=2eim v z=\2¢un
z=12(cos(-5m) +isin(-5m)) vz =2 (532 +5iV2) v z= J2(cos(jzn) +isin(i7))
z=\2cos(-Fn) +iy2sin(-3m) v z=1+i v z=2cos(¥n) +iy2sin(Ln)
Dus 3-2 +2i=2cos(-37) +iy2sin(-51) v -2 +2i=1+i v -2 +2i=2cos(Ln) + iy2sin(Lx).

d -8+ 8iy/3, dus los op z*=-8 + 8i\/3

A= 16eimi+k m
z=Desmi+kimi
z=2eimy z=2¢ My z=2¢iMy s =2eim
z=2(-}\3-4) vz=2(} -1iy3) vz=2(} 3 +1i) v z=2(-1 +1i3)
z=-BB-ivz=1-iBvz=B+ivz=-1+i3
us §-8+8i\3=-3-iv §8+8i\3=1-i3 v §-8+8i\3=3+iv §-8+8i/3=-1+i3.

@ a arg(z?) =arg(-4i) = —%n, dus één van de oplossingen heeft als argument —%n.
|22| = |-4i| = 4 geeft |z| = 2, dus de straal van de cirkel is 2.

. 2
De argumenten verschillen steeds 77[ =T.

De oplossing is z=2 ({2 -1iy2) =2 -iy2 v z=2(-} 2 +1i2) =- 2 +i2.
b arg(z°) = arg(-64) =, dus één van de oplossingen heeft als argument én.
Iz = [-64| = 64 geeft |z| = 2, dus de straal van de cirkel is 2.

: 2z
De argumenten verschillen steeds i Im.

Deoplossingisz=3+ivz=2ivz=-3+ivz=-3-ivz=-2ivz=3-i

¢ Z2-4z+4=1-1i3
(Z_ 2)2 — efgmek 2mi
z—D=gsmtkm
z—2=¢mfiyz—2=¢om
z—-2=43-livz-2=-1,3+1i
=2+1\3-livz=2-13+1i
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d z2-6z+10=143
(z=32-9+10=iy3
(z-3)2=-1+i\3
(2_3)2:26§m+k.2m
Z_3Zﬁeg—m+k~ni
z=3=\2e M vz—3=2¢m
2=3=\2(} ~$iv3) v z-3 =2} +1iV3)
z=3=3\2-3i6 vz-3=32+1i/6
z=3—32—3i\6 vz=3+32+3i\/6

10.5 Krachten en snelheden met complexe getallen

Bladzijde 72

Da

Z

Zi+2,

40i v

N/

/ /
20i //
o re
0 20 40 60 80~ 100 120 140
—-20i
2y
—40i

b lengte ~ 8,25 cm dus |z, + z,| = 165.
hoek ~ 14°

¢ |z; +2,| =160 + 40i| = 165
arg(z, + z,) = arg(160 + 401) = 14°

Bladzijde 73 N
@ Bij de krachten Fi, F5, F; en F, horen de complexe getallen
z, =120
z, =250(cos(35°) + isin(35°))
23 =200(cos(100°) + isin(100°))
z, = 180(cos(170°) + isin(170°))
De GR geeft |z, +z, +z3 + z,| = 388 en arg(z, +z, +z; +z,) = 73°.

De resultante heeft een grootte van ongeveer 388 N en maakt een hoek van 73° met de horizontale as.

@ Bij de krachten I;; f: en IE; horen de complexe getallen
z,=-2001
z, =300(cos(25°) + isin(25°))
z,=300(cos(70°) + isin(70°))
en z,.
z=z1+tz,tz,dusz, =z, —z,—z,
De GR geeft |z, —z; —z,| = 393 en arg(z, — z; — z,) = 115°.

Dus de grootte van 1?2 1s 393 N en de hoek a = 180° — 115° = 65°.
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= -

@ Bij de krachten 13; }?1, F, en F, horen de complexe getallen
z,=-5001
2, =300(cos(200°) + 1sin(200°))
2, = 150(cos(-40°) + isin(-40°))
en z,.
z,+z;+z,+z=0geeftz,=-z,—z,—z,
De GR geeft |-z, —z; — 2,/ = 719 en arg(-z, — z; — z,) = 77°.

Dus de grootte van 1'?t ~719 Nena=90°—77°=13°

Bladzijde 74
@ Bij de snelheden horen de complexe getallen
z, =4(cos(-155°) + isin(-155°)) en z, = 3i.
De GR geeft |z, + z,| = 3,9 en arg(z, +z,) = 160°.
De resulterende snelheid is 3,9 km/uur en de koers is 290°.

@ Bij de snelheden horen de complexe getallen
z,, = 50(cos(45°) +1sin(45°)) en
z, = 250(cos(-80°) + isin(-80°)).
De GR geeft |z, + z,| = 225,08.

Het vliegtuig doet er 1000 4,443 uur = 4 uur en 27 minuten over.
225,08
@ Z4
20
40° 200 22

Bij de snelheden horen de complexe getallen

z, =20(cos(140°) + isin(140°))

z, =200 en z;.

zy+zy=2z,dus z; =2z, — z;

De GR geeft |z, — z,| = 216.

De snelheid van het vliegtuig is 216 km/uur ten opzichte van de omringende lucht.

Diagnostische toets
Bladzijde 76
O a2 1+2i=dx-2+4i ¢ xX2—4x+10=0

2x=-1+2i (x—22-4+10=0
x=3—i x—2)%2=-6

b 2x+12+9=0 (x —2)2=6i2
2x+1)2=-9 x—2=i/6 vx—2=-i/6
(2x+1)2=9i2 x=2+i6 vx=2-i/6
2x+1=3iv2x+1=-3i d 4x2+16x+17=0
2x=-1+3iv2x=-1-3i 2x+4)>-16+17=0
x=-1+livx=-1-1i (2x+4)2=-1

(2x+4)2=i2

2x+4=1v2x+4=-i
x=-4+1v 2x=-4-1
r=-2+H vr=2L2—zi

©Q2:=Q2-)-(5-8)=2-i-5+8i=-3+7i
b z=(6—-20)3+2i)=18+12i—6i—4i2=18+ 121 —6i +4=22+6i
__3-i_3-i4-i_12-3i-4i+i?_12-3i-4i-1_11-7i
4+1 4+i 4-i 16 —i2 16+ 1 17 !
,_2-5i_2-5i i 2i-5i%_2i+5_
6 6i i 6i? -6 6

—

1

[~

1

=)
~

=L
31
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e z=(2-31)2=4-12i+917=4—12i—9
2-1 _2+i 2-3i_4-6i+2i-3i2_4-6i+2i+3 _T-4i_,

5-12i=-5+12

T3 2+3i2-31 4-9i2 4+9 13
Qa im
2i
L |
e N
—2\ -1 0 1 /2 e
\ " /
N_ |
=2i
Re) | 0 | 1
Im(z)l 0 | -1
; : m
Re(2) + Im(z) =0
2i
i
re
-2 -1 0 2
=2i
© Re@| 0 | 2
me) | 2 | o
im
2i
Re(2) =2 - Im(2)
i
re
-2 -1 0 2
=2i
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d z-z=10 geeft |z) = /10
Dit is de cirkel met middelpunt 0 en straal \/10.

m

3i

/ . N\

re

N - /

\QD

re
-2 -1 0

tan(gp) = %= -1 geeftp=2n
Dus Arg(-2 +2i) = 3.
De modulus is |z| = \/(-2)2 + 22 = /8 =2,/2.

b im

re

-2 -1 j
]

7

A o

ZIT/____ ————— -2i\/3

_2\/§

tan(p) === 3 geeft ¢ = 3n

Dus Arg(-2 — 2iy/3) = =21,

De modulus is |z| = ,/(-2)2 + (-24/3)? = 16 = 4.
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——=2i

—=3i

@ =-3m, dus Arg(-3i) =-im.
De modulus is |z| = 3.

@

L 9 ™.

L g8l ___3

NT—

Dus Arg(2+/3 — 3i) = ~4m.
De modulus is |z| = ,/(3+/3)” + (-3)2= /36 = 6.

z—1—1]=11is de cirkel met middelpunt 1 + 1 en straal 1.

(5 JP

im

2i

dh
|/

=2 -1 0 1 2

re

=2i
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b im

Re(z) = 1 /

2i
AR =tx A7
Re(z) =4
i A /

/
0 1 P 3 7 e
P g

<
Y Arg(2) ?%\n\\

¢ z:2=9 A Im(z) =2 geeft 2| =3 A Im(z)=2

m

=

A

— |

2i

I\

N Im(z) =2

v
/

re

N
\

-2i

4i

3i

N

/L)

1

L7 T N
NN EERN
T
NIRRT,
ARy

NN
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O 2 2= /52+(-122=13 enarg(z) =~ -1,18

Dus z = 13(cos(-1,18) + isin(-1,18)).

b |z = W =3 en arg(z) ~-0,73
Dus z = 3(cos(-0,73) + 1sin(-0,73)).

¢ |z21=\22+42=25enarg(z) = 1,11
Dusz= 2\/§(cos(1,11) +1sin(1,11)).

d |z2/=/(-}) + (-y2)* =1} enarg(z) = -1,91
Dus z = 11(cos(-1,91) + isin(-1,91)).

@ 2 z=3(cos(?n) +isin(3n)) =3(-1 +1iy3) =-1 + i3
b z=22(cos(in) +isin(in)) =22(3v2 +1iy2) =2 +2i

© 2 z=10em=10(cos(in) +isin(in)) =10(} +1iy3) =5+5iy3
b z=6e:m=6(cos(in) +isin(ix)) =6(0 +1i)=6i
¢ z=—3-=3ci=3(cos(tn) +isin(in) =353+ 4i) = 113 + 1L

e*g‘nl

© a |2/ =37+32=32enarg(z) = in geeft - = 3\ 2¢s™

b |z =2 enarg(z) =m geeft z =2e™

¢ o= \/(;—\/5)2 + (-1y2)* =1 en arg(z) = -im geeft z = e"™

Bladzijde 77
@ a 3-3i3=6e="en1+i=12e, dusz=(3-3iy3)(1 +i)=6e3™ \2eim =62¢ "
C(1+iP (2ew) 22
| 4_ il _i)4T (\Pe-gm)‘t; 4em 1
¢ 3-iy3=2\Be%m dusz=(3—-iy3)*=(23ewm) " = N g
d eim=cos(-in) +isin(-in) =12 -liy2, dus z=e ™ -1\ 2 +iy2 =12 -liy2-L\2 +iy2=1iy2=12esm
e 3+i=2eim dusz= ({3 +i) - 6eim = (2eim) — 6eim =4eim — feiti=-2eim

L . 2420 (242eiM)  162ein ,
D f 2+2i=2ﬁe3’“en1—i=\/§e’5’”,dusz=( ) =( 428 ) = y2e =16e™

- 1. - . 3_. 1_-
b 1+i=\2eimenl—i=2e7™ dusz =22elim=1.2¢ ™

= 144w

1-1 \/Ee’%"i B ﬁe’%"i

€ Substitutie van u, = g" in u, =-2u, _, — 2u,_, geeft

g +2g+2=0
(g+1P—1+2=0
(g+ 1y ="1
(g+1p=i2

gtl=1ivg+l=-i
g=-l+ivg=-1—i
F1+i=\2enarg(-1+i)=3n

u, = (Acos(3nn) + Bsin(3nn)) - (\2)

uy =242 geeft 4 =22 _ _
uy =1 geoft (442 + B-1y3)- YT =1 ofwel A+ B=1] A= 22 enB=1+22

Dus u, = (2y2cos (3nn) + (1+2y2)sin(37n)) - (12)".

@ a arg(z?) = arg(-16i) = -1, dus één van de oplossingen heeft als argument -37.
I22| = |-161| = 16 geeft |z| = 4, dus de straal van de cirkel is 4.

n

5 2
De argumenten verschillen steeds 7“ =7 van elkaar.

De oplossing is z=2+/2 — 2i\2 v z = -2,/2 +2i/2.
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b arg(z3) = arg(27i) = x, dus één van de oplossingen heeft als argument ¢ .
13| = |27i| = 27 geeft |z| = 3, dus de straal van de cirkel is 3.

. 2n
De argumenten verschillen steeds —- =37 van elkaar.

De oplossingis z=3(3\3+1) =113+ livz=3(-}\B+1)=-11 3+ 1li vz=3(0-1i)=-3i.
¢ (z—2i2=-4i
(Z—Zi)2=4e’]5"i+k'2"i
z—2i=2e7 ik
z—2i=2e " vz —2i=2ei"
z-2i=2(3V2-1iv2) v z—-2i=2(-V2 +1iV2)
z=2i=\2-i\2vz—2i=-\2+i\2
z=+2+2i—1 2vz=—\/§+2i+i\/§
z=2+(2-2)ivz=-2+(2+2)i
d 22+4z+2=2i3
(z+22—-4+2=2i/3
(z+2)2=2+2i3
(Z+2)2:4e§ni+k~27ri
Z+2:2e},m+k-m
z+2=2e7 My z+2=2¢m

z+2=2(-3\3-4) vz+2=2(1\3+1i)
z+2=-\3-ivz+2=\3+i
z=-2—\B-ivz=-2+.3+i

® a i duslosop =i

72 = @im + k- 2ni
s=eimtkom
z=gmy z=gim
s 3_. = 1
Dus \i=¢em v fi=ei"
b ¢-16, duslosop z*=-16
4= 16eni+k~27ri
z=Deimtkimi
z=2e My z=2¢ My z=2eiM v z=DeiM
3 1 .. 1. 3 .
Dus {-16=2¢e7m v {-16 =2e ™ v {-16 =2 v {-16 =2e:™.
¢ {-2-2iy3, duslosop z¢*=-2-2i\3
24 = 4 g-5mi+ ke 2ui
z:\/ge—gnnk.;m
2. 1. b 5 .
z=\2e3Myvz=\Re M yvz=2eiMvz=2e"

Dus 4-2 - 2i\B=\2e7 v #-2-2i3=2ewm v {2 - 213 = 2eim v #-2 - 2i\3=2¢es".

[1 .1 i ¢ .
d J-+—=3—=3—=3 duslosop 2 =i
1 1 1 23 = ezmi + k- 2ni

= eomi +k-3mi

1
-

z=eMy z=esM v z=eem
1 : 1 . 1 5.
Dus J-—=e3miy Y-~ =estiy 3-— =i
i i i

@ Bij de krachten I;I , }T’; en f; horen de complexe getallen

z, = 1200(cos(20°) + isin(20°))

z, =400(cos(-65°) + 1sin(-65°)) en

zy = 1500(cos(145°) + isin(145°)).

De GR geeft |z, +z, + z5| = 911 en arg(z, + z, + z;) = 86°.

De resultante is 911 N groot en maakt een hoek van 86° met de positieve reéle as.
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€@ a Bij de snelheid van het schip en de stroomsnelheid van het water horen de complexe getallen
z; = 8(cos(50°) +1s1n(50°)) en
z, = 3(cos(135°) + 1sin(135°)).
De GR geeft |z, +z,| = 8,8 en arg(z, + z,) = 70°.
De werkelijke snelheid is ongeveer 8,8 knopen.
De koers is 20°.
b Stel de nieuwe snelheid ten opzichte van het water is v knopen.
z; = v(cos(50°) + isin(50°))
z, = 3(cos(135°) + isin(135°))
Re(z; +z,) =v+-cos(50°) + 3 cos(135°) =0
v+ c0s(50°) =-3cos(135°)
_ 3cos(135 )z 33
c0s(50°)
Hij moet zijn snelheid met 8§ — 3,3 = 4,7 knopen verlagen.
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