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Gemengde opgaven

1 Combinatoriek

Bladzijde 200
@ a cersteen2, 3 0f4
N(getal < 50000 met herhaling)=3-6-6-3-3=972
b N(eerst drie verschillend dan twee dezelfde) =6-5-4-3-1=360
¢ Eerst een 5 en dan een 6 of 7 (en bij de laatste twee geen 5)
OF eerst een 6 of 7 en bij de volgende twee geen 5
OF eerst een 6 of 7 en bij de volgende twee wel een 5.
N(getal > 56000 zonder herhaling)=1-2-4-2-1+2-4-
2-#-4-2-1+2-4-

32+
2-1=16+144+16+16=192

3
1
¢
5 5

d Bij eerste drie een 5 en bij laatste twee geen 5
OF bij eerst drie geen 5 en bij laatste twee een 5
OF byj eerste drie geen 5 en bij laatste twee geen 5. -
Als bij de eerste drie een 5 zit dan kan deze op drie plaatsen staan: 555 0F 555 0OF 55 5.
En als bij de laatste twee een 5 zit dan kan deze op twee plaatsen staan.
N(geen gelijke cijfers)=3-1-5-4-2-1+2-(5-4-3-1-2)+5-4-3-2-1=480

N(totaal) = 10! = 3628800

N(raakvlakhindernissen direct achter elkaar) = 7! - 4! = 120960

N(parkoers begint met slalom en de rest staat per soort bij elkaar)=1-3!-3!-4!-2!1=1728
N(bij start en finish een hoogtehindernis) =3 - 2 - 8! =241920

0 o

12
(3 JP N(5zwart)=( . )=792

b MN(totaal) = 2!2= 4096
4\ (4\ (4
¢ N(1¢kolom 1 zwart, 2° kolom 2 zwart, 3¢ kolom 3 zwart) = (1) (2) ( ) =96

4
d N(1¢kolom 2 zwart, rest vrij) = (2) -28=1536

0 a N(niet dezelfde letters naast elkaar)=3-2-2-2-2-2-2-2-2=768

9\ (6)\ (3
b N(elke letter komt drie keer voor) = (3) . (3) . (3) = 1680

9
¢ N(meer dan zeven A’s) = N(acht of negen A’s) = N(acht A’s) + N(negen A’s) = ( 8) =2+ ( ) =19
d N(geen C en meer A’s dan B’s) = N(geen C en vijf, zes, zeven, acht of negen A’s) =

9 9 9 9 9
N(5A, 4B) + N(6A, 3B) + N(7A, 2B) + N(8A, 1B) + N(9A, 0B) = (5) + (6) + (7) + (8) + (9) =256
e Voor de laatste letter heb je maar één mogelijkheid. Deze moet namelijk dezelfde zijn als de eerste.
De overige acht mogen alles zijn.
N(begint en eindigt met zelfde letter) = 3% - 1 = 6561

Bladzijde 201
54

. . . . . 53
e a N(evenveel jongens als meisjes) = N(vier jongens en vier meisjes) = ( 4 ) . ( 4

) ~9,26- 1010

b N(meer jongens dan meisjes) = N(5, 6, 7 of 8 jongens) =
N(5 jongens) + N(6 jongens) + N(7 jongens) + N(8 jongens) =

) - -5
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¢ N(twee of drie NG) = N(twee NG) + N(drie NG) = (326)- (761) + (336) . (751 ) ~1,83-10!

d N(hoogstens twee meisjes NT of NG) =
N(nul meisjes NT of NG) + N(één meisje NT of NG) + N(twee meisjes NT of NG) =

80 27\ (80 27\ (80
5D . = . ~220-1 11
()= CT)5)+ () (5)=22000
e N(één CM en hoogstens twee NT) = N(één CM en nul, één of twee NT) =
G Sz
1 7 1) \e 2)\s5)) 7>

(6] y

C (0, 3)

a N(OBCAO)=N(O — B)-N(B — C)- N(C — A)- N(4 — 0) =
7\ (10\ (9\ (6) _
(2)-(5)-(5)-(2)—10001880
b M(OABCO)=N(O — A) - N(A4 — B)- N(B — C)- N(C — 0) =

)+ (5o

¢ N(OACBO)= N(OBCAO)= 10001880
N(OCBAO) = N(OABCO) = 3780

N(OBACO) = N(OCABO) = (;) ‘1 (z) 1 =2646

Meer volgordes zijn er niet, dus het kleinste aantal routes bij OBACO of bij OCABO.

© 2 N(van elke soort 2) = (i) : (g) : (;) (i) =2520

14\ (9) (6) (4
b N(5 adenine, 3 cytosine, 2 guanine, 4 thymine) = ( 5 ) ( 3) s ( 2) . ( 4) =2522520
8!

31.31.21 000

0 a N(drie keer 1, drie keer 2, twee keer 3) =

b Vier cijfers uit de zes cijfers kiezen kan op (4) manieren.

8!

a2 27800

. 6
N(vier cijfers elk twee keer) = (4)
¢ Er komt dan één van de cijfers drie keer voor (hiervoor zijn 6 mogelijkheden)

OF twee van de cijfers komen elk twee keer voor (en hiervoor zijn (2) mogelijkheden).

8! (6 8!
N(elk van de cijfers 1 t/m 6 komt minstens ¢én keer voor) = 6 3 + ( 2) EIRT 191520
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© 2 N(manieren) = 16P12~8,7- 10"

b N(manieren) = 12! = 479001 600

¢ Kies per r1j een lege plaats en kies vervolgens de volgorde van de twaalf apps.
N(manieren) = 4%- 12! =12 - 10"

d De vier socialmedia- en chatapps kunnen op 4! = 24 manieren worden gerangschikt. Er zijn 4 rijen en 4
kolommen waar deze kunnen komen, dus 8 mogelijkheden in totaal. Voor de overige apps zijn er nog
12P8 = 19958 400 mogelijkheden.

N(mogelijkheden) =24 -8 - 19958400 = 3832012800

Bladzijde 202
€@ M(pincodes) = 3° =243

@ a Dat Bert aan tafel 7 komt te spelen staat vast.
Uit de overige 40 — 1 = 39 leden worden er nog drie voor tafel 7 gekozen.

N . (39
Dus het aantal mogelijke viertallen voor tafel 7 is ( 3 ) =9139.

b N(manieren) =3!=6
¢ Er zitten nog 32 — 8 = 24 kaarten in het spel waaronder 16 — 5 = 11 plaatjes.

24 -11 13
N(achttallen voor speler 2) = ( 8 ) = ( g ) = 1287

d Dit is een herhalingscombinatie van 5 uit 4.

N(herhalingscombinaties) = (4 ; N 5) = (i) =56
e De schaaltjes zijn gelijk, dus dit is geen herhalingscombinatie van 5 uit 4.
We moeten systematisch het aantal mogelijkheden noteren die er zijn om vijf bitterballen te verdelen in
vier groepen.
5000 3200 2210
4100 3110 2111
N(vijf bitterballen verdelen over vier gelijke schaaltjes) =6
f Vijf gelijke borrelhapjes verdelen over vier personen kan op 56 manieren, zie vraag d.
Dus N(4 keer vijf gelijke borrelhapjes verdelen over vier personen) = 56* = 9834 496.
g Vijf gelijke borrelhapjes verdelen over vier personen kan op 56 manieren, zie vraag d.
.. . . 3=1%5 7 .
Vijf vlammetjes verdelen over drie personen kan op ( 5 ) = (5) = 21 manieren.
Dus N(borrelhapjes verdelen over vier personen als één persoon geen vlammetjes wil) =21 - 56° = 3687936.
h ledereen één bitterbal geven kan op 1 manier.
ledereen één loempiaatje geven kan op 1 manier.
Daarna zijn er nog één bitterbal, één loempiaatje, vijf vlammetjes en vijf kaassouflés te verdelen.
Het gevraagde aantal mogelijkhedenis 1-1-4-4-562 =50 176.
i Beschouw de borrelhapjes die blijven staan als vijfde persoon.

S 5

Dus N(4 keer vijf borrelhapjes gelijk verdelen over vier personen als er ook borrelhapjes mogen
blijven staan) = 126* =252 047376.

. .. $=1+5 9 .
Vijf gelijke borrelhapjes verdelen over vijf personen kan op ( ) = ( ) = 126 manieren.

2 Discrete wiskunde
(12] N=2-(§)-2-(;)-24: 13440

Bladzijde 203
®a (2x-3)y-= ((5)) -(2x)° + (f) “(2x)*- -3y + (;) (2x)3- (-3y)2 + (g)-(2x)2 (-3y)3 +

5
(i) 2x-(-3y)* + (5) - (-3y)® = 32x3 — 240x%y + 720x3y? — 1080x2y3 + 810x)* — 243y°
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10
De term met x*° in (2x + 5y)'% is ( 6 ) - (2x)*- (5)° = 52500000x4y.

De coéfficiént is dus 52 500 000.

3-1+12 14
De herleiding van (p? + ¢° — 2)'? heeft ( 5 ) = (12) =91 termen.
12

I A e
8,2,2) » () -2

De term met p'®¢® in de herleiding van (p? + ¢ — 22)' is (

12!

m p'®-q°-4=11880p'%* dus de coéfficiént is 11 880.
4-1+9 12
De herleiding van (a?b + bc® + 2 + d)’ heeft ( 9 ) = ( 9 ) = 220 termen.

De term met a*b*c%d” in de herleiding van (26 + bc? + A& + d)’ is

9 9!
(2 55 3) ‘ (azb)2 : (b02)2 ; (clafz)z.cﬂ = m b Bt Adt - P = 75600 bAAd
dus de coéfficiént is 7560.

u, 1s een 1T met u, = 300 en v = 6, dus
directe formule #,= 300 + 6n

recursieve formule u,= u, | + 6 met u, =300
v, is een mr met u, = 0,1 en =2, dus
directe formule v, = 0,1 - 2"

recursieve formule v,=2-v, | met v,= 0,1
Voer iny; =300+ 6xeny,=0,1 -2

De tabel geeft
x=11eny,=366eny,=204,8
x=12eny, =372 en y, =409,6.

Dus vanafn=121isv,> u,.

En:uk =5+ ) (uy+u,) =3(n+1)300 + 300 + 6n) = 5(n + 1)(600 + 61)
k=0

z uy(l=r"*1 0,1(1-2""1h

Sv= = =-0,1(1-2""1)
= 1-r 1-2
Voer in y; = 3(x +1)(6x + 600) en y,=-0,1(1 —2°*1).
De tabel geeft

x=14eny =5130eny,=3276,7
x=15eny, =5520 en y, =6553,5.

Dus vanafn=151is > v, > > u.

k=0 k=0

u, is een rr met u, = 1000 en v =-23, dus u,= 1000 — 23n.
u,>0 geeft 1000 —23n>0

-23n>-1000

n<435
Uy =1000—-23-43 =11

43
S =10+ 1)y +u,) =144+ (1000 + 11) =22242
k=0

b v,is een mr met 1, = 1000 en » = 0,96, dus v,= 1000 - 0,96".

Je krijgt v, =~ 520,4 en v;; ~ 499,59.

5’: _u(1—r""1y 10001 —0,96'7) o
AL 1-09%
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@ a u, is een mr met 1, = 500 en »=0,9, dus u,= 500 - 0,9" met n = 0 in de eerste minuut.

e u(1—r""1h  500(1 —0,9'
De som van de eerste 15 termen is >, u, = ol )_ 2 ) ~ 3971 meter.

- 1-r 1-0,9
b Voer in 500 en 0,9Ans.
Je krijg ;=103 en u;, = 93.
Dus in de 17° minuut.
500(1 — 0,9**1 N
¢ Voeriny, = 5001 = 0.977) en kijk in de tabel.

1-0,9

x =25 geeft y, ~ 4677 en x = 26 geeft y, =~ 4709.
Dus na 27 minuten is de weerballon voor het eerst hoger dan 4700 meter.

@ a Na één maand is de schuld 1,004 - 100000 — 1000 = €99400.
Na twee maanden is de schuld 1,004 - 99400 — 2000 = €97 797,60.
b Na drie maanden is de schuld 1,004 - 97797,60 — 3000 =~ €95 188,79.
¢ u,=1,004-u, ,—1000n metu,=100000.
d Voer de formule in op het rijen-invoerscherm.
Je krijgt 1,3~ 12854,50 en u;, ~ -1094, dus na 14 maanden is de schuld afbetaald.

Bladzijde 204
@D a u,~1,025 u,_ ,+ 1000 met u, = 10000
b Voer in 10000 en 1,025Ans + 1000.
Je krijgt iy =~ 13 844,53.
Dus op 1 januari 2018 is het saldo €13 844,53.
¢ u;;~28925,55enu;,~ 30648,69
Dus op 1 januari 2029 is het saldo voor het eerst meer dan 30000 euro.
d vy=31415-5000=26415
v,=1,025-v,_, — 5000 met v, = 26415
e v;=3604,51 en v;=-1305,38
vs hoort bij 1 januari 2036, dus André kan zes keer 5000 euro opnemen.
f Hij heeft 10000 + 15 - 1000 = 25000 euro gestort.
Hij kan 7 - 5000 — 1305,38 = 33694,62 euro opnemen.
Dus 33694,62 — 25000 = 8694,62 euro meer opnemen dan storten.

@D a u,isderij10+0% 10+ 1% 10+2% 10+ 32, ..., dus u,= 10 + n>.
Van de r1j v, is zowel de r1j getallen in de tellers als de r1j getallen in de noemers een 1r.

.. n+2

Je krijgt v, = i3
.. 1
w,isderj 10 +1,10+3,10+1,..., dusw, =10 + T
n
b Deriju,.
TI Casio
Voer in Voer in a,= 10 + n? en Start: 0.
o 9

#Min =0 Lees af in de tabel > u, = 385.

u(n) =10 + n?

vin)=vin—-1)+u =0
v(nMin) = 10
9
Lees af in de tabel > u, = 385.
De som van de eer§t=eotien termen is 385.
Derij v,.
TI Casio
Voer in . _n+2 i
Min =0 Voer in a, = P en Start: 0.
n+2 i =
u, = Lees af in de tabel > u, = 8,40.
n+3 k=0
vin)y=v(n—1)+u
v(nMin) = 3
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9
Lees af in de tabel > u, = 8,40.

k=0 . .
De som van de eerste tien termen is ongeveer 8,40.

De rij w,,.

TI Casio

Yoerin Voerina, =10 + L en Start: 0

nMin =0 z n+1 Y
= 1 9

=1+ n+1 Lees af in de tabel >, u, =102,93.

v(n)=v(n—1)+u k=0

v(nMin) = 11

9
Lees af in de tabel Euk ~102,93.

De som van de eerét_eotien termen is ongeveer 102,93.

De rij v, heeft grenswaarde 1.

De rij w, heeft grenswaarde 10.

Er geldt v, = 0,95 en v, = 0,95238, dus bij de r1j v, verschillen de termen minder dan 0,05 van de
grenswaarde vanaf»n = 18.

Er geldt w,y = 10,05 en w,, = 10,048, dus byj de rij w, verschillen de termen minder dan 0,05 van de
grenswaarde vanaf n = 20.

rr met u, =30 env=0,2, dus u,= 30+ 0,2n.
Uy, =30+0,2-24=348

24
Su,=4%-25-(30 +34,8) =810
k=0

810 seconden is 13 minuten en 30 seconden.

Zijn eindtijd is 13 minuten en 30 seconden.

mr met v, =30 en = 1,005, dus v, =30-1,005".

Los op v, > 33.

Voer iny, =30 1,005%.

De tabel aflezen geeft v, = 32,98 en v,, = 33,15.

Dus in ronde 21 is hij voor het eerst langzamer dan 33 seconden.
rmet wy =30 env=a, dus w,=30 +an.

Wy, =30+ 24a

24

> w,=1-25-(30 +30 + 24a) = 750 + 300a

k=0

13 minuten en 18 seconden is 13 - 60 + 18 = 798 seconden.
750 + 300a = 798 geeft 300a = 48, dus a = 0,16.

mr met x, =30 en =7, dus x,= 30 - .

2 30(1 %)

Exn -

1—r
k=0
14 minuten en 7,3 seconden is 14 - 60 + 7,3 = 847,3 seconden.
30(1 = r%)
Los op BT =8473.
) 30(1—x%
Voerin y, = ﬁ eny, = 847,3.

Intersect geeft x ~ 1,01.

Dus r= 1,01 enx,=30-1,01".

Xy, =30 1,012~ 38,09

Dus hij deed 38,09 seconden over het laatste rondje.

Jan doet er 5 - 25 - (35 + 40) = 937,5 seconden over.

De rondetijden van Stijn vormen een meetkundige rij met r, = 32, dus = 2{‘/3‘—? :

351 (YE)*)

Stijn doet er = ~ 936,17 seconden over.
T

Dus Stijn wint de wedstrijd met 937,5 — 936,17 = 1,33 seconden verschil.
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Bladzijde 205
a+b a b 1

@a p :E+E:1+(%)

o : +5b : 1 1
Substltutlevancp=%1n%=aa ofwelm%=l+%—geeft<p=l+$

<p2=(p+1

bcp2=(p+1

e?—@—1=0

D=(-12-4-1--1=1+4=5

1—+/5 1++5

= 2(:0,618 V= 2[211,618

vold. niet vold.

Dus ¢ = 1,618.
¢ fu=tuoith-ametfp=1lenfi=1
df:1,1,2,3,5,8,13, 21,34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...

fo 13 fe 34 fio 89 f12 233 fia 610

—=—=1,625—~—=—=1619, —F=—=1618, —~=—-=1618, ~—=—=1,618

s 8 f7 21 fo 55 T fi 144 f13 377

Voor grote waarden van 7 zijn de uitkomsten bij benadering 1,618, het gulden getal.

’ ) . . h I+b
e Kruiselings vermenigvuldigen bij TS geeft A2 =P+ bl.

f B=P+bl
K P bl
2 ER

v =yt
g Voeriny, =x’eny,=x+1.
Intersect geeft x ~ 1,325.

Dus y = 1,325.

hp:1,1,1,2,34,57,9,12,16,21,28,37,49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, ...
Pis _ 86 pig _ 151 P _ 265 Py _ 465 P _ 816
= ~ 1,323, ~ 1,325, —=1,325, ~ 1,325, ~ 1,325
Pis 65 P17 114 P 200 P2 351 P 616

Voor grote waarden van # zijn de uitkomsten bij benadering 1,325, het plastische getal.

3 Kansrekening

Bladzijde 206
(23 SOM
6
5
4|5
3(4|5
213|415
112|3|4(5
1 2 3 4 5 6
10 5
P(som < 6) = 3618
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VERSCHIL
2

- N 0~ OO
N
N

2
1 2 3 4 5 6

8 _
36

P(verschil = 2) =

o

PRODUCT
12|18]24|30|36
10|15]20|25|30
12|16)20(24
12(15]18
10|12

- N W s~ OO

== N |d|lO|OD

S|

5|6
5 6
5

15
P(product is deelbaar door 4) = % 12

Het aantal mogelijke uitkomsten is 4 - 6 - 8§ = 192.

som 5 113 3 keer
122 3 keer
Het aantal gunstige uitkomsten is 3 + 3 = 6.
6 1
P(som =5) 192~ 3
1110f2220f3330f444
Het aantal gunstige uitkomsten is 4.
4
P(met elke dobbelsteen hetzelfde) 195~ 18
P(som<15)=1— P(som > 15)
som18 468
som17 467
458
368
som16 466
457
448
367
358
268

Het aantal ongunstige uitkomsten is 10.

10 91
P <15=1-P >15)=1-——=—
(som < 15) (som > 15) 19296

P(product is deelbaar door 5) = P(* 55) + P(* 5 §) + P(* 5 5)=1-

71 +43
260

P(meer dan 80 km file) = ~ 0,438

16 +12

P(op maandag meer dan 80 km file) =

16 +12
71+

P(b1j meer dan 80 km file is het maandag) =

7
P(minder dan 40 km file en maandag) = ——~= 0,027

260
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. . N 85—-69
€D a P(duif haalt eenjarige leeftijd niet) = TR 0,188
e e e L 35—
b P(duif die drie jaar wordt, haalt vijfjarige leeftijd niet) =
4 . . — 14
¢ P(duif wordt wel drie maar geen vier jaar) = ~(,247

27)

start

a P(alleenrode)=P(rrr) =3 -{; - 15 = 0,245
b P(meer rode dan witte) = P(rrr) + Pcrw) + Prwr) + P(wrr) =

e R R R Bty
Bladzijde 207
€@ 36% van 1600 is 576
2-115=230
lezen computeren | tv-kijken
wel sport 321 115 140 576
geen sport 321 230 473 1024
642 345 613 1600

230
a P(geen sport en computeren) = ~0,144

1600
613
P(tv-kijk
b P(tv-kijken) = 1600 ~ 0,383
.. 140
¢ P(tv-kijker doet aan sport) = 613 —=(,228

140
d P(sporter is tv-kijker) = 76 ~0,243

e Vaas met 30 knikkers waarvan 12 rood (de sporters).
12\ (18
(5)(5)
30
(1)

f Vaas met 30 knikkers waarvan 8 rood (de computeraars).
P(3 of 4 computeraars) = P(3 computeraars) + P(4 computeraars) =

L)5) () ()
o) (oo

P(5 sporters) = ~ 0,226

~ 0,492

© Noordhoff Uitgevers bv
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g Vaas met 30 knikkers waarvan 13 rood (lezers), 8 groen (computeraars) en 9 wit (tv-kijkers).
13\ (8\ (9
(4 )'(2)'(4)%084
30 ’
()

€ a P(niemand overgewicht) = (1 —0,43)?- (1 — 0,09)>= 0,572 - 0,912 = 0,269

b P(precies een van de ouders heeft overgewicht) = P(vader of moeder heeft overgewicht) =
P(vader heeft overgewicht en moeder niet) + P(moeder heeft overgewicht en vader niet) =
0,43-(1-0,43)+0,43-(1-0,43)=2-0,43-0,57~= 0,490

¢ P(beide kinderen hebben overgewicht) =P(beide ouders en beide kinderen overgewicht) +
P(één van beide ouders overgewicht en beide kinderen overgewicht) +
P(geen van beide ouders overgewicht en beide kinderen overgewicht) =
0,43%2-0,352+2-0,43-(1—-0,43)-0,18%+ (1 —0,43)>- 0,092 = 0,041

d o= ouder met overgewicht
k = kind met overgewicht
P(beide ouders met overgewicht) = 0,43% = 0,1849
P(beide ouders geen overgewicht) = (1 — 0,43)%> = 0,3249
P(beide ouders en kind met overgewicht) = 0,432+ 0,35 = 0,064 715
P(één van beide ouders en kind met overgewicht) =2-0,43 - (1 —0,43)- 0,18 =0,088236
P(geen van beide ouders overgewicht en kind met overgewicht) = (1 —0,43)?- 0,09 = 0,029241
Dit geeft de volgende tabel. De waarden in de grijze cellen zijn hierboven berekend; de overige
waarden vind je door de kruistabel verder in te vullen.

P(4 lezers, 2 computeraars en 4 tv-kijkers) =

00 2:00 00
0,064715 0,088236 0,029241 0,182192
k [0,120185 0,401 964 0,295659 0,817808
0,1849 0,4902 0,3249 1

Degene die de vragen beantwoordt kan een kind zonder overgewicht of een ouder zonder overgewicht
zijn. De gevraagde kans is dus

2:-Pooklk)+2-Plokk|o)=2-Pook|k+2-Po0ok|k=
Pook N k) .. POknk) _, 0064715-065 0088236-0,18
P(k) P(0) 0,817 808 1-0,43

e A:tenminste één van de ouders heeft overgewicht
B: precies drie personen hebben overgewicht
Gevraagd P(B | A).
PA)=1-P(4A)=1-(1-0,43)2=0,6751
PANB)=2-Poonkk)+2-Ploonkk)=2-Plooknk)+2-Plooknk)=
0,088236-0,18 +2-0,064715 - (1 —0,35)=0,100...
P(4 n B) 0,100...
P& 4) P(A) 06751 0,148

~ 0,131

Bladzijde 208
@ a P(3 appels en 1 kers) = P(aaak) + P(aaka) + P(akaa) + P(kaaa) =
0+0+% {5515 +is 15 15 15 = 0,003
b P(4 geh]ke) P(aaaa) + P(pppp) + P(bbbb) + P(ki ki ki ki) =
5 s 75 15 TS is s a5 A5 a5 15 15 Tisi5 s 15 < 0,008

¢ P(1 banaan)=P(bbbb)+P(bbbb)+Pbbbb)+Pbbbb) =

1 .10,10 14 . 14 5 (10 14 4 14 .10 5 14 4 14 .10 10 1 ~
15 15 15 15+15 15 15 15+15 15 15 15+15 15 15 15 0442

d P(geen kiwi) = P(ki ki ki ki) = =255 =0305

114 Gemengde opgaven © Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

60% van 40 1s 24

20% van 40 is 8 e B -

10% van 40 1s 4 amusement 24 12 9 45

40% van 30 1s 12 .

30% van 30 is 9 serie/film 8 9 9 26

20% van 30 1s 6 actualiteit 4 6 6 16

. )

10% van 301is 3 cultuur 4 3 6 13

40 30 30 100

9
Percentage van zendtijd van C met series en films is 30 x 100% = 30%.

12
P(amusement van B) = m =0,12

o . 6
P(actualiteit, die van B is) = R =0,375
P(omroep B) =0,30

P(omroep B | amusement) = }2 ~ 0,267
Dus ‘omroep B te zien krijgen’ en ‘amusement zien’ zijn athankelijke gebeurtenissen.

} niet gelijk

Je hebt te maken met een herhalingscombinatie van 2 uit 7.

. . 7—1+2 8
N(verschillende dominostenen) = ( 5 ) = (2) =28

Er zijn 7 dubbelstenen en 21 andere stenen. 5
)

P(geen enkele speler pakt een dubbelsteen) = 728\ ~7-10°
(20
Er zijn 7 stenen met 6 ogen en 21 stenen zonder 6 ogen.
P(minstens twee stenen met 6 ogen) = 1 — P(nul stenen of één steen met 6 ogen) =

(5) ()

1 — P(nul stenen met 6 ogen) — P(één steen met 6 ogen) =1 — - ~ 0,367

5) 5

Speler 1 pakt één blanke steen uit zes blanke stenen (de combinatie 4-blank mag niet) en vier stenen uit

de stenen die niet blank zijn en die niet 4 ogen hebben. Dat zijn er in totaal 28 — 7 —7 + 1 = 15.
6\ (15
. ( ! ) ' ( 4 )
P(geen 4 ogen en precies één blanke) = TN ~(,083
(5)
Speler 1 heeft geen blanke steen gepakt.
Er zijn dan dus nog 28 — 5 = 23 stenen over waaronder 7 blanke stenen.
P(speler 2 pakt minstens één blanke | speler 1 pakt geen blanke) =
23-17 16
) )

1 — P(speler 2 pakt geen blanke | speler 1 pakt geen blanke)=1——-———=1--—"-=0,870

23 23
5 )
Speler 1 heeft geen blanke steen gepakt.
Er zijn dan dus nog 28 — 5 = 23 stenen over waaronder 7 blanke stenen.
Nu moeten de spelers 2 en 3 samen één blanke steen pakken.
P(spelers 2 en 3 pakken samen één blanke steen | speler 1 pakt geen blanke steen) =

()

=~ 0,070
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4 \Matrices

Bladzijde 209
M, M, M, M,
G (2 3 1 2
O a G|l2 0o 1 1]|=4
12 2

G, 3

P, P, P,

M /5 0 2
bM |2 3 4]|=s

M2 4 2

M, \1 3 2

Py Py, Py
G, /20 19 22
¢ DeGRgeeft C=4-S= G, |13 7 8
G; \17 24 20
¢, geeft aan dat er voor één eenheid P, 19 eenheden G, nodig zijn.

c3, geeft aan dat voor één eenheid P, 17 eenheden G; nodig zijn.
d Voor S - B moet B uit drie rijen bestaan.

P, (10
P, |15 |=8B
P, \20

Voor K - § moet K uit vier kolommen bestaan.
M, M, M, M,
® 10 12 10)=K

M, [ 90 2 B P
e s-p="t 1% enK-S=(919 1028 103)
M; | 120
M, \ 95

De elementen van S - B geven aan hoeveel eenheden van de verschillende mengsels er nodig zijn voor de bestelling.
De elementen van K - S geven de kosten per eenheid van de producten P,, P, en P;.
f K-S-B=(4650)
Hiermee zijn de kosten van de bestelling berekend.
€D a Per schildpad komen 100 eieren uit.
Dat zijn 300 eieren per vrouwtje.

Dus een vrouwtje legt in haar leven e 400 eieren.

0,75
Ze zit dan in de leeftijdsklasse IV, dat is van 75 tot 100 jaar.
van
1,25 0 0 0
0 1,25 0 0
b De GR geeft ’ =14

e geeft naar 0 0 125 0

0 0 0 1,25

Per 100 jaar een toename van 25%.
¢ InLZ*komtnu0,5-125=0,625 op de hoofddiagonaal.
Los op 0,625'=0,5.
Voer iny, =0,625"en y, =0,5.
Intersect geeft x ~ 1,47.
De tijdseenheid van L* is 100 jaar, dus na 1,47 - 100 = 147 jaar is nog de helft over.
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Bladzijde 210

van
A B C
A /060 0,15 0,15
naar B | 0,30 0,75 0,05 |=V
C \0,10 0,10 0,80

0,60 0,15 0,15
VoerinA=1{ 030 075 0,05
0,10 0,10 0,80

042 02175 0,2175
De GR geeft 42=1| 0,41 0,6125 0,1225

0,17 0,17 0,66
De gevraagde kans is 0,42.

0,339 0,248 0,248
De GR geeft A= | 0,442 0,533 0,190

0,219 0,219 0,562

De gevraagde kans is afgerond op drie decimalen 0,248.
42

Voerin B=1 36
22
60
De GR geeft A'-B~=|229].
17,1

Dus in 2008 ging 60% van de stemmen naar A.
Gebruik de elementen op de hoofddiagonaal van de matrix V2 van vraag b.
Het gevraagde percentage is 0,42 - 42% + 0,6125 - 36% + 0,66 - 22% ~ 54,2%.

27.3 2773
De GR geeft A2°-B=| 394 |en 4*°-B=| 394
33,3 333

Dus er treedt op den duur stabilisatie op waarbij geen van de parijen de absolute meerderheid krijgt.

Omdat niet alle 4-jarigen binnen één jaar sterven is /s # 0.
Uit het gegeven dat 80% binnen één jaar sterft volgt /5= 0,2.

25435 60
8+52 100 8

i 30+34 64 _
38+42 80
17+18 35 _ 0.5

35+35 70 7
Van de 9 + 11 =20 uit de klasse >4 op =0 leeft op £ =1 nog 0,2 - 20 = 4.
10+10—-4 16
—————=—=04

17 +23 40
Samen met de gegeven vruchtbaarheidscijfers geeft dit
van

2

1,5

kans 0 — 11s

kans 1 — 2 0,8

kans2 — 3 is

Dit geeft kans 3 — >4 is

o
o o =

naar

W N = O
o
S S O W W
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0 [255

1 60

b De leeftijdsopbouw op ¢ =1 is te geven in de matrix K = 2 64
3 35

=4 \ 20

Voer de matrices L en K in op de GR en bereken L - K en L7 - K.
Je krijgt de te verwachten leeftijdsopbouw op ¢ =2 en ¢ = 3 hieronder.

t=2|t=3

0 | 201 | 168

1 | 135 | 121

2 48 | 108

3 32 24

>4 | 18 16

@ n=lgeeftatb+ctd+re=1
n=2geeft 16a+8b+4c+2d+e=9
n=73 geeft 8la +27b+9c +3d+e=36
n=4 geeft 256a + 64b + 16¢ +4d + e =100
n=>5 geeft 625a + 125b + 25¢ + 5d + e =225

atb+c+d+e=1
16a+8b+4c+2d+e=9
Dit geeft het stelsel { 81a +27b+9¢c +3d +e=36 en hierbij hoort de matrix
256a + 64b + 16¢ + 4d + e =100
625a + 125b +25¢ + 5d + e =225

1 1 1 1 1 1
16 8 4 2 1 9
81 27 9 3 1 36
256 64 16 4 1 100
625 125 25 5 1 225
1 1 1 1 1 1
16 8 4 2 1 9
VoermA=| 81 27 9 3 1 36|
256 64 16 4 1 100
625 125 25 5 1 225
1 0 0 0 0 0,25
0O 1 0 0 0 05
De optie rref (T1) of Rref (Casio) geeft| 0 0 1 0 0 025
0O 0 0 1 O 0
0 0 0 o0 1 0
Dusa=3,b=1 c=1,d=0ene=0.
1 1 -1 1
.. . . 2 -1 2 -1
@ a Bij het stelsel hoort de coéfficiéntenmatrix 3 2 o1 1
4 -1 2 -1
1 1 -1 1
2 -1 2 -1
=
Voer in 3 2 - i
4 -1 2 -1
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0 -05 0 05
-1 1 1 -1

1 25 0 -15

3 2 -1 -1
De inverse matrix A™! van de coéfficiéntenmatrix 4 van het stelsel bestaat, dus het stelsel heeft voor
elke waarde van p een oplossing. Dus het stelsel is samenhangend en bepaald voor elke waarde van p.

De GR geeft 471 =

p 2
EH Il B

77| p-12

2] \3p-17

Dusx, =2, x,=p+3,x;=p—12enx,=3p—17.

Bladzijde 211
@ a f,=f, 1 tfametfy=/f=1

b(l 1)_(ﬁ,1):(ﬁ,1+fnz)
1 0 fn*Z jr;*l
_ .- - . 1 1 f1.171 _ j;1
Enomdat f, =f, _, +f,_, kan de rij van Fibonnaci genoteerd worden als 1 o) = ]

.f1‘172 -fl“l*]
» .A_(l AN
Cc 0o€r 1In 1 0 en 1 i

832040
De GR geeft A8 B = .
e GR geeit (514229)

De 30¢ term in de rij van Fibonnaci is 832 040.

dp,=p,-2tp,-3smetpy=p =p,=1

e a=0,b=1enc=1 geeft bij matrixvermenigvuldiging 0 - p,+1-p,_,+1-p,_, ofwelp,_, + p,_,endatis
gelijk aan p,,.
d=1,e=0,f=0,g=0,h=1eni=0.

0 1 1 1
f Voerind=|1 0 0]enB={1
0 1 0 1
696081
De GR geeft 447-B=| 525456
396 655
De 50° term in de rij van Padovan is 696 081.
3 1 A 2 3p
@ a O(04BC)= 0L 04B) + O(LOBC) =5 det(p_l p) +3 det( A

=3lpp—2p-- 1| +5|2p- 0+ 1)~ 3p-p]
=31p?—2p* + 2p| + 5[ 2p? + 2p - 3p?|
=3|-p?+2p| +3|-p*+2p|
= |-p>+2p|

Voor 0 <p <2is-p>+2p>0,dus O(OABC)=-p* + 2p. ,

. . b
De bijbehorende grafiek is een bergparabool met p,,, = a2l 1.
a tT

Dus de maximale oppervlakte van vierhoek O4ABCis -12+2-1=1.
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Driehoek OQ'R’ ontstaat door drichoek POR zo te verschuiven, dat punt P in de oorsprong terechtkomt.
Q@Bp+4-4,p+6-2)=0Cp,p+4)enR(@4-p-4,p+4-2)=R(p,p+2).

3p P

O(AO0Q'R") =} det(p+4 p+2)‘ =313 (p+2)—p-(p+ 4| =33p? +6p+p? +4p| =

L4p?2 +10p| = [2p2 + 5p]

O(APQOR)= O(AOQ'R") =T geeft

2p*+5p=Tv2p*+5p=-17

2p*+5p-7=0v2p?+5p+7=0

D=5-4-2--7=81vD=5—4-2-7=-31
-5-9 -5+9

p=—f = 3lvp= - 1 v geen oplossingen

Dus voor p = 1 en voor p =-3} is de oppervlakte van drichoek POR gelijk aan 7.

Bij knooppunt 4 is 7, de ingaande stroom en zijn i, en i; de uitgaande stromen.
Dus volgens de wet van Kirchhoff geldt dan i, =i, + i.

Het spanningsverschil tussen de uiteinden van R, 1s volgens de wet van Ohm 4i,.
Het spanningsverschil tussen de uiteinden van R, is volgens de wet van Ohm 6i,.
De som van deze spanningsverschillen is gelijk aan het spanningsverschil bij S.
Dus 4i, + 6i, = 38.

Volgens de wet van Kirchhoft geldt:

iy =iy + iy ofwel ij — iy — iy =0

iy=i,+i,ofwel iy —i,—i,=0

iy=is+igofwel iy —is—ig =0

Volgens de wet van Ohm geldt:

4i, + 6i, =38
4i) +3is=38
4i, +2i, =38
4i, +3i,=38
e o 1 -1 -1 0 0 0 0 0
ij—i,—i;=0
T g g o 0 1 -1 0 0 -1 0
iy—iy—i;=0
iy—is—ig=0 0 0 0 1 -1 -1 0 0
Dit geeft het stelsel { 4i, + 6i, =38 met de bijbehorendematrix |4 6 0 0 0 0 0 38
Aiy + 3is =38 4.0 0 0 3 0 0 38
jl_l ii{efgg 4 0 0 0 0 2 0 38
e hh 40 0 0 0 0 3 38

Voer de matrix in op de GR.

1 0 0 0 0 0 0 8
01 0 0 0 0 O 1
0 01 0 0 0 0 7
De optie rref (TI) of Rref (Casio)geeft [ 0 0 0 1 0 0 0 5
0 0 001 0 0 2
0 000 0 1 0 3
0 0 000 0 1 2
Dusi, =8,i,=1,i3=7,i,=5,i5=2,i,=3 en i, =2, waarbij i steeds in ampere is.
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Gemengde opgaven

b Discrete kansverdelingen

Bladzijde 190 13
@ 2 P(10 vwo) = P(10 vwo en 3 hbo of anders) = (10) -0,68'°-0,323~ 0,198
b P(minstens 3 hbo) =1 — P(0, 1 of 2 hbo) =1 — P(0 hbo) — P(1 hbo) — P(2 hbo) =
1—0.81%— (113)-0,19-0,81'2 —(123)-0,192-0,81“ =~ 0,461

¢ P(9 vwo en4 hbo) = (193) -0,68”- 0,194 = 0,029

6
d P(7 vwo en 4 hbo) = P(7 vwo, 4 hbo en 2 anders) = (173) . (4) -0,687-0,194-0,132= 0,038

e P(minstens 6 vwo en minstens 6 hbo) =
P(6 vwo, 6 hbo en 1 anders) + P(7 vwo en 6 hbo) + P(6 vwo en 7 hbo) =

7
(163)-(6)-0,686-0,196-0,13 +(173) +0,687+ 0,196 +(163)-0,686-0,197z 0,014

e a P(twee of drie juist) = P(twee juist) + P(drie juist) =
(128) -0,252-0,75% + (138) -0,253-0,75°= 0,266

b Van de 13 vragen die hij moet gokken, heeft hij dan minder dan 3, dus 0 of 1 of 2 goed.
P(0, 1 of 2 goed) = P(0 goed) + P(1 goed) + P(2 goed) =
0,758+ ( 113) «10,25~0,752+ (123) -0,252%-0,75'1 = 0,333

¢ P(hoogstens 12 goed beantwoord) = P(0, 1 of 2 goed geraden) =

P(0 goed) + P(1 goed) + P(2 goed) = 0,758 + (?) +0,25-0,757 + (2) -0,252%-0,75= 0,679

© 2 P(drie rode en drie blauwe) = (g) (2)* (&)= 0,023

i i Lo BpSm 210L_ 7.
b De kans op geen enkele rode knikker per greep is {5 * 715 = 1320 = 12~

P(twee keer geen enkele rode) = (g) (&)*(H)*=0,190

¢ P(evenveel witte als blauwe over) =
P(drie rode en één witte pakken) + P(één rode, twee witte en €één blauwe pakken) =

5\ (4 5\ (%) (3
(3) (1) (1) (2)'(1)
2y 2
) (%)
d P(minstens twee rode en minstens twee witte) =
P(4r, 2w) + P(3r, 2w, 1b) + P(2r, 2w, 2b) + P(2r, 3w, 1b) + P(2r, 4w) + P(3r, 3w) =

HE)LCH ) CHEIE) BHEIE) I G
3 B ) B oY B 1 B (I
0 gla;g(f)iiid:eixz;fde keer de tweede rode) = P(bij de eerste vier é&én rode) - P(de vijfde is rood) =

()

~ 0,263

=~ 0,606

320,190
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b P(bij de zesde keer pakken stoppen) = P(bij de zesde keer de derde rode) =

4\ (6
.. .. . 2} \3) 4
P(bij de eerste vijf 2 rode) - P(de zesde is rood) = T 0,190
(5)
¢ P(minstens zeven knikkers pakken) = P(bij de eerste zes keer 0, 1 of 2 rode) =

P(bij de eerste zes 0 rood) + P(bij de eerste zes 1 rood) + P(bij de eerste zes 2 rood) =
(o) G){5) G))
1 2) \4
160 + 105 +710 ~ 0,548
(o) (o) ()

d P(hoogstens vijf keer pakken) = P(drie keer pakken) + P(vier keer pakken) + P(vijf keer pakken) =
P(de eerste drie rood) + P(bij de eerste drie twee rode) - P(de vierde is rood) +
P(bij de eerste vier twee rode) - P(de vijfde is rood) =

Prrry+3-P(rrr)-P(r) + (;)-P(rrff)‘P(r)=O,43+3-0,43-O,6+(;)-0,43-0,62%0,317

e P(minstens tien keer pakken) = P(bij de eerste negen hoogstens twee rode) =
P(byj de eerste negen 0 rode) + P(bij de eerste negen 1 rode) + P(byj de eerste negen 2 rode) =

0,6° + (?) -0,4-0,6% + (z ) -0,42-0,67= 0,232

© 2 X=het aantal keer op zwart.
Xis binomiaal verdeeld met n =20 en p =33 =15.
P(X = 6) = binompdf(20, 3, 6) = 0,055

b X = het aantal keer op groen.
X is binomiaal verdeeld met n =20 enp =2 = 5.

P(X>2)=1-P(X<1)=1- binomedf(20, 3, 1) = 0,284

20Y (10
¢ P(10 keer op rood en 8 keer op zwart) = (10).(8 ) (58)°- (3% (%) = 0,033

d Dan is het balletje twee keer op rood gekomen.
X = het aantal keer op rood.
X is binomiaal verdeeld met n =4 enp =3 = 5.

P(X =2) = binompdf(4,3,2) ~ 0,373
e Dan is het balletje 6, 7, 8, 9 of 10 keer op rood gekomen.
X = het aantal keer op rood.
X is binomiaal verdeeld met n =10 en p = 75.
P(na 10 keer spelen winst) = P(minstens 6 keer op rood) = P(X>6)=1—-P(X<5)=
1 — binomedf(10, 15, 5) = 0,314
f Minder dan vier keer spelen, dus het balletje komt bij de eerste, tweede of derde keer spelen op rood.
P(minder dan vier keer spelen) = P(r) + P(Tr) + P(TTT) =15 + 3¢ 15 + 38" 33" 3 = 0,854
g Sam kan hooguit acht keer spelen.
Hij maakt winst als het balletje op rood komt.
Hij maakt dus verlies als het balletje acht keer achter elkaar niet op rood komt.

h balletje op rood inzet uitbetaling winst
bij spel 1 10 2:10=20 20-10=10
bij spel 2 10 +20=30 2:20=40 40-30=10
bij spel 3 10+20+40=70 2-40=80 80—-70=10

Zijn winst is dus steeds 10 euro.
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i Zijn winst 1s ook 10 euro als het balletje op rood komt bij de vierde, vijfde, zesde, zevende of
achtste keer spelen.
Maakt hij geen winst, dan verliest hij 10 + 20 + 40 + 80 + 160 + 320 + 640 + 1280 = 2550 euro.
De kans hierop is (33)°

W = winst
- | 10 \ 2550
pv=w | 1= | &)

B(W) =10~ (1 - (5)°) ~2550- (35)° = -5.07
Dus zijn winstverwachting is -€5,07.
Werk je met de afgeronde kansen 0,994 en 0,006, dan kom je uit op —€5,36.
Bladzijde 192
© 2 P(X=100)=P(333)=}-L +=15=0,008
b P(X=20)=P(444)=}-2-2=13;
PX=5)=P(55)=155=15
PX=0)=1-(P(X=100) + P(X=20)+ P(X=5))=1— (35 + 35 + 1) =19

x | o | s | 20 | 100
Px=n| 18 | & | & | &
¢ P(Y=10)=P(334)+P(343)+P(443)=1-1.241.2. 14 1.1.1 50 042
d P2 keereen3)=P(333)+P333)+P(333)=1-t-2+1-2-1+3-1-1=0,1

P(elke keer 2 keer het cijfer 3)=0,1* = 0,0001
e P(acht of negen keer spelen)= PHHHHHHHH)+ PHHHHHAHHAH) = (132)" -5 + (150)* - 15 = 0,016
f Jantine speelt het spel n keer.

De kans per keer op geen hoofdprijs is %

P(minstens één keer de hoofdprijs) = 1 — P(n keer niet de hoofdprijs) =1 — (%) ;

Voerin y, =1 - (%)

x =42 geefty, = 0,296 <0,3

x =43 geefty, =0,302>0,3

Dus ze moet minstens 43 keer spelen.

© 2 PX=1)=P4)=}

PX=2)=PA4)=}1=1s
PX=3)=P@A34=}}i=&
PX=4)=P@334)=33}i=%

b beginwaarde = }
factor = 3
beginwaarde - (1 — factor2antal termen)
1 — factor
L= L.(1=(3)
ous v - HUZ)_E0G oy
T4
d PX26)=1-PX<5)=1-(1-(G)f)=1-1+(3) =(3)°=0,237
e Dekansen P(Y=k) met k=1, 2, 3, ... vormen een meetkundige rij met beginwaarde p en
factor 1 — p.
(1= =-pP p(—1=py) p(—(1-p}t
Pr<p=> d-0=-p9H pd-0=-p7) pd-=( p))=l—(l—p)k
1-(1-p) I=T+p p
PY>k)=1-PY<h=1-(1-(1-pHY=1-1+1Q-p)=(1-p)*
f X=het aantal keer gooien.
X is geometrisch verdeeld met p = ;.

PX<=1-(1-1)=1-(3) =0,721

¢ som meetkundige rij =

FNE

122 Gemengde opgaven © Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

g X = het aantal keer gooien.
X is geometrisch verdeeld met p = 3¢.
P(X<k)>0,75
1—(1-p)f>0,75
1-(1-%)>0,75
1-(3)>075
Voeriny, =1—- (33)-.
x =49 geeft y, = 0,749 <0,75
x =150 geeft y, = 0,756 > 0,75

Dus de kleinste waarde van k waarvoor geldt dat de kans op hoogstens k£ worpen
groter is dan 75%, is 50.

Bladzijde 193
© 2+ Dekostenzijn4-2+8=€16.
P(negatief) = 0,954 = 0,81450625
¢ P(positief) = 1 — P(negatief) =1 —0,95%=0,18549375
De totale kosten zijn €16 + 4 - €8 = €48.
» K zijn de kosten bij een gecombineerde test van vier monsters.

| e | as
PK=k) | 081450625 | 0,18549375

E(K)=16-0,81450625 + 48 -0,18549375 = 21,9358 ~ 21,94 euro
21,9358 _ < 4

b Bij negatief uitvallen zijn de kosten 5-2 + § =€ 18
en is P(negatief) = 0,95°.
Bij positieve test zijn de totale kosten €18 + 5-€8 =€ 58.
De kans is P(positief) =1 — 0,95
E(K)=18-0,95°+ 58+ (1 —0,95%) ~ 27,05 euro

Per monster is dat

27,05
Per monster is dat 5 ~€541.

¢ Bij negatief uitvallen zijn de kosten n-2 + 8 =2n + § euro.
De bijbehorende kans is 0,95".
Bij positieve test zijn de kosten 2n + 8 + n-8 = 10n + 8 euro.
De bijbehorende kans is 1 — 0,95".
E(K)=(2n+8)-0,95"+ (10n + 8)(1 — 0,95") =
2n-0,95"+8-0,95"+ 10n—10n-0,95"+ 8 — 8-0,95" = 10n — 8n - 0,95" + 8

E 10n —8n-0,95" + 8
Dus g= 20 _ 10n =80, = 10-8-0,95"+ >,
d Voeriny, = 10—8-0,95"+%
De tabel geeft

x=4eny, =548
x=5eny, =541
x=6eny =545,
Dus E is minimaal voor n = 5.

Bladzijde 194
e a Het gemiddelde aantal fouten per bladzijde is

4066-0+3659-1+1647-2+494-3+111-4+20-5+3-6+0-7
10000

o Lo |1 | 2 s ] e | s | s |7
P(x=x) | 0,4066 | 03659 | 0,1647 | 0,0494 | 00111 | 0,0020 | 0,0003 | 0

=0,8997.
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g A
¢ PUY=ky=e’-27
oo kTl . yLEY)
PX=k+1)=e*- .
=k D = e ™ H e D)
e,/{_ /1/(/1 ).
PX=k+1) K-k+1) k+1_ A P(X=k+1)
= = = 1= +1)—
> =k Lk R TS R U Ry o
K
B _ . PX=1) 03659
d k=0geefti=1 P(XZO)_ 0,4066~0’90
_ . PX=2) .0,1647~
k=1geefti=2 P(le)—z 0,3659~0’90
3 _, PX=3) 00494
k=2geeftl=3 P(X:2)_ 0,1647~0’90
B B _P(X=4)_ .O,OIIIN
k=3geefti=4 P(X=3)_4 0’0494~0,90
B _ o Px=5) 00020
k=4geeftl=5 P=4)_ > 00111 0,90
3 _ P&X=6) 10,0003 _
k=5geefti=6 P(X=5)_ 0.0020 0,90
PX=k+1)

e Als X een poissonverdeling heeft, dan geldt voor het gemiddelde A dat A=(k+ 1) - PX=b)
Het invullen van k=0, 1, 2, 3, 4, 5 in deze formule geeft bij benadering steeds dezelfde uitkomst,
namelijk 4 = 0,90.

Dus X is poissonverdeeld met 1 = 0,90.
f X = het aantal drukfouten per 100 bladzijden.
X is poissonverdeeld met 4 =100+ 0,90 = 90.
P(50 < X<100) = P(X<99) — P(X <50) = poissoncdf(90, 99) — poissoncdf(90, 50) = 0,842

g X = het aantal drukfouten per 1000 bladzijden.

X 1s poissonverdeeld met 4 = 1000 - 0,90 = 900.
P(X>850)=1-P(X<849) = 1 — poissoncdf(900, 849) ~ 0,955

h X = het aantal drukfouten per 100 bladzijden.

X 1s poissonverdeeld met A =100-0,90 = 90.
P(X>85)=1—-P(X<84)=1—poissoncdf(90,84) =0,714...
De gevraagde kans is 0,714'°. = 0,035.

i X=het aantal drukfouten per 100 bladzijden.

X 1s poissonverdeeld met gemiddelde 4.
Er moet gelden (P(X > 85))!1°< 0,01

(1 -P(X<84))1<0,01

(1 — poissoncdf(4, 84))'° < 0,01
Voer in y, = (1 — poissoncdf(4, 84))!% en y, = 0,01.
Intersect geeft x ~ 87,78.
87,78

100

Dus bij een gemiddeld aantal drukfouten per bladzijde van 0,87 of minder wordt het streven gerealiseerd.
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6 Discrete dynamische modellen

@ a w,=09W,_,+500met W, =10000
b Voor het dekpunt W geldt W= 0,9 + 500
0,1W =500
W= 5000
Stel W,=A4-0,9"+ 5000.
W, = 10000 geeft 4 + 5000 = 10000, dus 4 = 5000.
Dus W, =5000-0,9" + 5000.
¢ Voer in y; = 5000 0,9* + 5000.
De tabel geeft x=8 eny, = 7152
x=9eny, = 6937
Dus na 9 dagen.

Bladzijde 195
@ a §,=0,6S,_,+1000metsS, = 1800
b y
2500

2000 ;
L~ [
R oy
3 : 1
1500 LA |
g B
[
: 1
1000 —
A P
) P!
500 —
Ly
[
[

1 X

o} 500 S, =1800 S,S, 2500

De rij S, convergeert.
¢ Voor het dekpunt S geldt S = 0,65+ 1000
0,45 =1000
S=2500
Stel S, =A4-0,6" + 2500.
S, =1800 geeft 4 + 2500 = 1800, dus 4 = -700.
Dus S, =-700-0,6" + 2500.

@ a 9:00 uur 80000
10:00 uur 80000 + 0,05(1000000 — 80000) = 126 000
11:00 uur 126000 + 0,05(1 000000 — 126 000) = 169700
12:00 uur 169700 + 0,05(1 000000 — 169700) =211215
Dus om 12:00 uur hebben 211 215 personen de boodschap gehoord.
b R,=R,_,+0,05(1000000—R,_,)=R,_,+50000—-0,05R,_,=0,95R

¢ Voor het dekpunt R geldt R = 0,95R + 50000
0,05R = 50000
R =1000000
Stel R, =4+0,95" + 1000000.
R, =80000 geeft 4 + 1000000 = 80000, dus A =-920000
Dus R, =-920000-0,95" + 1000000.
d Voer in y, =-920000- 0,95* + 1000000 en kijk in de tabel.
Bij 2 februari om 12:00 uur hoort n = 15.
R,5= 753772, dus bijna 754 duizend.
e R)y=792139,R,,~ 802532,R,, =~ 812406
A o
+10393 + 9874
Bij n =31 horen 32 uitzendingen.
Er zijn dan ruim 812000 personen uit de doelgroep bereikt.

+ 50000 met R, = 80000

n—1
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G, =G, —aGyZ,,dus 5982 = 6000 — a - 6000 - 100
600000a = 18
a=0,00003
Z,=2Zy+aGyZ,— bZ,, dus 112 =100 + 0,00003 - 6000 - 100 — 5 - 100
100b=6
b=10,06
De derde dag loopt van ¢ =2 tot £ = 3.
G,=G,—0,00003G,Z, =5982 —0,00003 - 5982 - 112 = 5962

Z,=Z,+0,00003G,Z, — 0,06Z, = 112+ 0,00003 - 5982 112 — 0,06 - 112 = 125

Op de derde dag hebben 0,00003 - 5962 - 125 = 22 mensen griep gekregen.
Er zijn 0,06- 125 =~ 8 mensen beter geworden.

Op de 15¢ dag hebben 0,00003 - 5456 -455 = 74 mensen griep gekregen.
Er zijn 0,06 455 = 27 mensen beter geworden.

Bladzijde 196

Da

b

d

Afbraak 27% per dag, dus de factor is 0,73.
Je krijgt H,=0,73H, _, + 12 met H,=20.
Voor het dekpunt A geldt H=0,73H + 12
0,27H=12
H=~44,44
Stel H,=A-0,73" + 44,44,
H, =20 geeft 4 + 44,44 =20, dus 4 =-24,44.
Dus H,=-24,44-0,73" + 44,44.
Afbraak 27% per dag, dus de factor is 0,733 =~ 0,987 per uur.
Per uur 0,5 kg erbij, dus H,=0,987H,_, + 0,5 met H, = 20.
Voor het dekpunt A geldt A~ 0,987H+ 0.5
0,013H=0,5
H~3838
Stel H,=A4-0,987" + 38,38.
H, =20 geeft A + 38,38 =20, dus 4 =-18,38.
Dus H,=-18,38-0,987" + 38,38.
Bij de differentievergelijking van vraag ¢ hoort / = 38,38.

De evenwichtswaarde is dus lager dan bij de eerste situatie, dat wil zeggen dat er minder

verontreiniging overblijft.
De twee methode heeft dus de voorkeur.

N,=0,76N,_, +0,18B,_,
B,=0,24N,_,+0,82B,_,
Gesloten systeem, dus voor elke ¢is N, _; + B,_, = 30000 ofwel

%;15736(;800;‘84&3 }N,=0,76N,1+0,18(30000—N,1)
(= 0TN -+ 0188, | — 076N, + 5400 - 0,18N,_,
N, = 0.58N,_, + 5400 met N, = 20000

Voor het dekpunt N geldt N = 0,58N + 5400
0,42N = 5400
N=12857
Stel N,=4-0,58"+ 12857.
N, =20000 geeft 4 + 12857 = 20000, dus 4 = 7143.
Dus N,=7143-0,58" + 12857.

%237?22(_)0_5]\[8‘,+ 12857 } B,=30000— (7143 0,58 + 12857)
! ’ B,=-7143-0,58'+ 17143

met N, =20000 en B,= 10000

1im(7143 - 0,58 + 12857) = 7143 -0 + 12857 = 12857, dus N, convergeert naar N = 12857 en B, convergeert naar

{—

B=30000—-N=17143.
N,=0,74N,_, +0,15B,_, +0,20G,_,

B,=022N,_, +0,80B,_, +0,10G,_, metN,=20000, B,= 10000 en G,= 5000

G,=0,04N,_, +0,058, ,+0,70G,
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e N,=0,74N,+ 0,15B,+ 0,20G, = 0,74 -20000 + 0,15 - 10000 + 0,20 - 5000 = 17300
B, =0,22N, + 0,808, + 0,10G, = 0,22 -20000 + 0,80 - 10000 + 0,10 - 5000 = 12900
G,=35000— N, —B,=35000— 17300 — 12900 = 4800
N,=0,74N, + 0,15B, + 0,20G, = 0,74 - 17300 + 0,15 - 12900 + 0,20 - 4800 = 15697
B,=0,22N, +0,80B, +0,10G, =0,22- 17300 + 0,80 - 12900 + 0,10 - 4800 = 14606
G,=35000—-N,—B,=35000—-15697 — 14606 = 4697
G;=0,04N, + 0,058, + 0,70G, = 0,04 - 15697 + 0,05 - 14606 + 0,70 - 4697 ~ 4646
4606 inwoners van Middelburg gaan op ¢ = 3 niet op vakantie.

Bladzijde 197

300
@ a 1=0geeht 1 +299-0.550

300
1+299-0,55! 1,813...
Dus de groeifactor is ongeveer 1,81 per week voor de eerste week.
. 300 300
b M 20905 1+299-0 -

Dus de grenswaarde is 300 en halverwege de grenswaarde is L = 150.
300
1+299-0,5*

Intersect geeft x =9,535...
Dus de exponentiéle fase duurt ongeveer tot 1 = 9,54.
¢ x=9 geefty, = 126,209...

} u, _
Voer inu, =u,_;+0,64u,_ 1(1 . ) met u, = 2.

300
De tabel geeft ug = 125,058...

Het verschil tussen beide uitkomsten is 126,209... — 125,058... = 1,15.
0,64

t=1geeft L=

Voer in y, = en y, = 150.

H_,

d H=H,_,+0,64H, _ 1(1 - JW) =H,_,+0,64H,_, - 300 HY = -l + 1,64H,

Dus a = -155 = -0,00213 en b = 1,64.
€ y

300}

250}

200 Z

150

100}

501
0 1 L L 1 1 1 1 1 1 L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Zie de webgrafiek.

4 weken na ¢ = 7 is de lengte voor het eerst boven 2 meter.
Bladzijde 198

. S,_4
@ a GauitvanS,=S, | +k-S, , -(1 - 10(’)000) met S, = 5000.
Proberen met de GR geeft £ =0,12.
) Ry
Dit geeft S,=S,_,+0,12-S,_, -(1 = 10(’)000) met S, = 5000.

b Invoeren van dit model op de GR geeft de tabelwaarden S,; ~ 89809 en S,, = 90 908.
Bij # = 44 hoort week 45, dus voor het eerst in week 45.

S, _
c S,=S,1+0,12-S,1-(1 . )geeftdeparabool

100000
0,12x2
100000

y:x+0,12x(1— )=x+0,12x— =-0,0000012x% + 1,12x.

x
100000
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S, _
d S,=S,l+0,114-S,1-(1 = lséoao)metS(,:SOOO
e Het nieuwe model geeft S, = 5000, S}, = 27028 en S,, = 56 086.
Op ¢= 0 1s het verschil 5000 — 5000 = 0.
Op =17 is het verschil 27028 — 27100 =-72.
Op ¢=261s het verschil 56086 — 51900 = 4186.
Op ¢ = 26 is de afwijking het grootst.
d186 . nvr .o 1o
51900 100% =~ 8,1%.
f Volgens het nieuwe model is Sy = 97727 en S3; = 101 609.
Dus in week 38.

Het scheelt

L b= Mo S 300} 1,20+ 5500 — a+ 300+ 5500 = 5775
0= >0 0 6600 — 1650000a = 5775
1650000a = 825
a=0,0005

0,90-300 + b-5500-300 =303
270 + 16500006 =303
1650000a = 33

5=10,00002

R, =0,90R, + bP,R,
P, =5500,R,=300en R, =303

Dus a=0,0005 en b= 0,00002.
b a=0,0005 geeft P,=1,20P,_,— 0,0005R,_,-P,_,.

Bij evenwicht geldt P = 1,20P — 0,0005R - P
-0,20P + 0,0005R - P=0
P(-0,20 + 0,0005R) = 0
0,0005R = 0,20
R =400
b=10,00002 geeft R,=0,90R,_, +0,00002P, "R, _ .
Bij evenwicht geldt R = 0,90R + 0,00002R,_,- P, _,
0,10R —0,00002R-P=0
R(0,10 - 0,00002P) =0
0,00002P =0,10
P=5000
Dus P = 5000 en R = 400.
¢ Voer het stelsel differentievergelijkingen in op het rijen-invoerscherm en kijk in de tabel.
Het aantal prooidieren is maximaal op ¢ = 56.
P =P =9279

max

Ryg = 423

@ a Substitutie van u, = g" inu, = -4u
g +4g-5=0
(g—D(g+5)=0
g=lvg=-5
u,=A-1"+B-(-5)", dusu,=A+ B-(-5)".
uy=1geeft4A+B-(-5)°=1,dus 4 +B=1
u =5geeft4+B-(-5)!=5,dus4—-5B=35

_1t+5u,_, geeft

n

A+B =1
A-5B=35
68 =-4
B =-% 2 _
A+B:1}A 3= 1
A=13
Dus u, = 15 —3(-5)".
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b Substitutie van u, = g" in u, = 6u, | —9u, , geeft
g —6g+9=0
(5-3)=0
g=3
u,=(4+ Bn)-3"
u,=6geeft(4+B-0)-3°=6,dus 4 =06
u; =8 geeft(4+B-1)-3'=8,dusd +B=23

A:6 _ "2
A+B=2 (8B4
B=-3;

Dus u, = (6 - 3%71) <32,

®Af:AH+6Bf1geeftAf+1:Af+6Bf}A+,=A +6(24,_,—3B,_))
t £ - r—

B[=2Al,1—3B[,l

A =A,+124,_,—3:6B,_ _

Ai:At,IIwLéB,illgeeft 632711:14{—14%1 }Ar+1:Ax+12Az1_3'(A1_Af1)
At+1—A,+12A,,1—3AI+3A[,1

A, ,=-24,+154,_,
A,=-24, ,+154,_,
De karakteristieke vergelijking is g +2g—15=0
(g=3)+5=0
g=3vg=-5
Dus 4,=4-3"+B-(-5).
Ay,=10en By=5geeft4,=10+6-5=40
Ay=10geeft 4-3°+ B-(-5)"=10,dus 4 + B= 10
A, =40 geeft 4-3' + B-(-5)! =40, dus 34 — 5B =40

{A+B=10 3 eeft{3A+3B=30
34-5B=40 |18 34 -5B=40
8B=-10
B=-1j — 11t
A+B:10}A—114

Dus 4,=115-3' = 1} - (-5)"
68, ,=A,— A, jofwel6B,=4, ,— A,

6B,= 115301 — 13- (=5) "1 = (113 = 15 (-5)")
6B,= 11133 = 13+ (-5)f=-5:= 1133 + I3+ (-5F
6B,= 3333 +65- (-5) — 1133+ 15-(-5)

6B,= 22} -3+ 75 (-5)

Dus B, =323+ 15 (-5).

7 Bewijzen

Bladzijde 199

@ AD // BC (parallellogram), dus £ADE = ZDEB (Z-hoeken)
ZEDB = ZADE (bissectrice)
ADERB is gelijkbenig, dus BD = BE (gelijkbenige driehoek).

£ZDEB= ZEDB

@D a LC=4C

: AC _DC P —
Uit AADC v»» ABEC volgt BC_EC’ dus AC-EC=BC-DC.
b LAEF = ZBDF =90°
ZAFE = ZBFD (overstaande hoeken)
AF _ EF

i —= AF-DF = BF - EF.
Uit AAEF » ABDF volgt BF - DF’ dus

} AAEF o ABDF (hh)
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@ £ACD= £BAP (Z-hocken)
ZACD = ZPQD (constante hoek) ZBOP+ ZBAP =180°
ZBQOP + ZPQOD = 180° (gestrekte hoek)
Dus ABQP is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).

@ MD = MA (straal cirkel), dus £LMDA = ZMAD (gelijkbenige driehoek)
NC = NA (straal cirkel), dus £NAC = £NCA (gelijkbenige drichoek) ( LMDA= ZNCA
£LMAD = ZNAC (overstaande hoeken)
Uit LMDA = ZNCA volgt ZMDN = £ZMCN, dus MNCD is koordenvierhoek (constante hoek).

Bladzijde 200

D a

G
Stel LE=x.
EF = AF, dus £E = £ A, (gelijkbenige drichoek) } Jd=x
ZE=x 4 LA, =x
ZA,= Z£A, (overstaande hoeken)

ZE+ Z£A,+ £F,=180° (hoekensom driehoek)

= +
LF,+ ZF,=180° (gestrekte hoek) } b =2E+ 24,

ZF, =2

LF, =2x

AF = AC (straal cirkel), dus £ F, = £ C (gelijkbenige driehoek) } £C=2x

LF,+ £C+ £A;=180° (hoekensom driehoek) } S = JF 4 C
12— 1

LA+ LA, + LA, =180° (gestrekte hoek)

LA, =2x+2x
ZCAG = 4x
Dus £ CAG=4/E.
b £A4,=4x _
24, =x }4A2—3x
Dus £BAC=3ZE ofwel LE=12BAC.
Da c
P
-
A H B
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£ZP,= 2ZB,=60° (constante hoek)
£P,= ZC, =60° (constante hoek) , £P;=60°
ZP,,;=180° (gestrekte hoek)

PB'=PB
ZP;=60°
¢ Zie de figuur bij vraag b.

ABB'P is gelijkzijdig

23~ 2 %) ' —p
B oge AABP € ACBB' (ZHZ), dus AP = CB
BP=BB’

AP=CB'=CP+B'P _
B }AP—BP+CP

@ S'is het snijpunt van PQ en BD.

c
BD is middelijn, dus £A4,, =90° (Thales)
£85=90° ZB,+ £P,=180°
LA, + LB+ £S5+ £P,=360° (hoekensom vierhoek) ZCy+ £LP,=180°

£ B, = £C, (constante hoek)
Dus PACQ is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).

(2 ay 3
23 n=1geefta1=aOTlenal=mendltklopt.
) . 4o
2 Neemaandatap=menbewusdatapﬂ=m.
a4y
o a, _ pa+l a, B a B a
DT 1T @ T agt L (pragt ) agtpragtl (pr1)ag+l
pra,t1
3 Hiermee is bewezen dat a, = - .
" nrayt1
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Bladzijde 201
D a1l n=0geeft5-3'-2°=15-1= 14 en dat is deelbaar door 7.
2 Neem aan dat 5-3% " ! — 22 deelbaar is door 7 en bewijs dat 5- 34 *D*1 22+ 1D
deelbaar is door 7.
5.34(p+1)+1_22(p+1):5.34p+5_22p+2:5.34.34p+1 —22.22p =
40534+ 1 — 4.2 = 4(5-3%+1 — D) + 385 - 34+ 1
4(5-3%*1—2%) is deelbaar door 7 vanwege de inductiehypothese.
385-3%*1is deelbaar door 7 omdat 55- 7 = 385.
Dus 4(5-3%*1—2%) + 385-3%* 1 is deelbaar door 7.
3 Hiermee is bewezen dat 5- 3% *1 — 22" deelbaar is door 7 voor elk natuurlijk getal 7.
b 1 n=1 geeft E ! ~ 0t ofwel L =1 en dit klopt
Ck(e+ D(k+2)  4(1+ 1D(1+2) ¢ o '
1 __ p(p+3)
k(k+1)(k+2) 4(p+1)(p+2)

D 1 _(p+Dp+4
Sikk+ 1D)(k+2)  Ap+2)(p+3)

2 Neem aan dat E

en bewijs dat

ptl

sy 1 L 1 1
Hetlinkerlid geeft 3, o kD)~ 2 Mk DG+ (p+ Dp+D(p+3)

pPp+3) 1 _ p(p+3)? N 4
dp+D(pt2) (ptDP+D(p+3) 4pt+tDp+2)(p+3) 4p+D(p+t2p+3)

p(p+3y¥+4  p(pP+6p+9+4  p+6p*+9p+4
dp+Dp+2)(p+3) 4p+Dp+2)(p+3) Hp+D(p+2)(p+3)
(p+tD(p+4) _(prDp+4p+D _ (+rD(p+td
dp+2)(pt3) 4p+2)(p+t3)(p+tl) 4dp+tDpt2)(p+3)

(P+2p+)(p+4) p+4p’+4+2p°+8p+p+4  pHop*+9p+4
4p+D(p+2)(p+3) dp+tD(p+2(p+3) dp+D)(p+2)(p+3)

1 _ nn+3)

k(k+1)(k+2)  An+1)(n+2)

= ofwel ¢ + 5 = ; ofwel ; =} en dit klopt.

Het rechterlid geeft

3 Hiermee is bewezen dat 2 voor elk natuurlijk getal n > 1.

c 1 n—lgeeftz

k(k+1)_2 2
2p+1 1 p N 2p+3 1 p+1
2 Neem aan dat = en bewijs dat = ;
Zz k(k+1) 2(p+1) ! ,22 kk+1) 2(p+2)
2p+3 2p+1
1 _ S L 1 N 1 _
Skk+1) S kk+1) Qp+2)2p+3) (2p+3)2p+4)

P 1 3 1 _p@pt3))(pt2)+p+2+p+1
2(pt1) 2p+t1D@2p+3) 2(pt2)2p+3) 2(ptD(p+2)2p+3)
pPRp+3)(p+2)+2p+3 _ p(p+2)+1 _ pP+2p+1 _ (pt1) p+1
Ap+tD(p+2)2p+3) 2Ap+tD(pt+2) 2Ap+tD(p+t2) 2pt(p+2) 2p+2)

2n+1
3 Hiermee is bewezen dat E k(ki D 2(n}:- D

voor elk natuurlijk getal n > 1.

1_1!—
d1 n—lgeeftz TEERT
~ _p' 1 k-1 _(p+1) -1
2 Neemaandat}} = enbewusdatz RRRTESI
prl 1 +1- | — +1- |-
k 2 WP 1 lzp. 1+p 1 1:p. 1+ P _
=1 1 ! (p+1)! sl (ptD pt (pt D!
(p!—l)(p D, p _plptpl-p=l+p_pl-p+pl—-1_
(p+ D! (p+1)! (p+ D! (p+D!
pl-(p+r1)-1 (p+1) -1
(p+ D! (p+ D!
—1_n-1 i
3 Hiermee is bewezen dat 2 2l pr voor elk natuurlijk getal n > 1.

k=1
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Qs
m—n_n

mn + n?=m?— mn
1_ 2

2mn=m*—n
m+n_m _m(m—n)
b —, =, geeftm+n= "

Herleiden van 2mn = m* — n? geeft
2mn=m? — n?

m—n?
2= mn
2_(m—n)(m+n)
- mn
m(m — n)

Invullen van m + n= — geeft
2_m—n m(m —n)
T Tmn n
_(m—ny
2= "

m—n)?2
2= ("37)

— 2 —
Uit2=(¥) volgt mn L = 2.
m-—n

Je vindt dus een tegenspraak, want is rationaal en /2 is irrationaal.
m+tn ,m
m-—n :,é n’

Dus voor elk tweetal positieve getallen m en n met m > n geldt

@ Schrijf de getallen 10, 11, ..., 99 inde vorm 11p + g, met g €{0,1,2,3, ..., 10}.
Het getal ¢ is dus de rest na deling door 11.
De getallen g zijn de 11 laden en de 12 gekozen getallen zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Er zijn dus minstens twee getallen die na deling door 11 dezelfde rest hebben.
Het verschil van deze getallen is deelbaar door 11.

@ a Schrijf alle getallen in de vorm 3p + ¢, met g €{0, 1, 2}.
Het getal ¢ 1s dus de rest na deling door 3.
De getallen g zijn de 3 laden en de 4 getallen a, b, ¢ en d zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er zijn dus minstens twee getallen die na deling door 3 dezelfde rest hebben.
Het verschil van deze twee getallen is deelbaar door 3.
Het product (@ — b)(a — ¢)(a — d)(b — ¢)(b — d)(c — d) bevat dus minstens één factor die deelbaar
is door 3.
Dus is het product deelbaar door 3.
b Uit vraag a weten we al dat het product deelbaar is door 3.
Blijft over te bewijzen dat het product ook deelbaar is door 4.
Stel a, b, c en d zijn allen even. Dan zijn alle verschillen even en is het product deelbaar door 4.
Stel drie van de getallen a, b, ¢ en d zijn even. Dan zijn de drie verschillen van deze drie getallen
even en is het product deelbaar door 4.
Stel twee van de getallen a, b, ¢ en d zijn even. Zowel het verschil van de twee even getallen als het
verschil van de twee oneven getallen is even. Dus het product is deelbaar door 4.
Stel één van de getallen a, b, ¢ en d is even. Dan zijn de drie verschillen van de drie oneven getallen
even en is het product deelbaar door 4.
Stel geen van de getallen a, b, ¢ en d is even. Dan zijn alle verschillen even en is het product
deelbaar door 4.
Omdat het product zowel deelbaar is door 3 als door 4, 1s het product deelbaar door 12.
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8 Ruimtemeetkunde

Bladzijde 202

4 0 4 4 -4 3
g=d+iar=a+Y7-dD=|o|+i{o]-{o]||=[0o]+L o |=|o0
0 6 0 0 6 1
2 3 5 L
m=t@+ =32+ 0 || =2 2 |=[ 1] dusm(2},1,2}).
3 13 4} 2%
0 3 0 3 x 0 3
b?= 4 enﬁ)—?= 0 -1 4|=1-4 ,dusCQ: yl=1|4 +l -4
0 2 0 15 z 0 11
4 1 0 0
S
b=|4l2|1]en7=|0]2]0
0 0 6 1
1 0 1
Aogr=11]x[0]=1]-1
0 1 0

OBT:x—y=d} p
door O(0, 0, 0)
Dus OBT-x—y =0.
Substitutie vanx =31, y=4—4jlenz=11]inx—y=0 geeft 34— (4 —42) =0
3-4+4.=0
Ti=4
1=3

13 ( 13 2 3 =12
z;=0geeft3—151=0, dus 1 =2.
2 1 4
A=2geefti=|2 +2-(2) 2)
3 -13 0
Dus U(4, -2, 0).
0 2 0 2 % 0 2
dc=|4|enp-¢C= 2)(4 =|-2 |,duscP:| y|=[4 ]|+ -2
0 3 0 3 z 0 3
yy=0geeft4—-21=0,dus 1=2.
0 2 4
/1=2geeft7= 4 +2-(2> 0
0 3 6

Dus 7(4, 0, 6).
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4 3 4 -1 x 4 -1
e b=|4|eng-5=|0|-[4]|=|-4] dusBO|y]|=|4]|+2-4
0 (i) 0 Iz z 0 13
xy=0geeft4—1=0,dus1=4.
4 -1 0
A=dgeeftw=|4 |+4-| -4 |= 12)
0 1 6
Dus (0, -12, 6).
4 0 4 2
@ac=l@+=Yo]|+|[o]|]|=} 0)-(0
0 6 6 3
0 0 0 0 0 0
f=2+2CT =2+ -?)=|3|+2 0)— 3||=3]+2-3|=[1
0 6 0 0 6 4
2 4 -3
ez (o)-(2)- (3
3 0 3
0 4 -4 2
- -
BF=7-b=|1]|-[3]|=|-2|2[1
HRAREIRE
-3 2 3
7 spp = BE x BF = 3)x 1 |=]2
3 -2 4
BEF:3x+2y+4z=
door;()ﬁl,&)(})) d} d=12+6+0=18
Dus BEF: 3x +2y +4z=18.
2 0 2 -3 x 2 -3
be=|o0|en7-2=[1]|-[0]=|1 | duser|y|={0]+4 1
3 4 3 1 z 3 1
4 0 18 3
Hosr=OB x0T =3 |x|0|=|-2a|2]-4
0 6 0 0

OBT: 3x—4y=d} J=a
door O(0, 0, 0)

Dus OBT: 3x — 4y =0.

Substitutie vanx =2 — 24, y=Alenz=3 + 11in 3x — 4y =0 geeft

32-21)-41=0
6—-64—-41=0
-10A=-6

=3
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0 -4 18 3
Fu=Tr=AB xAT=[3 x| 0 |=[ 0 |20
0 6 12 2
-4 0 0 0
Fa=Tyy=BCxCT=[0|x[-3]=|24|2]2
0 6 12 1
3\ /0)
0|2
cos(L(m, n)) = 2 ! =’O+0+2‘= 2
’ 3 0 VI3-45 65
0ll-12
2 1
Dus Z(4BT, BCT) = Z(m, n) = 75,6°.
)
re=| 1 | (zieb)

1
Het vlak V door B loodrecht op EF.

Vi-2x+y+z=d | ,__ _
door B(4. 3, 0) }d‘ §+3+0=-5

Dus V: -2x +y+z=-5.

b 2 -2
EF:-|y |=|0]+4] 1 ] snijden met } geeft
z 3 1

22— 2)+A+3+A=-5
4+41+A+3+1=-5

61.=-4
j=-2
Het snijpunt is S(35, -2, 2}).
_2
3
d(B, EF)=d(B, )= |BS| = || -3 ||= 19!
2z
0 9 -9 -3
Fe=g-d=|9]-10]={9 |23
6 0 6 2
9 0 9 3\
Fg=e—-c=[0]-|9|=(-9[2]-3
6/ \o 6/ \2
-3\ /3
3 |-[-3
2 2 -9-9+4| 14
Z(AG, CE)) = = _14_,
cos(£(4G, ) /_3 3 \/Z\/Z 1
300+l -3
2 2

Dus Z(AG, CE) = 50,5°.
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0 6 -6 -2
b 7p,=d-b=[0]-{9]=|-9|2](-3
6 0 6 2
Lijn n 1s een normaal van ACF.
-9 6 54 1
F=np=ACxCF=[9 |x[0o]=| 54 |2]|1
0 6 -54 -1
-2 1
301 1
cos(Z(BD, n)) = Z \_1 =’_2_3_2‘= !
’ ~2 1 V733 {51
_3 . 1
2 -1/
Dus Z(BD, n)= 11,4° en Z(BD, ACF)=90° — 11,4° = 78,6°.
-6 -9 -54 1
¢ Hye=BGxEG=|0|x[9 |=[-5a]2]|1
6 0 -54 1
BEG: x+y+z=
doo?Bx(6,)9},O) d}d:6+9+0:15
Dus BEG:x+y+z=15.
Snijden met de z-as geeft 0 + 0 + z =15 ofwel z= 15.
Dus het snijpunt is (0, 0, 15).
1
d 34CF: 1 ] (zie b)
-1
ACF:x+y—z=d
doorA(9,J(}),0) }d:9+0_0:9
Dus ACF:x+y—z=09.
0+0-6-9] 15
d(D, ACF) = NS RNE 53
Bladzijde 203
[ 4 0 4 2
@anm=G@+d)=|0]+ 0) 0 0)
0 6 6 3
4 0 2
ﬁ’;(ﬁ+?);( 6]+|6 ) (6
0 0 0
2 2
MN=7-m=|6|-|0
0 3
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d(M, N)= | MN| = J45 =35
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2 2 0
—
bNM=m-n=[0]|-[6]|=]-6
3 0 3
0 2 -2
NC=¢-n=|6|-16]|=|0
0 0 0
0
_6 .
3
cos(£(NM. NC)) = ; 2 0+0+0—0
-6 0
3 0

— —
ZMNC = Z(NM, NC) =90°
¢ Lijn m is een normaal van EMN en lijn n is een normaal van OBE.

0 2 -36 6
Po=Tgw= MNXEN=| 6 | x| 0 ]=| -6 ]2]1
-3 -6 -12 2
4 0 36 3
P =Ty =O0B xO0E=|6|x[6]={-24]2(2
0 6 24 2
6 /3
1]-]-2
oS = 2 2/ _[18-2+4] 29
’ 6 3 VA7 697
-1l -2
2 2
Dus Z(EMN, OBE) = Z(m, n) = 40,8°.
2 0 2
d 7y =nm—-e=[0]-[6]|=]-6
3 6 -3
Lijn n 1s een normaal van 4ACD.
36 3
— %yep=AD x CD = ) 24|22
24 2
2 3
_6 . 2
cos(ZL(EM, n)) = < 2 —’6_12 6‘ =
’ 2 3 7.J17  7J17
_6 % 2
-3 2

Dus Z(EM, n) = 65.4° en £ (EM, ACD) = 90° — 65,4° = 24,6°.
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@ a Breng een Oxyz-assenstelsel aan zo, dat je de volgende punten krijgt: O(0, 0, 0), A(4, 0, 0),
B4, 3, 0), C(0, 3,0) en T(0, 0, 6).
A(4, 0, 0) en 770, 0, 6), dus E(2, 0, 3).

0 0 0
F=2+icT=3|+Y-3]=|1],dusF@,1,4).
0 6 4
0\ [2\ /-2
?Epf‘é(l (o =1
1) \3 1
0\ [4\ /-4
Pp=1-b= 0) 3) -3
6/ \o 6
2\ (-4
1). B
cos(ZL(EF, BT)) = 4~ 6/1 _[8-3+6] n
’ -2 -4 Jo- 61 /366
1 |-]]-3
1 6

Dus £ (EF, BT) = 54,9°.
b Lijn m is een normaal van OBF en lijn n is een normaal van BCE.

4 3
P =Ty X Pgp= b % f=|13 = —16 214
0 1
0 4 -4 1
"
Fe=¢-b=(3]-[3]=]0 0
0 0 0 0
2 4 -2
Fp=e—b=[0[-[3|=(-3
3 0 3
1 -2 0 0
=g =g X Tap= | 0 -3 321
0 3 -3 1

lo-4+1] 3

)\/2‘6-&@

cos(L(m, n)) =

1
1
0
1
1

Dus Z(OBF, BCE) = Z(m, n) = 65,4°.
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2 0 (2
- - -
C Fop=€—¢c= - -3

0 3]=
3 0 3
0 0 0 0
-
Fe=f-c=|1|-|3]|=|2]2]|-1
4 0 4 2
2 0 -3 3
Aegp=|-3|x|-1|=[-4]2]|4
3 2 -2 2

CEF:3x+4y+2z=d
door C(0, 3, 0)

Dus CEF- 3x + 4y +2z=12.
[12+12+0-12] 12

}d=12

— — 12 -
d(B, CEF)= NeErs —\@—ﬁ@~2,2
0 2 -2
-
d7,=f-¢e=[1]-]0|=[1
4 3 1

Vis het vlak door 7, loodrecht op EF.
Vi-2x+y+z=d } d=6

door 7(0, 0, 6)

Dus V:-2x+y+z=6.

x 2 2
EF-{y]=10|+A 1 |snijdenmet-2x+y+z=6geeft-22—-21)+A+3+1=6
z 3 1 “4+41+1+3+1=6
61=17
A=z

Het snijpunt is S(-1, 1%, 42).

1
_ 3
ar £F)=d(r,5)= |78 = || 1t || = T+ G+ CiF =/ 55 = 417 =22

- 1%
e Van de kleinste drichoek EFP is EF de basis en d(EF, BT) de hoogte.
-2 -4
Pgr=| 1 |en7g=| -3 | (ziea).
1 6
V1s het vlak door BT en evenwijdig met EF.
-2 -4 9
=1 ]x|-3]=|8
1 6 10

V:9x+8y+10z=d | ,_
door 7(0, 0, 6) }d—éO
Dus V: 9x + 8y + 10z = 60.

18+0+30-60] 12 12 :

JO2+82+102 (245 75 ¥

d(EF,BT)=d(E, V) =

-2
dE,F)=| 1 ||=V6
1
Oppervlakte kleinste drichoek is § - d(E,F) - d(EF,BT) = § - \J6 - 13/5 = &+/30.
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@ ABCD is een piramide met top D en grondvlak 4BC.
3 - opp grondvlak - hoogte

L pirami ide —

O(AABC) =1 -d(4, B)-d(C, 4B)

d(4,B)=\3T+22+(-1)2= /14

V1s het vlak door C(4, 1, -2) en loodrecht op 4B.

2 -1 3
Ap=b-a=|2|-0]={2

2 3 -1
V:3x+2y—z

=d 3 o
door Cl4. 1, -2) }d—12+2 -2)=16

Dus V:3x+2y —z=16.

b -1 3
AB: 1 y|=| 0 |+ 2 |snijdenmet3x+2y—z=16geeft3(-1+31)+2-2A—-(3—-1)=16
z 3 -1 -3+94+41-3+1=16
144=22
A=1%

2= 1% geeft het snijpunt S(%, 2 10)

d(C,4B) = d(C,$) = |CS| = @+ 5P+ (FF =[S = 1805

Dus O(A4BC) =1 - \[14-1/805 = L\/11270 = 1,/230.

De hoogte van de plramlde is gelijk aan d(D, ABC)

3 5
‘E‘ =| 2 ]en lf‘ =1 1 |,dus nABC
-1 -5

ABC:-9x+ 10y —T7z=d | , a1
door 4(-1,0,3) }d_9+0 =1
Dus ABC: -9x + 10y — 7z =-12.

-54+30-0+12] 12
D(6.3,0), dus d(D, 4BO) =" 755 102+( o m=%\/230

Dus /iamige =35 - O(AABC) - d(D, ABC) = }-3~/230 - 1%5/230 = 13- 230 = 2.
3 1 g x 1 2
5
@ary=b-a=|-1|-{0]=|-1)dusdB:| y|=[0|+2]-1
2 3 -1 y 3 -1
PopAB, dus P(1+4,-4,3—A).
1+22
b d(C,P)=|CP|=|-1—4 |=yA+ 202+ (CAi-4)7+(1-A)}=
1-21
\/1+4/1+4/12+/12+8/1+16+1—2/1+/12=\/6/12+10/1+18
64+5
= 62+ 104+ 18 12+ 10) = >
¢ 617+ 104 geeﬂcu 2\/,12+1oz g A 10= e 18
Minimum voor % =0, dus voor A = —g.

d O(AABC)=3-d(4,B)-d(C,AB)
d(4,B) =27+ (-1)"+ (-1’ = /6
Zie vraag c: A =-2 geeft d(C,AB) = d(C,P) = \/6 2P +10--2 + 18=\/8§.

DusO(AABC):gﬁ-J?%\/@
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x 1 2
e AB: |y |=|0]+Ai] -1
z 3 -1
V 1s het vlak door Q loodrecht op AB.
Vi2x—y—z=d
door O(0, i, 0)
Dus V:2x—y—z=-pu.

d=-p

b 1 2
AB: | ¥y |=1 0 | +4] -1 | snijdenmet2x —y —z=-p geeft 2(1 +24) +A— 3 — 1) =-u
y 3 -1 2+4A+1-3+A=-u
6L=1—-pu
A=g—gu
Het snijpunt is S(~3u + 13, tu =1 Ly +23).
B Vs TA R
d(Q.4B)=d(Q.9)= 0S| =|| $u—§ || =Ciu+ 157+ (qu—¢F + (Gu +25F
Ht 2

Voer in y, = /(-5 + 1) + (3x = £+ (fx + 2§) en y, = 16.
Intersect geeft x ~-17,39 en x = 16,99.
y

Y1

Ya

-17,39 o 16,99

Dus d(Q, AB) < 16 voor ~17,39 < st < 16,99.

Bladzijde 204
@ a Popl dus P2 -2, 4, -1+2)).
Qopm,dus O(1,3 +u,2 —2u).

1 2-21 21-1
—
PO=q-p=| 3+u |- A =| -A+u+3
2-2u -1+24 -20=2u+3
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2A-1 -2
—_—
b PO Llgeeft| -A+u+3 |-| 1 |=0
20 —2u+3 2
A2 +u+3 -4 -4u+6=0

-94-3u=-11
2.-1 0
PO Lmgeeft| -A+u+3 -1 1 [=0
-2A—2u+3 -2
A+u+3+41+4u—-6=0
34+5u=3
. -94—3u=-11
Je krijgt het stelsel {31 +54=3
OA+3u=111| o J92+3u =11
3+5u=3 3] N\ 15u=9
—12# 2
3,1+5 -3 }31—-=
3.=3;
1-§
Dus,u——-eﬂf1

|a ~|
o0

¢ =% geeft P(-5.5 34) en pu=-1 geeft 0(1,%,1).

d De afstand tussen / en m is de lengte van het kortste verbindingslijnstuk van / en m.
Het lijnstuk dat zowel loodrecht op / als loodrecht op m staat is het kortste verbindingslijnstuk.
PO 1 1len PO L m,dus

14
== y 441 21
dt,m=dp.0)=[PQ| = | & || = B+ GF+ =5 =5 =%
7
9
e O(1,3+u,2—2u)en R(1—v,-1,2v)
1-v 1 1 —p—1 -V
—
OR|=7-3=| -1 |- 3+px |=| -1-3-p |=| -u-4
2v 2-2u 2v—2+2u 2ut2v—2
-v 0
|OR| Lmgeeft| -u-4 |-[1]=0
2u+2v—2 =2
-u—4—-4u—4v+4=0
“S5u—4v=0
Su+4v=0
-V -1
—
’QR’J_ngeeft -u—4 -1 0 ]=0
2u+2v—2 2
v+au+4v—4=0
4u+5v=4
.. Su+t4v=0
Je krijgt het stelsel {4/1 L Sp=d
Su+4v=0 ceft 20u+16v=0
4ﬂ+5v—4 8™ 20u+25v=20
-9v=-20
P=9l s, 4m g
Sut+4v=0 H 4
5=
u=-t
p=-% geeft O(1,130) env="2 geeft R(-1L -1,%)
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f Vs het vlak door / en evenwijdig met n.

-2 -1 2
= 1 |x[o|=]2
2 2 1

Vi2x+2y+z=d
door (2,0,-1)
Dus V:2x+2y+z=3.

}d=4+0—1=3

D—2+0—3\

d(ln)=d((1,-1,0),V)=

—=1

Nyl

a; a
@®aaiad=|a a |=al+a?+a, —>_>_‘->‘2
a-d=|a
a; a3
2 = (aFFaT T af =af +ai+ o}
. a, b, ayby — asb,
b axb=|a|x b, | = asb, — a,b,
a3 b, a;b; — ayb, T —(Z) )
b, a, byas — bya, aybs — aszb,
_,
bxd=|b|x a, | =| bsai —bias | =—| asb, —a,b;
by a, ba, = bya, a,by —ayb,
@ b, /cI a b,c3— byc,
=
cax(bxe)y=|am|x[[b]x|ec|]|=a ||| by —bq
“ b, cy a, b,c, — bycy
ay(bycy — bye)) — az(bye; — bics3) (ayc, + ayey + ases)b, (a\b, + a,b, + a3b;)c,
ay(byc; = bycy) —ay(bycy = byey) | = | (ayc) + ayey + azcy)b, (a1by + ayby +asey)e, | =
ay(bsc; = bye3) — ay(bye; — bscy) ()¢ + a6y + ases)bs (@1b, + ayb, + azbs)cs
b, G
(@6 + e, T ases) | by | = (aby +ahy +ashy) | €2 | =(d- E>)Z) ~(a- Z))?
b, 5]
& b, c a byc; = byc,
s
d (b X ) a, bz x| e, =| a4 b3c1 - b1C3 =
a3 by C3 as b,c, — by,
a1(byc3 = b3¢y) + ay(bsc, — bi¢3) + az(bc, — byey) =
ay(bycy = bscy) — ay(bic3 — biey) +az(bicy — byey) =
a; by ¢
det| @ b, ¢
as by ¢
_ a- b 2
e cos(Z(d, b)) W S 2.7
N sinf(£(d, b)) =1~ |5—=
sin2(£(@,b)) + cos(£(@,b)) =1 @] - 5]

Dus sin(£(a, b)) = \/1 =

VI [5F-G 57
Al

f O(AOAB)=5-
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al-[51) V(@I 121 (al- 151 (- [e])

@ |5 -sin(£(@,b)) =4
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Gemengde opgaven

9 Meetkundige plaatsen en raaklijneigenschappen

Bladzijde 182

(1 J0 F

© a De straal van de cirkel is 27.
Teken de cirkel met middelpunt A en straal 7 en de middelloodlijn van het lijnstuk MF. Voor de punten P, en P,

geldt nu d(P, M) =d(P, F)=d(P, c)=r.
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b De snijpunten van e en k zijn de punten P, en P, in de figuur hieronder.

Bladzijde 183

R

A = B
BQ = B'Q (elkaars spiegelbeeld) —
BO = CQ (gegeven) BO=B'0=C0

Dus B’ ligt op de cirkel met middellijn BC.
Hieruit volgt ZBB'C =90° (Thales).
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Bladzijde 184
© 2 De punten waar de halve lijnen overgaan in de ellips zijn de punten P, en P, in de figuur hieronder.
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d Zie de figuur hieronder.
De punten P waarvoor geldt d(P, E) = d(P, c) liggen op de halve lijn met als eindpunt het midden van lijnstuk AE,
en een deel van een hyperbooltak die eindigt in het midden van lijnstuk 4E.

b De asymptoten van # zijn de lijnen a, en a, in de figuur hieronder.
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¢ ZMPF =90° (Thales)
FN=}FM (gegeven)

FR=1FP (gegeven)

ZNRF=90° en NR =} MP
AFNR v AFMP (zhz)

NR =3 MP
MP = NF (want beide cirkels even groot)
ZNRF =90°, dus R op de cirkel met middellijn NF (Thales).

T op de hyperbooltak met brandpunt F en richtcirkel ¢,, dus d(7T, F) =d(T, c,) ofwel TF = TN, dus T is het midden
van de cirkel met middellijn NF, en dus TR = TN = TF = I NF (cirkel).

TR=TN=TF = 4NF
NR =3iNF

}NR=§NF

}TR = TN = NR, dus ARNT is gelijkzijdig.

© 2 4P, A)+dP, B)=c (ellips), dus PB=c — PA.
d(Q, A)+ d(Q, B) = c (ellips), dus OB =c — Q4.
d(P, A)+ d(P, C) = d (ellips), dus PC =d — PA.
d(Q, A)+ d(Q, C) =d (ellips), dus 0C=d — QA.

PB+QC=c —PA+d — 04 )
PC+QB=d-PA+c —QA}PB+QC_FC+QB

b Z£0,= Z£Q, (raaklijneigenschap ellips) N one
Z0,+ £0,=90° (gegeven) 2Oy + £0,=90

4Q2 + 4Q4 =90° _

£Q5+ £0,=90° (gegeven) LOy=L0;

Z0Oy= L0, _

Z2Q, = £Qy (raaklijneigenschap ellips) £0,= 20

Z£Q, = £Qq, dus £Q, en £, zijn gelijke overstaande hoeken
van de raaklijn aan de onderste ellips en de lijn BC. Dus Q op BC.

Bladzijde 185
€ 2 Spiegeling van F in k geeft het beeld ;, en spiegeling van F in m geeft het beeld V.
Er geldt d(4, V,) =d(A, F), dus V, op de richtlijn van p
en d(B, V,) =d(B, F), dus V, op de richtlijn van p.
[ is de richtlijn van p, dus / door V; en V.
m

k

b kis de middelloodlijn van ¥V, F en P op k, dus PV, =PF ... (1)
m is de middelloodlijn van V,F en P op m, dus PV, = PF ... (2)

F ligt op de cirkel met middellijn V,V,

Uit (1) en (2) volgt F ligt op de cirkel met middelpunt P en straal PV, } Pligtop V5.
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e symmetrieas

Zie de figuur.

F, spiegelen in de symmetrieas geeft F,.

F, spiegelen in de top van de hyperbool geeft 4.

De cirkel met middelpunt F), en straal F,A is richtcirkel.

Spiegelen van de linker hyperbooltak in de symmetrieas geeft de rechter hyperbooltak.

© Teken FT, FS en RV met V het snijpunt van & en /. o k
m/ll, dus LR = 2V =90°.
LT=ZLR=90°
LF = ZSVR (Z-hoeken) v AFTS 2 AVRS (HZH)
FT=VR P
Hieruit volgt ST = SR. F
R
T S

/ v
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@ a Zie de figuur hieronder.

V1s het bij P horende punt op de richtcirkel met straal F', V.

Nu is £ de middelloodlijn van het lijnstuk ,V, dus S is het midden van £,V ... (1)
Verder is M het midden van F'\F, ... (2)

Uit (1) en (2) volgt dat MS een middenparallel van AF|F,V is.

F,P =PV (ellips), dus F,V=F,P+ PV=F P+ F,P

=
MS = 3 F,V (middenparallel) } MS =5(F\P+ F,P)

b F,P + F,P = constant (ellips), dus de meetkundige plaats van de punten S is de cirkel met middelpunt
M en straal MS. Zie de figuur bij a.

Bladzijde 186
@ a p, heeft brandpunt 7, en richtlijn F,F,.
Zie F, als variabel punt op de richtlijn F,F,, dan kun je het hierbij horende punt 4 van p, tekenen.
De middelloodlijn van F|F, is tevens raaklijn van p, in 4.
D, heeft brandpunt F, en richtlijn F' F;.
Zie F als variabel punt op de richtlijn '3, dan kun je het hierbij horende punt B van p, tekenen.
De middelloodlijn van F|F, is tevens raaklijn van p, in B.
Dus p, en p, hebben als gemeenschappelijke raaklijn de middelloodlijn van F\F, ... (1)

p, heeft brandpunt £, en richtlijn F,F,.

Zie F als variabel punt op de richtlijn £,F,, dan kun je het hierbij horende punt C van p, tekenen.
De middelloodlijn van F,F) is tevens raaklijn van p; in C.

D, heeft brandpunt F, en richtlijn F F;.

Zie Fj als variabel punt op de richtlijn F',F5, dan kun je het hierbij horende punt D van p, tekenen.
De middelloodlijn van F,F; is tevens raaklijn van p, in D.

F\F,F5F, is een vierkant, dus de middelloodlijn van F,F, is tevens middelloodlijn van F,F;.

Dus p, en p, hebben als gemeenschappelijke raaklijn de middelloodlijn van F\F, ... (2)

Uit (1) en (2) volgt dat de parabolen p, en p, twee gemeenschappelijke raaklijnen hebben.
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b Teken SF, en teken de loodlijn door S op F,F),.

Zie de figuur hieronder.

Ps

Py
SF, = 8T (parabool)
ZSF\F,= £8TF,=90° } ASF,F, 2 ASTF, (ZZR)
SF,=SF,

Hieruit volgt L F\SF, = £LTSF,, en dus is volgens de raaklijneigenschap SF, raaklijn van p,.
Dus de raaklijn in § aan p, gaat door £

10 Complexe getallen

@ a 3a+2b=6bi - 4ai

3a +4ai=6b1—2b
a(3 + 4i) = 6bi — 2b
_6bi—2b 3—4i_ 18b1 — 24bhi% — 6b + 8bi _ 18bi+24b— 6b + 8bi _ 18b + 26bi

_ 18 L g
=2sb+ 155 b1

3+41 3—-4i 9—16i2 9+16 25
a+51
b—ai
a+51=2(b— ai)
a+51=2b—2ai
a+2ai=2b-5i1

a(l +2i)=2b — 5i

2b—5i 1-2i 2b—4bi—5i+10i> 2b—4bi—5i—10 2b—10—4bi=5i 5, . 4, . o\
=1 2 1-2 1 —4i2 - 1+4 - 5 =5b—2-(5b+1)i
2a=b+{3 —2a+ =0

Sa—b+3i— 2 +Hi=0

2a —2ai=b—bi—3i

a2 - 2i)= b — bi - 3i

L _b—bi=3i 242i _2b+2bi~2bi~2bi®=6i~6i> _2b+2b—6i+6 _4b+6-6i_,

1 +1_:i'

2-2i 2+2i 41— 4’ 4+4 8 2b+a =l
J_3Fi 3-i_ 9-ir 9«1 _10i_10i_10i__,.
242 2+2i 4+8i+4i2 4+8i—-4 8 i 8¢ -8 4

z=(1=-A+)P=1-i)-A=i)P-A+iP=1-i)- (A=D1 +D))P=1-i)-(1-i2 =1 —i)-(1+1)*=
(1-i)-23=8-8i
z=(cos(in) —isin(1n))?: (cos(im) +isin(in)) = (cos(in) —isin(ix)) - ((cos(in) —isin(in))- (cos(in) +isin(ix)) =
(cos(5m) = isin(3m)) - ((cos?(5n) — 2sin*(3x)) = (3 —3iv3) - ((3)*+ (3v3)) = (3 - 3iV3)- (5 +3) =3 - 3iV3

—————— a_aa_ (9+1813+27i2)  (9+18iy3-27) (-18+18iy3) -18—iy3 2+iy3 _
== (3+3iy3) (B3 -1)7= (V-i1F  3-2i3+i2  3-2i3-1 2-2i\y3 2+2i\3
-36 —36i\/3 -36i\/3 - 108> -36-72i3+108 72-72i\3 | .

4- 120 R T TR T L
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(G+2)' (B3 Gehiedi) (+di-}2 QP 5 4

e z= 5 = = = - = =~ -2
f z=@2-2)2 (1-iy3)*= (1+i\/§)2_1+21\5+3i2_1+2i\5—3_—2+2i\5_1_—2i+2i2\5_
) Q-2 4-8i+4i2 4-8i-4 8 i -8i>

T4 4

-2y3-2i
%: L3 -1

Bladzijde 187

D a (z-2i0=-4
(z—2i)* =4i?
z=21=2ivz=-21=21
z=0vz=4

b z22+2z+2=0
(z+1y-1+2=0
(z+1)%=-1
(z+1)2=1i
z+1l=1ivz+1l=-
z=-l+1vz=-1-1

c =1

23 Lui+ k- 2mi
V]

=g

=t tkim

z=em y 2=l v z=gém

z=-ivz=3B+3ivz=-1B+3i
d #+42+3=0

Stel 22 =u.

w+4du+3=0

@+ )u+3)=0

u=-1vu=-3

2=-1vz=-

22=1i% v z2=3i2

z=ivz=-ivz=i3vz=-i3
e 2t +434+522=0

222+ 4z+5)=0

22=0vz2+4z+5=0

z=0v (z+2)-4+5=0

z=0v (z+2)=-

z=0v (z+2)y=1

z=0vz+2=1vz+2=-1

z=0vz=-2+1vz=-2-1

f 6-72-8=0
Stel 23 = u.
W —Tu—-8=0

(u+)(wu-8)=0

u=-1vu=3=8

P=-1vz=8§

Z3=e1ri+k-2nivz3=86k-21ri

r=eimitkini, p= ek in
L L - 2,

z=e3Myz=eilMlyz=eMyz=2e"yvz=2 v z=2ei™
1

z=-4iBvz=}+iiBvz=-lvz=-1-iBBvz=2vz=-1+i3
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@ & 1 _ ez™ _ 1 e‘%“i
1+1 \/Ee%”i \/E

[ i i
3~ 3
0 i,duslos opz =13

SL: 1 ]lm 3 — 3_ 1 47u
Dus,/1+. 6 ,/1+1 ,/ g/Ee.

b {23-2i, dus losop z4=2./3 - 21

4= fegmitk2m

-=\/§e—;41[i+k-;—ni

7= \/ie’ﬁ"i vz = \/ie’ﬁ’“ vVz= \/ie%’“ v g= ﬁe%"i

us 423 - 2i=\2emm v §2,3-2i=\2em v 42,3 —2i=2exm v {23 2i=2eum
¢ V6 +6i/3 = 36— 6i/3, dus los op 2 =6 — 6i\/3

23 = Qg3 + k- 2ai
= %/ﬁen],—nhrk-%ni
z=312e5m v z= Y1237 v z = Y1265

us 36+ 61,3 = 312e7% v 6+ 61,3 = 312e7™ v 6 + 61,3 = 3127

d \/8cos ) + 8isin(im), dus los op z2 = 8cos (i) + 8isin(in)
z2=8(cos(4mi) +isin(37))

2= 8ei—ni+k~zm
ZZQ\/jeg—nHkm

z=22eimyvz= 2\/2-6:%"i

Dus \/8cos(}—1ni) +8isin(ln) =2\2em v \/8cos(%ni) + 8isin (1) = 2\/2esm.
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z—3 | _
@a z-3i|
|z -3|
=1
|z — 3i]
|lz2—3| = |z—3i]

De afstand van z tot 3 moet gelijk zijn aan de afstand van z tot 3i.
Alle getallen z liggen dus op de middelloodlijn van 3 en 3i.

im
N [
|z-3| =1z - 3i|
3i
2i
i
re
-3 -2 -1 0 1 2 3
=2i
=3i
b (Re(2))’ = (Im(z))*
Re(z) = Im(z) v Re(z) =-Im(z)
im
| I
Re(2) = Im(2)
3i
2i
i
re
-3 -2 -1 2 3
=i
-2i
=3i
Re(z) =-Im(2)
\ l
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¢ (z—2i)z-20=9
|z—2i|2=9
|z—2i] =3
Dit is de cirkel met middelpunt 21 en straal 3.

im

]

5| 12-2i= 3AIn<Arg(2) < 3n

TN

/o \
2i
T
L

N N/

d (Re(z))? + (Im(z))2 =10
|z|2=10
|zl =10
Dit is de cirkel met middelpunt 0 en straal /3.

im

(Re(2)? + (Im(2)? = 10

3i

/| 5 ™N

3 2 - 0 (] 3
—i
Re(2) -Im(z) =2
N r, /
-3
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e |z+z]<2
Stelz=a + bi.
la+bi+a—bi| <2
|2al <2
lal <1
-1<ax<1
Dus -1 <Re(z) <1.

re

Re(z) = -1 Re(z) = 1

f |z—z<4
Stel z=a + bi.
la+bi—(a—bi)| <4
la+bi—a+bi| <4
|26i] <4
o] <2
-2<bh<2
Dus -2 <Im(z) <2.

3i

2i Im(z) =2

-2i Imz) = -2
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@ xn:3xn*1 _Synfl geeﬂxn+l :3xn_5yn}

yn:xnfl_*_yn*l

Xp+1= 5(xn 1+yn I)

Xn+1 3x Syn 1 }
=3x,_ Syn 1geeft 5,1 =x,+3x,_,

Xn+1 3x (xn+3xn 1)

X1 3x +x —3x,_

Xn+1= X, 8xn71

Xn = 4xn*1 - 8'xn72
Substitutie van x, = g" in x,, = 4x,_, — 8x,,_, geeft

g?—-4g+8=0
(g-22-4+8=0
(g—2)=-4
(g—2)P=4i’

g—-2=21vg—-2=-2i
g=2+2ivg=2-2i
|2 +2i| =22 enarg(2 +2i)=in
x, —(Acos( nn)+Bsin(41m)) (2 2)
=leny,=2geeftx;=3-1-5-2=-7
—lgeeftA—l
x1=—7geeft(A-% 2+B-1\2)-22=-7 ofwel 24 + 2B =-

Dus x, = (cos(1nn) — 4L sin(inn))- (22)".

Yn = Xn—1 +yn*1 geeﬂynJrl :‘xn+yn }
xn:3xn*1 _Synfl

Yn+1 :xn_’_yn::;xnfl _Synfl +yn
yn+1:3xn71_5yn71+yn }
yn:xnfl_’_yn*lgeeﬂxn*l Yu = Vu-1
Yn+1 =3(yn_yn71)_5yn*1 +yn

yn+1 :3yn_3yn71 _Synfl—’_yn

yn+1 :4yn_8yn*1

yn:4yn71 _8yn*2

Dus y, = (4cos(inn) + Bsin(mn)) - (242)".

xp=leny,=2geefty,=1+2=3

Vo=2geeft 4=2 i

v, =3 geeft (4-12+B-1\2)-2y2 =3 ofwel 24 +2B=3 [4=2enB=7
n)

)-(2v2)".

€ a |z +4i| is de afstand van z tot -4i.

7}A=lenB=—4%

Dus y,= (2cos(}—grn) — % sin(}—‘

|z — 4i| is de afstand van z tot 4i.
Dus |z +4i| = 3|z — 4i|.

b z=a + bi geeft
la + bi+4i| =3 |a + bi — 4i
|a+(b+4)i| =3 |a+(b—4)i]
Va2 + (b +4)2=3-Ja>+ (b —4)>
a*+(b+ 42 =9(a>+ (b—4)?)
a*+b*+8b+ 16 =9(a* + b*>— 8b + 16)
a’?+b*+8b+ 16 =94+ 9b>—72b + 144
8a2+8b*—80b+128=0

a+br—10b+16=0
a2+ ((b-52-25+16=0

a’+(b-57=9
Dit is de cirkel met middelpunt 51 en straal 3.
¢ |z—51|=3
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Bladzijde 188

@ a,b im

t=60|t

1]
o

t:50/ t=720|t=0 \t:10

re

o o
\

t:480\ /:240
t=4200%_ | __AMt=300
r:40\ —i|t = 360 /r:zo

-2i|t=30

¢ De wijzers staan op elkaar als
1o 1l 1. _ 1 1. _ 1 1l 1
M= 3T =3 = 3T V ;T — 35T + 2W =37 — 3057 V...

1=0 v —geamt =21
2%
1=0vt=—7—=0657
~Alg
Dus na 65 minuten na 12 uur staan de wijzers van een klok voor het eerst op elkaar.

Dat is om 57 minuten over 1.

) — o T G
d sn—3gnt+ 9 2n =51 — 357t

—%TEZZ—ISTC
r= 18T _ g0t
“Ix

Dus na 5897; minuten na 12 uur staan de wijzers van een klok op elkaar.

Dat is na 9 uur en 497; minuut.

Dus om 10{% minuten voor 10 staan de wijzers van een klok op elkaar.
€ 3T —3gMl — T=5T — 36Tt

11 -

360 =T

T _ 8
- 3

360

Dus 32 minuten voor 12 uur ofwel om 27;; minuten over 11 staan de wijzers van een klok voor het laatst
voor 12 uur in elkaars verlengde.

=

@ Bij de resulterende snelheid hoort het complexe getal z; = 300(cos(37°) + 1sin(37°)).
Bij de wind hoort het complexe getal z, = 60(cos(135°) + 1sin(135°)).
Voor de snelheid van het vliegtuig geldt z; = z; — z,.
De GR geeft |z, — z,| ® 314 en arg(z, —z,) = 26°.
De piloot moet 314 km/uur vliegen op een koers van 90° — 26° = 64°.
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@ a z=In(-i)=In(e>") =-Lni
b z=log(-L) = In(-1t5) 1n(11m~e"i) _In(102) +In(e™) -2In(10) + ni
TRV T 0y T Im(10) . In(10)  In(10)
 Slog(-27+27i) = In(-27 +27i) _In(27y2-¢i®) _1n(27y2) +In(ei™) _In(2742) + }ni
In(3) In(3) In(3) In(3)

d z=In(-e)=In(-1) +In(e) =In(e™) + 1 =1 + zi

o
I

e z=In(i)=iln@i)=iln(e:) =i-ini=-in

f In(if) =-lr geeft e = 2™ dusii=e?",

Bladzijde 189 N .
@ Bij de krachten F,, F, en F, horen de complexe getallen
z,=-5001
z, = 630(cos(350°) + isin(350°))
en z,.
z,+z,+z,=0geeftz,=-z,-z

z

De GR geeft |-z, —z,| = 870 en arg(-z, —z,) = 136°.
Dus de grootte van 1?2 ~ 870 N en de hoek tussen }_7; en }_7; 15 270° — 136° = 134°.

€® a arg(z) = arg(1) = 0, dus één van de oplossingen heeft als argument 0.
|z5| = |1] =1, dus de straal van de cirkel is 1.
De argumenten verschillen steeds 2?71 = 27 van elkaar.

S e 4o 8 i 8 i
Deoplossingisz; =1v z,=ei™ vzy=es® vz, =es™ vzg=es™
imaginaire as

RN
/ \
: 0 i
N /

N[

reéle as

b Zie a.
z,=1=¢"=cos(0) +isin(0)

zZ,= gsn =cos( ) i 1s1n(

2
5T
zy=esm = cos(in) + isin(in

z,=esm = cos(¢n) +isin(¢n

)
)
)
zg=em = cos(¥n) + isin(¢n)

n
Hieruit volgt sin(0) + sm(ln) +

- sin ( )+s1n(6 )+sin(%n)=0
sin(0) = 0, dus sm( m) + sin (%n) + sin 57r) + s1n(§ )=0
Ook geldt cos(0) + cos( m)+c s( ) + cos( n) +cos(8n) =0.

S
5T

10

E sin (21k(;r)+2cos 21]m)=0+0=0

x=1

. 2k1r) (an)
C E(Sln(lo + cos 10
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11 Lineaire algebra

@a Y

2
(-5,13)
(—5,%J§’7\\\ 5 108)1

9 _8 =7 6 5 = P———
] Iy "]
(-543, -15)4————"_______———'/ i /,l g
i : | — (-3V3,-3) P
(53, -33]

1 -9 0 -5
(0) wordt afgebeeld op ( (! ) en (1 ) wordt afgebeeld op ( ’
2 2

5

dusM=(_? —;5\/§)
13 -3v3
. o (-5 -53 (—4) 20-75\3 )
D t M- — . — A'(20 - LAl )
it geeft a (lé _% 3) 15 (—6—7§\/§ , dus (0 753, -6 72\/§)
b y
y=|—2%X

(@]

\
i
w
L~
\
X
\
\

Het beeld van (-2, 5) is (5, -2).
Het beeld van (-2, -5) is (-2, 5).

b
Stel M = (a )
c

d
a b -2 5
(2)_ e h e
(c d) (5) (—2)geeft 2q+5b=5en-2c+5d=-2.
a b\ (-2 -2
(C d) (_5)—(5)geeft 2a—5h=-2en-2c—5d=5.
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-2a+5b=5
-2a—5b=-2
106=17
b=15 -2a+5-% =5 dusa=-3
-2a+5b=5 0o 4
{—2c+5d=—2
“2c=5d=5 _
10d=-7
d“% 7 — 3
2c+5d=-2 [t Tig =2 dusc=
5 % Z 3 _H19
“F 10 20 ;
M-b={, (_1)= ) | dus B'(-23, - 1%5).
4 710 20

det(M — A-1) =0 geeft

Fed @
’ | 3—1’:0
G-H3-1-0-1=0
G-H3-1)=0

i=3

(3 0
De eigenvectoren bij 4 = 3 volgen uit ( ) . (x) =3- (x)
1 3/ \y y

Hieruit volgt x + 3y = 3y ofwel x = 0.
0
Dus een eigenvector bij =3 is v =(1).
(1, 1) ligt op .
3 0) (1 3
. = 4 .
(1 3) (1) (4)’(1“5(3’ Yop!

Dus /: y = 13x.
De coordinaten van een punt P op de eenheidscirkel zijn gegeven door P(cos(a), sin(a)),
met a 1n radialen.

= _ (3 0) (cos(a)) _ (3cos(a) o e ‘
M- p —(1 3) (sin(oc)) (Cos(a)+3sin(a))’ dus K: x=3cos(a) A y=cos(a) + 3sin(a).

Invoeren van de parametervoorstelling op de GR geeft

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Snijpunten met de x-as, dus y = 0 geeft cos(a) + 3sin(a) = 0.
Voer in y, = cos(x) + 3sin(x).
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x =2,81... en x =5,96...

De snijpunten met de x-as zijn (3 cos(2,81...); 0) = (-2,85; 0) en (3 c0s(5,96...); 0) = (2,85; 0).
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Bladzijde 190
D a det(M)=2,-4,-43=3--2-1=-6
1 30 0\ /3 1 1 2 27 -12
b M=P-D-P'=[1 0 1|-(0 -2 o1 0 1]=]0 5 -2
1 0 0 1/ \1 0 2 0 4 -1
=3 97 12
M-d=|l0 5 - ) 40 |, dus 4'(204, 40, 35).
0 4 -1
-2 27 —12 /2 -31
¢ ( 2 ]-(1]= 32 , dus het origineel van B(2, 1, 6) is (-31, 32, 82).
—1 6 83

€) a De lijn met richtingscoéfficiént 2 die door (1, 0) gaat heeft vergelijking y = 2x — 2.
3x=2x—2 geeft x=-2, en dit geeft y=3--2 =-6.

1 =2
Dus ( ) wordt afgebeeld op (_ 6)'

0

De lijn met richtingscoéfficiént 2 die door (0, 1) gaat heeft vergelijking y = 2x + 1.
3x=2x+1geeftx=1,endit geefty=3-1=3.

1
Dus ((1)) wordt afgebeeld op (3 )

& 3
Dus M = I

-6 3
-2 1\ (5 -1
M.—)z( ).( )z( ) Al_l - ’
bM-a={_g 3)\g)7\3)dusATL)
-2 1 2
c (—6 3)-(;)=(6)geeft—2x+y=2en—6x+3y=6.

2o+ p= o :
Het stelsel { ik is onbepaald en heeft oneindig veel oplossingen.

6x+3y=6
De originelen van B(2, 6) bij deze afbeelding liggen op de lijn -2x +y =2, ofwel y = 2x + 2.

b 17 8
D a A2=Mofwe1A-A=MmetA=(a )enMZ( )geeft
c

d 16 9
(a b)'(a b):(17 8)
c d/ \c d 16 9/
Dit geeft de vergelijkingen a®> + bc =17, ab+bd =8, ac +cd =16 en bc + d*> = 9.
b A is diagonaliseerbaar, dus 4 =P-D- P,
Dit geeft 4>=P-D-P'-P-D-P'=P-D-I-D-P'=P-D-D-P'=P-D?>- Pl
A*=M, dus ook M= P-D?*- P!
Hieruit volgt dat de kwadraten van de eigenwaarden van A gelijk zijn aan de eigenwaarden van M,
en dat 4 en M dezelfde eigenvectoren hebben.
¢ det(M—A-1)=0 geeft

17-4 8
16 9-1

(17-2)(9—1)—8-16=0
153 =174 -9+ 12— 128 =0

-0

A2—=26A+25=0
A-1)(A-25=0
A=1v Ai=25
; . (17 8
De eigenvectoren bij 4 =1 volgen ult( )(x) = (x)
16 9/ \y y

Hieruit volgt 17x + 8y = x ofwel 16x + 8y = 0.

1
Dus een eigenvector bij 1, = 1is v| = (_ 2).
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: " (17 8
De eigenvectoren bij 1 =25 volgen uit ( ) : (x) =25- (x)
16 9/ \y y

Hieruit volgt 17x + 8y = 25x ofwel -8x + 8y =0.
. .. . 1
Dus een eigenvector bij 4, = 25 is v, = (1 )

Dus de eigenwaarden van 4 ziin A=1, A=-1, A=5en A =-5.
P—( 1 1)
-2 1

Gebruik de GR om de oplossingen van de vergelijking 42 = ( 9

A : 3
Met D, = (0 5) krijg je de oplossing 4, =P+ D, P! = (23 )
3

1
MetD2=(O

3

0\, .. . ,
5) krijg je de oplossing 4, =P- D, .pl= (4 1

1 0 -3 -2
Met D, = (0 _5) krijg je de oplossing A;=P-D;- P! = (_4 _1)

MetD4=(0

%) krije i 4 (7% =13
krijg je de oplossing 4, =P-D, P! = ; |
_5 _2§ _2§

. . A
Het stelsel is te schrijven als (Bl ) = (
t

5 3
det(( 3 5) A ) 0 geeft

5-4 3
35—

G-A)G5-1)-3-3=0

25— 10A+12-9=0

S
8
3
8

-0

J2=10A+16=0

A=2)A—-8)=0

A=2vi=8
5 3

De eigenvectoren bij 4 = 2 volgen uit ( ) : (x) =2- (x)
3 5/ \y y

Hieruit volgt 5x + 3y = 2x ofwel 3x + 3y =0.

. .. . 1
Dus een eigenvector bij 4, =2is v = ( _1 )

: " (5 3
De eigenvectoren bij 4 = 8 volgen uit (3 5) : (;) =8- (x)

Hieruit volgt 5x + 3y = 8x ofwel -3x + 3y =0.

1

Dus een eigenvector bij /12=8isx7;=(1)‘
11 5
P= ftpi=|3
[ (3
.(1 1).(\5 02). 5 g (1600) (636)
-1 1) Vo 22\ 1) \2400) \778
_(1 1)_(—\/5 0 ) = _(160 )~(778)
-1 1/ Vo 22/ |3 L) \2400) " \636

§):l_(1 1)(\5 0 ) T 5 (1600) (778)
B) ¥ \-1 1/)\0 -2y2) \5 3] \2400 636
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(A;):l_(l 1).(—ﬁ 0 ) 11 .(1600)z(—636)
B) *\-1 1/ Vo -2y2/]\} 1) \2400/ \-778
Dus AL = 636 en B = 778 of A: = 778 en B! = 636.

Bladzijde 191
@ a Een rotatie om de oorsprong over 90°.
b Omdat de afbeelding een rotatie om de oorsprong over 90° is, bestaat er geen lijn waarbij M
alle punten van de lijn op de lijn zelf afbeeldt. M heeft dus geen eigenvectoren, en dus geen reéle

eigenwaarden.
¢ det(M—A-1)=0 geeft
-2 -1
e
P2+1=0
2=-1
12=i2
A=1vi=-i
: . . 0 =1 [x) . (x
d De eigenvectoren bij A =1 volgen uit s =i-{ ).
1 0/ \y y

Hieruit volgt -y = ix ofwel ix +y = 0.

, o4 - i
Dus een eigenvector bij 4, =iis v, = (1)

. . . {0 -1 .
De eigenvectoren bij A =-1 volgen uit ( L o ) (x) =-i- (x)

Hieruit volgt -y = -ix ofwel ix —y = 0.

. . . 1
Dus een eigenvector bij A, =-iis v, = ( ) )
1

1 0 i1\ (a b)Y (1 0
p.pl= . -
¢ (0 1)geeﬁ(1 i) (c d) (0 1)

Hieruit volgtai+c=1,bi+d=0,a+ci=0enb+di=1.
a+ci=0geefta=-ci

Substitutie in ai +c =1 geeft —ci>+ c =1 ofwel c +c =1, dus c = 5.
c=1geefta=-1i

bi+d=0geeftd=-b1

Substitutie in b + di = 1 geeft b~ bi2=1 ofwel b+b=1,dus b=1.
b=1 geeftd=-1i

n—p.nn.p-1—= 1 1)(1" 0 ).1(—j ]):(it1+l (—i)” )J(‘i 1):
f M P-D"-P (1 1 0 (—i)" 2 1 i in _(_i)n+1 9 1 §

l( _in+2+(_i)n in+1_,_(_i)n+1)_l( in+(_i)n ii1+l+(_i)l1+l)
2 _in+1_(_i)n+1 in_(_i)n+2 2 _in+1_(_i)n+1 i"+(—i)”
I 0 a
@am=|0 1 »
0O 0 1
bN_(l 0 o)
0 1 0
1 0 a
1 1
cP:NM:(O (1) 8)' o e :(0 (1) Z)
0 0 1
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d Stel 4 is het origineel en B is het beeld van A bij spiegeling in de lijn y = 2.

y
Zie de figuur hiernaast.
Er geldt x5 =x,.
Verder geldt AB=y, -y, endus BS=3(y3—y,) =35 — 3V, Yo|-———- B
Dus yB:2+%yB_%yA %
S
%J’BZZ_%J’A f
yB:4_yA 77| [ — A
I
Ga weer uit van het punt (x,, y,, 1). !
X, X, 1 0 0 o %%
M-y, |=|4-y, | gecftM=10 -1 4
1 1 0 0 1
Xy
’ x 1 00
N-l4-y,|=| ™ ) eeftN=( )
lyA (4—yA 8 010
1 0 0
S—NM—(I 0 0). g -] 4 _(1 0 O)
0 1 0 0o -1 4
0 1
Bladzijde 192
1 3 4
@a+b=|1]|+|2]|=(3]=7¢
1 1 2
3 ~ 2
- -
MZ=M-(@+b)=M-ad+M-b=[1]+|6]|=|7] dusC'27,2).
0 2 2
1 2 1 -2 =z 1
@aPr=|1 0 1|geeftP'=|% -3 0
2 1 1 s 1z ~1
1 2 1\ [fa 0 0\ (5 -5 1
M=P-D-P'= 0 1]fo 5 0)f5; 5 0]=
21 1/\0o 0 ¢/ \; 1z -1
a 2b c -~z 1 -ta+b+jc -ta-b+1lic a-c
a 0 ¢ o4 0= HSa+ic -la+ i a—c
2a b ¢ : L -l -g+2b¥qe -—a—gbtlie 2a—c
0 -4 s@+btse —Ja—b+1ll¢ a—¢ 0 -4
b M-|1]=]|0 |geeft| -ja+ic la+1lic a-c|-|1]=|0
0 e —a+3b+ic -a—-3ib+1lic 2a-c 0 ~5

-la—-b+13c=-4
Hieruit volgt het stelsel { -2a + 1ic =0
-a—3b+15¢=-5

= -1 T 4
2 2
Invoeren van de bijbehorende matrix | -3 0 13 0 | en de optie rref(TI) of Rref (Casio) geeft
1

-1 =5 1L -5
1 0 0 6
01 0 4]
00 1 2
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Dusa=6b=4enc=2.
2 -4 4
Ditgeeft M=|-2 0 4).
-3 -5 10
2 -4 4 2 24
M-B=|-2 0 4 1 | =20 |, dus B'(24, 20, 49).
-3 -5 10 6 49
€ a Bij het stelsel hoort de matrix van
m b r
m/0,6 02 0,2
W=naar b| 0,3 0,5 0,3
r\0,1 03 0,5
van
m b r

m/044 0,28 0,28
W?=naar b| 0,36 0,40 0,36
r \0,20 032 0,36
De kans dat het overmorgen weer mooi weer is, is 0,44.
b van
m b r
m/0,3504 0,3248 0,3248
W4=naar b| 03744 0,376 03744
r \0,2752 0,2992 10,3008
De gevraagde kans is 0,3008.
¢ Voer de matrix ¥ in op de GR, en voer vervolgens in y, = det([4] — x - identity(3)) (TI) of
», = Det(Mat 4 — x - Identity(3)) (Casio).
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeftx=0,2, x=04enx=1.
Dus de eigenwaarden ziin 1=02, A=04eni1=1.
06 02 0.2 b X 0,6x+0,2y +0,2z=0,2x
03 0,5 03]y ]=02-]yp [ geefthetstelsel {0,3x + 0,5y + 0,3z = 0,2y ofwel
0,1 03 0,5 z z 0,Ix+03y+0,52=02z

04x+02y+02z=0
0,3x+ 0,3y +0,3z=0
0,Ix+0,3y+0,3z=

04 02 02 O
Invoeren van de matrix | 0,3 0,3 0,3 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft
0,1 03 03 0

I 0 0 0
0 1 1 0}
0 0 0 O
0
Dus een eigenvector bij A, =021is v, = | 1
-1
06 02 02 X X 0,6x+0,2y+0,2z=04x
03 0,5 03]y ]|=0,4-]yp | geefthetstelsel {0,3x + 0,5y + 0,3z = 0,4y ofwel
01 03 0,5 z z 0,Ix+03y+0,5z2=04z

0,2x+0,2y +0,2z=0
0,3x+0,1y +0,3z=0
0,Ix+0,3y+0,1z=0
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02 02 02 O
Invoeren van de matrix | 0,3 0,1 0,3 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft
0,1 03 01 O

I 0 1 0
0 1 0 0]
0 0 0 O
1
Dus een eigenvector bij 4, = 0,4 is 72 =10
=
06 02 0.2 x X 0,6x+02y+02z=x
0,3 05 03 |-y |=1{y| geefthetstelsel {0,3x + 0,5y + 0,3z =y ofwel
0,1 03 0,5 z z 0,1x+0,3y+0,5z=z

-0,4x+0,2y+02z=0
0,3x—0,5y+0,3z=0
0,Ix+0,3y—0,52=0

-04 02 02 0
Invoeren van de matrix | 0,3 -0,5 0,3 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft
01 03 -05 0

1 0o % 0
0 1 -3 0| Hieruitvolgtx—53z=0ofwel x="5z,en y —3z=0ofwel y=3z.
0 0 0 O
8
z =17 geeft bijj 1; =1 de eigenvector i}} =9
7
d Bij de eigenwaarde 1 is er een stabiele situatie, dus hiermee kan het percentage mooie dagen in mei
8
worden bepaald. Een bijbehorende eigenvectoris | 9 |.
7

8

24

8+9+7=24 dus ook [ 5 |is een eigenvector bij eigenwaarde 1.

7
24
Dus het percentage mooie dagen in mei is ; x 100% = 33,3%.

12 Continue kansverdelingen

Bladzijde 193
@ a Normale verdeling met u =131 °Oe en 0 = 2,7 °Oe.
opp = normalcdf(127.5, 134.5, 131, 2.7) = 0,805
Dus van 80,5%.

127,5 134,5
b X = het aantal druiven met een suikergehalte van meer dan 138 °Oe.
X 1s binomiaal verdeeld met n =5 en
p =normaledf(138, 10%, 131, 2.7) = 0,0047...
PX>1)=1-P(X=0)=1-binompdf(5, 0.0047..., 0) = 0,024

138
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¢ opp = normalcdf(136.5, 10%, 131, 2.7) = 0,021
0,021 > 0,02, dus Goettelmann heeft geen gelijk.

136,5

d opp links vanais 1 —0,985=10,015.
a =invNorm(0.015, 131, 2.7) = 125,1
Dus de wettelijk vastgestelde ondergrens ligt hoger dan 125 °Oe.

u=131
o=2,7
opp = 0,985

e Normale verdeling met onbekende x en o =2,7 °Oe.
normaledf(137.2, 10, i, 2.7) = 35

Voer in y,; = normaledf(137.2, 10%, x, 2.7) (TI) of

¥, =NormCD(137.2, 10%, 2.7, x) (Casio) en y, = 15.

Intersect geeft x =~ 133,5.

Dus op 4 december bevatten de druiven gemiddeld 133,5 °Oe suiker.

137,2

€D De totale dikte 7'in cm van 20 tabletten is normaal verdeeld met
ur=20-0,81=16,20 en o,= /200,05 =0,1/5.
De tabletten passen niet in een buisje als 7> L ofwel 7'— L > 0, dus
V>0metV=T-1L.
V' is normaal verdeeld met 4, = 16,20 — 17,50 =-1,30 cm en

o, = \/ (0,14/5)2 + 0,482 = 1/0,2804.

P(de tabletten passen niet in een buisje) = P(¥> 0) = normalcdf( 0, 10%, -1.30, /0.2804) = 0,007

i, =-1,30
o, =1/0,2804
opp =?

Bladzijde 194
@ Normale verdeling met onbekende x en ¢ = 1,2 uur.
normaledf(10, 10%, i, 1.2) = 5%

Voer in y, = normaledf(10, 10%, x, 1.2) (TI) of
¥, =NormCD(10, 10%, 1.2, x) (Casio) en y, = 5z.
Intersect geeft x=7,89..., dus u=17,89...

P(levensduur is meer dan 9 uur) = normaledf(9, 10, 7.89..., 1.2) = 0,179
Dus 17,9%.

9

€) a De totale fietstijd 7 in minuten is normaal verdeeld met
ur=18+7+15=40eno,=/2,52+1,25? + 22 = \/11,8125.
P(totale fietstijd is meer dan drie kwartier) = P(T > 45) =
normaledf(45, 10, 40, \/11.8125) = 0,073
De gevraagde kans is 0,073.

ur=40
or=V11,8125
opp =?

45
b Van 7:25 uur tot 8:15 uur is 50 minuten. ;= 40
X = het aantal keer dat ze te laat op school komt. or= W
opp =7

X 1s binomiaal verdeeld met n =35 en
p = normalcdf( 50, 10%, 40, \/11.8125) = 0,0018...
P(X>1)=1-P(X=0)=1-binompdf(35, 0.0018..., 0) ~ 0,061

50
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¢ a=invNorm(0.98, 40, \/11.8125) ~ 47,06 17 = 40
Dus minstens 47 minuten voor 8:15. or=V11,8125

opp = 0,98

Dat is dus voor 7:28 uur.

_ 1 I PP _ 2, L _2 —
@ a Deprlmltlevenvanga(t)——am—a(t 12)2 zijn G (¢) a(t 12): + ¢ a\/t 12+ec.

Er moet gelden G(12) =0, dus %- 0 +c=0endit geeftc=0.

Dus G (f) = %\/z— 12.

De primitieven van A(t) = 50_8712)2= %(z— 12)72 zijn H(¢) = —%(t— 12)'+d= —ﬁ-&—d
Er moet gelden H(20) = 1, dus —%4- d=1ofwel-{ +d=1,dusd=1;.
8
Dus H(t) = -————+ 1.
us H =5 "1y T s
Verder moet gelden G,(16) = H(16)
2 8 |
‘6-12=-—" 41!
a\/i 5(16—12) 3
%.2:_i+ 1L
a 5-4
g=iri
4_4
a 5
a=35
Dus G(f) = 3\t — 12.
0voort <12
%\/t— 12 voor 12<¢<16
Dus F(¢) = 8 {2 " 0
—+ 1z <t<
S0-12) svoor 16 <t
1 voor ¢t >20
b P(15<T<17)=P(T<17) - P(T< 15) = F(17) - F(15) = >+ 11 -2 /15-12~0,187

5(17-12
¢ X = het aantal keer dat Simone ’s maandags voor één uur wordt gebelc%.
X is binomiaal verdeeld metn =4 enp=P(T< 13)=F(13)=%/13-12= %
P(X>2)=1-P(X<1)=1—binomedf(4, %, 1) = 0,525
d P(T>u)=q; ofwel 1 = P(T<u)=1; ofwel P(T<u)=15

F(16)= 0.8, dus los op —S(Tu)ﬂé:%
8 _ .3
Su—60 '
15u— 180 = 80
15u =260
u=173

Dus 17:20 uur.

Bladzijde 195
€D a Y= het aantal keer dat een getal groter dan E(X) wordt gekozen.

Y is binomiaal verdeeld met n =100 enp =1.
P(Y>50)=1-P(Y<50)=1—binomedf(100, 1, 50) = 0,460

158 Gemengde opgaven © Noordhoff Uitgevers bv



b Z=de som van de getallen.

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Z is normaal verdeeld met ;= 100 -} = 50 en o, = /100 - \/g= W

P(55<Z<60)= normalcdf(SS, 60, 50, | /12 ) ~ 0,041

55 60

S'=de som van de eerste 45 getallen.

S is normaal verdeeld met ug=45-1 =221 en gy = /45 - \/% = \/§

T'= de som van de laatste 55 getallen.

T'is normaal verdeeld met u, = 551 =27 en o, = /55" \/g= \/%

De som van de eerste 45 getallen is groter dan de som van de rest van de
getallen als S > T'ofwel S—T7>0,dus V>0met V=85-T.
V is normaal verdeeld met ;= 225 —275 =-5en

ov= WP+ T =V 5 = VI

De gevraagde kans is P(JV > 0) = normalcdf (O, 10%, -5, 1—1070) ~0,042.

R = het gemiddelde van Roos bij het 50 keer uitvoeren van het experiment.

1

M = het gemiddelde van Maud bij het 50 keer uitvoeren van het experiment.

R is normaal verdeeld met uz =5 en o5 =

M is normaal verdeeld met ;=1 en o3;= \/% .

Het gemiddelde van Roos wijkt meer dan 75 af van het gemiddelde van Maud
alsR—M<-5 of R—M>5, dusals W<-35 of W> % met W=R—- M.
W is normaal verdeeld met =3 — 3 =0en

oy =\Vato ) + Vi) = e * s = \/500-

De gevraagde kans is P(W <-5v W>15) =

2- normalcdf(ﬁ, 10%, 0, ﬁ) ~0,149. -

Rl
Rl

X, en X, zijn onathankelijk, dus P(X, <x A X, <x) = P(X| <x)- P(X, <x).

Omdat X' = het minimum van X, en X, is P(X <x) = P(X, <x A X, <x)=P(X, <x)-P(X, <x).
PX,<x)=1-¢*

P, <x)=1—¢%

Dus PX<x)=(1-e®)-(1-e®)=1-2e>+e™

‘ 0 voor x <0
Dit geeft F(x) = { 1 —2e>+e* voor x>0

PY<y)=PX,+Y,<p)=1—e¥—3ye¥

0 voory <0

Dit geeft F(y) = { 1-e¥—3ye¥voory>0

X = het aantal vulkaanuitbarstingen in 4 weken.

is poi —0g.60 _ 1680
X is poissonverdeeld met 4 =28 -3tz = S5

PX=5)= poissonpdf(g%o, 5) ~0,173
P(T+T+T+T+T<4)=PX>5)=1-P(X<4)=1-poissoncdf(1$, 4) =~ 0,487
P(T>7)=1-PT<T)=1-(l-ew7)=¢7%

De gevraagde kans is (e’%)4 ~(0,010.
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d Y= het aantal vulkaanuitbarstingen per dag.
Y is poissonverdeeld met / = &%
P(T+ T+ T<d)=025 ofwel P(Y>3)=025 ofwel 1 - P(Y<2)=0,25
geeft 1 — poissoncdf(4, 2) = 0,25.
Voer in y; = 1 — poissoncdf(x, 2) (TI) of y, = 1 — PoissonCD(2, x) (Casio) en y, = 0,25.
Intersect geeftx=1,72..., dus A =1,72...
Op [0, 1]is A=5% enop [0, x]is A=1,72...
Dit geeft x- 5% = 1,72... ofwel x =38 - 1,72... = 10,5.
e P(S00<T+T+ ... +T<700)=P(T+ T+ ..+T<700)—P(T+T+..+T<500)
A = het aantal vulkaanuitbarstingen in 500 dagen.
A is poissonverdeeld met 1 = 500 - £% = 39000
P(T+ T+ ..+ T<500)=P(4>100)=1—P(4 < 99) = 1 — poissoncdf(33%¢, 99)
B = het aantal vulkaanuitbarstingen in 700 dagen.
B is poissonverdeeld met 4 = 700 - 5 = 420
P(T+T+..+T<700)=P(B>100)=1—-P(B<99)=1-poissoncdf(222, 99)
Dus P(500 <T+ T+ ...+ T<700)=P(T+T+ ...+ T<700)— P(T+ T+ ..+ T<500)=

1 — poissoncdf(#222 99) — (1 — poissoncdf(342?, 99)) =
poissoncdf(3%22 99) — poissoncdf(222 99) ~ (,898.

Bladzijde 196
@ a Ty = de tijd in minuten die een klant moet wachten.

P(Ty, > 10) = 0,25 ofwel 1 — P(Ty, < 10) = 0,25, dus P(Ty, < 10) = 0,75 geeft
1 —e*w 10=075
e 10w =025
-104y = In(0,25) =-In(4)
Ay = 15In(4)=0,138...
Dus de gemiddelde wachttijd is ﬁ ~ 7,2 minuten.
Ty = de tijd in minuten die nodig is om een klant te helpen.
P(Ty<2)=0,5 geeft
l—-eMm2=0,5
eu=0,5
-2 =1n(0,5) =-In(2)
Jy=31In(2) = 0,346...

Dus de gemiddelde helptijd 1s 0. 3411 o ~ 2 9 minuten.
-LIn4) - -1t 1n n(@d)n-14 — 4-1% 1
b P(Ty>15)=1—-P(Ty £15)=1—(1 — et 15) = g"lz1n(4) = (gln(4)y 1~=413=m:§
1 in2) - a2 5 1
PTy<l)=1-¢="® 1=1—(e'(2))z=1—2z=l—ﬁ=l—%\/§

De gevraagde kans is £ - (1 -32) =4 —£12.
¢ X = het aantal klanten dat in een uur aan de beurt is.
X is poissonverdeeld met 4 = 6015 In(4) = 6 In(4).
P(Ty+Ty+. .. +Ty>1)=1-PTy+ Tyt . +tTy=<1)=1-PX>10)=1-(1—-PX<9)=
P(X <£9) = poissoncdf(61n(4), 9) = 0,676
d Y = het aantal klanten dat in x minuten is geholpen.
Y is poissonverdeeld met parameter A,.
P(Ty+Ty+ ...+ T;; <x)=0,1 ofwel P(Y>10)=0,1 ofwel
1 -P(Y<9)=0,1 geeft 1 — poissoncdf(i,, 9) =0,1.
Voer in y, = 1 — poissoncdf(x, 9) (TI) of y, = 1 — PoissonCD(9, x) en y, = 0,1.
Intersect geeftx = 6,22..., dus 4,=6,22...
Op [0, 1] is Ay =3 In(2) en op [0, x] is Ay = 6,22...

Dit geeft x- 3 In(2) = 6,22...

6,22...
2= 18,0,
7In(2)

Dus x =
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P P .8
@ a Demachtreeksvane"lsex—1+x+§+§+4—!
00wl 0 1 2 3 4 2 3 4
Zx—zx—+x—+x—+x—+x—+ =lHx+ Xy
ot 0O 11 2v 3t 4 21 31 4l
© K
X _ *
DHSEE e
k=0
°° (et f) - Eleei)- Sl ) 26)
k- P(X=k 2=k e = je”
Z"o( *=8)= 2 1 Zl ‘ Zl k=1 egl(k—l)!

ity iy

¢ Uita volgt 2(/1,—)=e’1.
=\ J!
j=0

bgeeftE(k P(X=k)= 16’2( 1);):’1622(5'_()'
j=0

Dus E(X) = i(k-P(X= k) =Ae et =),

k=0

1
@ a Fx)=-xe™— ge"’x geeft F'(x) = -+ axe™ + e =gxe™™

F'(x) =f(x), dus F'is een primitieve van f.

-At = -/t — At = At _ 1 f_ p_
b E(T)= f(z f(t))dt—f(t Jeyde= f(,ue yde = hmf(lte )de = plgd e - e } =

p—o

. 1 1 [ 11
1 {— P — iP—(O——”=1 [— — e +—}= -0+
sl PO T3C T ey ey 27070

o | =

4
p
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Gemengde opgaven

13 Kegelsneden

Bladzijde 202
O -3+ -4>=250fwelc;: x>+ —6x—8y=0
De poollijn van Q is x5 X + 3,y = 3x5 = 3x =4y, — 4y =0.
0(-22, 29) geeft -22x + 29y + 66 —3x — 116 —4y =0 ofwel x =y — 2.
Substitutie van x =y — 2 in x> + y? — 6x — 8y = 0 geeft
-22+3y’-6(y—-2)—-8y=0
V2—dy+4+3y2—6y+12-8y=0
22— 18y +16=0

-9 +8=0
-DE-8)=0
y=1lvy=38

y=1geeftx=-1eny=2_8 geeftx=06.
Dus A(-1, 1) en B(6,8).

- g +
Het midden van lijnstuk 4B is ( 1 5 6, 12—8) = (21, 4%).

d(4, B)=J(6 —-1)2+ (8 — 1)2="7./2, dus de straal van c, is 3} /2.

Dit geeft (x—23)* + (y - 43)* = (3712)°
x2—5x+ 65 +y? — 9y +20; =245
x2+)?2=5x—-9y+2=0

Dusp=-5, g =-9enr=2.

© Stel (1, 0).
rc,=m en/ door 4(0, 5) geeft [: y=mx +5.
Poplgeeftmi+5=0
ml=-5
"
5
Dus l:y=—zx+5.

kL I, dusrc,-re,=-1 geeftrc, = 1.
k door A(0, 5), dus k: y = $Jx + 5.
p loodrecht op de x-as en p door P(4, 0) geeft p: x = 4.

.. Ikaar i .
ken p snijden e aarmS,dusi_f{/lx 5}y=§x2+5

De kromme waarop alle punten S liggen is de parabool y = éxz +5.

Oy Pta=ay-a
(r+ b ~Jar=ay—a
(r+ bt = ay -3
(c+ Ja)*=aly~ 3o
2p=a, dusp=%a.
x2=ay translatie (-5a, 3a) 5 (x+%a)2=a(y—%a)
top(-La 3a)

brandpunt(0 — 1a, La +3a), dus brandpunt(-1a, a)

richtlijn y=-}a +a,dus y=1a
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b x?+)?+6x—8+16=0
(x+3)P2-9+@r—-4)72-16+16=0
(x+3) 2+ -47=9
De cirkel met middelpunt (-3, 4) en straal 3 heeft de horizontale raaklijnen y=1en y=7.
Dus voor a =2 en voor a = 14 is de richtlijn van p, een raaklijn van c.
¢ A(22,-2)op p, geeft 22 +2a=-2a — a*
a?+4a+4=0
(@a+2)*=0
a=-2
a=-2geeftp: x> —2x=-2y —4ofwel p: x> = 2x + 2y + 4 =0.
Deraaklinin4isxx—x,—x+y,+y+4=0.
AR2,-2) geeft2x—2—x—-2+y+4=0ofwel x+y=0.
n snijdt x +y = 0 loodrecht geeft n: x —y=c.
ndoor 4(2,-2) geeftc=2+2=4.
Dusn:x—y=4.
De poollijn van P is xpx —xp—x+yp+y+4=0
XpX—x+y=xp—yp—4
X—xpX —y=4—xp+yp
(I =xpx—y=4-xp+yp
Ook n: x —y =4 1s de poollijn van P, en dit geeft x, =0 en y, = 0.
Dus P(0, 0).

Q2 )+4-6x+13=0
+2y-4-6x+13=0
+2=6x-9
¥ +2?2=6(x—13)
r(13.-2)
F(1i+11,0-2)=F3,-2)
ask:y=-2
richtlijn : x=-13 + 13, dus - x=0
b De poollijn van P is ypy + 2y, + 2y — 3x,—3x + 13 =0.
P(4%,2}) geeft 24y +5+2y — 131 — 3x + 13 =0 ofwel x = 11y + 13.
Substitutie van x = 13y + 13 in »> + 4y — 6x + 13 = 0 geeft

P2 +ay=6(13y+13) +13=0
P +4y—-9-9+13=0

Y =5y+4=0
o0-Dy-4=0
y=1vy=4

y=1geeftx=3eny=4 geeftx=7;.
Raaklijnin (3, 1)is y+2+2y—-9—-3x+ 13 =0 ofwel x —y=2.
Raaklijn in (71, 4) is 4y + 8 + 2y — 221 — 3x + 13 =0 ofwel x — 2y =-1.
¢ Stel Q(xQ? Yo)- ‘ ‘ ‘
De poollijn van Q is ten opzichte van de parabool is
YoVt 2Yp+2y—3xy—3x+13 =0 ofwel -(yo + 2)y = -3x — 3xp + 2y, + 13.
Omdat gegeven is dat m: y =-3x + 20 de poollijn van Q ten opzichte van de parabool is, moet gelden
Yot2=-1A-3x51t2y,+13=20
Yo="3A-3x5—6+13=20
Yo=-3A-3x,=13
Yo="3AXxy,=-43
Dus O(-45,-3).
d middelpunt (a, b) geeft (x —a)> + (y — b)* =12
y-as raken, dus * = a’.
Dit geeft (x — a)*> + (y — b)> = a.
Door A(3, -2) geeft 3 —a)> + (-2 - b)*=a?
9—6a+a’+4+4b+b2=a?
b>+4b—6a+13=0
Dus de middelpunten van alle cirkels die de y-as raken en door het punt 4(3, -2) gaan, liggen op p.
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Bladzijde 203
Q a De poollijn van C(x, y) ten opzichte van de parabool )? = 4x is y.y = 2x+ 2x ofwel x = Jy.y — x,.
Deze lijn valt samen met de lyn x = ay + 1.
Dit geeft jy.=aen-x.=1.

Dus C(-1, 2a).
b Substitutie van x = ay + 1 in y? = 4x geeft y> =4(ay + 1)
y:=day+4
V2 —day=4

y—2a)*—4a’>=4
(v—2a)*=4a> +4
y—2a=mvy—2a=—m
y=2a+2ya*+1vy=2a—2ya*+1

y=2a+2\a*+ 1 geeft x=2a> +2aJa®> + 1 + 1 eny =2a — 2\/a® + 1 geeft x=2a> —2aJa®> + 1 + 1.
Raaklijn in (2a2 +2a\a? + 1+ 1,2a+2Ja?+ 1) is [: (2a+2Ja2 + 1)y =2(2a*+2a\Ja® + 1+ 1) + 2x
. 1
ofwel I: (a + a?+ 1)y =x +2a%+ 2aJa®>+ 1 + 1. Dit geeft rc, = —————.
(a a y=x+2a a\a g / PEN - E )

at+1

Raaklijn in (262 — 2a\/a? + 1+ 1,2a - 2\Ja>+ 1) is m: (2a - 2\Ja? + 1)y =2(2a2 — 2aJa® + T+ 1) + 2x
ofwel m: (a — \Ja> + 1)y =x +2a*> — 2a\Ja> + 1 + 1. Dit geeft rc,, = ﬁ.

1 1 S
-1

1
a+\Ja@+1 a—J@@+1 @—(J@2+1)° E@—-(@+1)
Dus!/.L m.

IC[ > I'Cm —

Q a De poollijn van P ten opzichte van de ellips is 4xpx +ypy = 25.
P(3L, 1) geeft 14x +y =25 ofwel y =-14x +25.
Substitutie van y = -14x + 25 in 4x* +)? = 25 geeft 4x? + (-14x + 25)2 =25
4x* + 196x% — 700x + 625 = 25
200x% — 700x + 600 = 0

2x2=Tx+6=0
D=1

7+1 7-1
x=T=2 vx=T=l%

x=1} geefty =4 enx =2 geefty=-3.
Raaklijn in (11, 4) is m: 6x + 4y =25
Raakliyn in (2, -3) is n: 8x — 3y =25.

b De poollijn van Q ten opzichte van e, ontstaat door translatie van de poollijn van P ten opzichte van e,
over (1, -4) en de lijnen p en ¢ die door het punt Q gaan en e, raken ontstaan door translatie van de lijnen
m: 6x +4y =25 en n: 8x — 3y =25 over (1, -4), dus

m: 6x + 4y =25 _manslatied D) - 6(x — 1)+ 4(y +4) =25

n: 8x —3y=25 ke _ 4 Q(x — 1) —3(y +4) =25
Ditgeeftp:6x—6+4y+16=25enqg: 8x—8—3y—12=25,dus p: 6x +4y=15en g: 8x — 3y =45.

0 a De poollijn van (0, -4) ten opzichte van de hyperbool is 5-0x —4--4y =16 ofwel y = 1.
y =1 substitueren in 5x% — 4y* = 16 geeft 5x>—4 =16
5x2=20
x2=4
x=2vx=-2
Dus 4(2,-1) en B(-2, -1).
b De poollijn van P(x,, yp) ten opzichte van de hyperbool is 5xpx — 4y,y = 16 ofwel 32xpx — 3y = 12.
Deze poollijn valt samen met n: x — 4y = 12.
Dit geeft 33x, = 1 ofwel x, = 1%, en 3y, = 4 ofwel y, = 13.
Dus P(7, 13).
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© 2 Ermoetgeldena=2a—1,dusa=1.
a=1geeftx>+y?+4x+2by+1=0
¥+ Ax+3y?+2by+1=0
(x+272—4+@E+b2-p+1=0
x+2P+(+bP=0+3
Dit is een cirkel als 52 + 3 > 0 en dat is voor elke b het geval.
Dus als a = 1, dan is het de vergelijking van een cirkel voor elke waarde van b.
b Er moet geldena=0 v 2a —1=0.
a=0 geeft-1y> +2by =0
-y(y—2b)=0
y=0vy=2b
Dit zijn twee horizontale lijnen, dus a = 0 voldoet niet.
a=1 geeftix®+2x+2by+1=0
x2+4x=-4by -3
(x+2)2-4=-4by—1
(x+2)2=-4by+ 3}
Dit is een parabool als b # 0.
Dus als a =} A b # 0, dan is het de vergelijking van een parabool.

© a ¢ (x+4)>+3%=136is de cirkel met middelpunt M(-4, 0) en straal 6.
dA, M)=J&—47+(0—0)=8
d(A4, M) > 6, dus 4 ligt buiten de cirkel.
De kromme is een tak van de hyperbool met brandpunten (-4, 0) en (4, 0).
De oorsprong is het middelpunt van de hyperbool en de punten (3, 0) en

(-3, 0) zijn de toppen van de hyperbool.
2 2

De vergelijking is van de vorm 2 %2 =1 meta=3.
A=a*+ b geeftb>=c*—a*=4>-32=17.

2 2
Dus de vergelijking van de kromme is % = )}7 =1.

b d(O, M)=(0—--42+(0-0)>=4
d(c, M) = 6, dus de oorsprong ligt binnen de cirkel.
De kromme is een ellips. De brandpunten zijn (-4, 0) en (0, 0), dus het is een liggende ellips.
Het punt (-2, 0) is middelpunt van de ellips en de punten (-5, 0) en (1, 0) zijn de toppen van

de ellips.
N 2 3R
De vergelijking is van de vorm 5 i 1 meta=3.
a
A=a? b geeftb?’=a*>—c?=9-4=5
s . (x+2)2 y?
Dus de vergelijking van de kromme is + 5= 1.

@ a d(4, B)=2, dus de afstand van B tot de richtlijn moet ook 2 zijn.
De x-as is symmetrieas, dus het is een liggende parabool.
Uit bovenstaande volgt dat x = 0 of x =4 richtlijn is.
Richtlijn x = 4 geeft parabool van de vorm y? = 2p(x — @) met p = d(4, richtlijn) = 2.
3* =4(x — a) door B(2, 2) geeft 4 = 4(2 — a) en hieruit volgt a = 1.
Richtlijn x = 0 geeft parabool van de vorm y? = -2p(x — a) met p = d(4, richtlijn) = 2.
y*=-4(x — a) door B(2, 2) geeft 4 =-4(2 — a) en hieruit volgt a = 3.
Dus de vergelijkingen zijn y* = 4(x — 1) en y? = -4(x — 3).
b Stel D(0, 2), dan C(1 + 2, 0).

Ay 0—-4 1
2 = — e e e =
Stel AD: y = ax + b met a Ar_ 20 sAenb=41.
Dus AD: y=-1Jx+ 1 en dit geeft y =A(-1x + 1)
P

1-3x 2-x
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Ay 2-0 2
1| BC: yv= + = = =
Stel BC: y=ax +bmeta A 2-(+2) 1

=—2x+b 2
Y= Z.24h=2
door B(2, 2) 4
b=2+—
y)
DusBC:y=—%x+2+%enditgeeﬁy—2=—%x+%
Ay—2)=-2x+4
_~2x+4
A= y=2
_ 2 _
Uitd=—2_eni= 2x +4 Tt y  -2x+4

2—xen y—2 b 2-x y-2
2y(y—=2)=2 -x)(-2x+4)
2p? —4y=-4x + 8 + 2x> — 4x
22 =22 —8x+4y+8=0

Een vergelijking van K is x*> —y> —4x + 2y +4=0.

Stel P(xp, yp).
De poollijn van P ten opzichte van de parabool y? = 2x is y,p = xp + x ofwel -x + yp = xp.
De poollijn van P ten opzichte van de parabool x> = 2py is xpx = py, + py ofwel xpx — py = pyp.
.. - X
De poollijnen vallen samen als 1Yo £
Xp P DPVp

Hieruit volgt p =xpVp A —pyp=Xp° A ~pXp=pyp’.

= XpVp A —pYp = Xp* geeft —xpyp? = x5 ofwel xp = -2
P=Xpyp N\ "PYp=Xp 8 PVp P p="Vp
-pxp=pyy geeft xp=-y;°
Dus een vergelijking van Kis x +1?=0Ax#0 Ay #0.

Bladzijde 204

(12

2 2
XZOAJjTJf%:loﬁvelx:0A9y2+452:36

De doorsnede van het vlak z = A en het omwentelingsoppervlak is een cirkel met middelpunt A£(0, 0, A).
Uitz =1 en 9?2 + 422 = 36 volgt 9y* + 4)% = 36

9y2 =36 — 412

y=4-31

Dus de straal van de cirkel is m,
Voor een punt P(x, y, 4) van deze cirkel geldtz =4 A x> +3? =4 - 572
Dit geeft x2 +y2 =4 — §z2.
Dus een vergelijking is 9x2 + 92 + 422 = 36.
De doorsnede van het vlak y = A en het omwentelingsoppervlak is een cirkel met middelpunt (0, 4, 0).
Uity =lenx*—3’=-2volgt x> — A2 =-2
x2=412-2
x=A2-2vx=-+12-2
Dus de straal van de cirkel is \/A% — 2.
Voor een punt P(x, 4, z) van deze cirkel geldt y=1 A x> +2z2=12—2.
Dit geeft x> +z2 =32 - 2.
Dus de een vergelijking is x2 — y? +z2 =-2.
2 2
y=oAyZ—‘§= 1 ofwel y=0 A 9x2 — 422 = 36
De doorsnede van het vlak z =/ en het omwentelingsoppervlak is een cirkel met middelpunt M(0, 0, 2).
Uitz = 1 en 9x? — 422 = 36 volgt 9x* — 41? = 36
9x? =36 + 4)?
P=4+ A2

x=\4+342 v x=-\4+4p2

Dus de straal van de cirkel is V4 + 542

Voor een punt P(x, y, 1) van deze cirkel geldt z=A A x*+ > =4+ $12.
Dit geeft x2 + 2 =4 + 3%

Dus een vergelijking is 9x? + 9y — 422 = 36.
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14 Mathematische statistiek

@® a Voerinlijst1={62,8.1,9.0,7.4,58} enlijst2 = {21, 35,40, 17, 16}.
LinReg(ax + b) L1, L2 geeft ¥=7,23X-27,0
LinReg(ax + b) L2, L1 geeft X=0,105Y + 4,60
b X=7,0geeft Y=723-7,0-27,0=23,6
Dus de voorspelling is 24 studiepunten.
¢ Y=232 geeft X=0,105-32 +4,60~ 8,0
Dus het gemiddelde van Marc is naar verwachting 8,0.

D arl=a,a,=12-0675=081,dusr=09.
ay,=r- Z—;geeft oy= aLY.UY: %‘O‘Y: 0,750,
Hiermee zijn o, en o, niet te berekenen, er is nog een gegeven nodig.
b Substitutie van g, = 0,750, in 6, + 0,= 5 geeft 0,750, + 0, =5
1,75¢,=5
5
1,75

~2.86

oytoy,=5o0fwelo,=5-0,~5-286=214.
Dus o, =2,14 en o, = 2,86.

Bladzijde 205
€ a Voer in lijst 1 = {47000, 25300, 60000, 18000, 65000, 27000, 38000, 29 000}
en lijst 2 = {2500, 1600, 4000, 2000, 5600, 3000, 2000, 2200}.
LinReg(ax + b) L1, L2 geeft ¥ = 0,0650X + 351
b 2~ 0,6956 en g, ~ 1248
0,=0n/1 -2~ 1248-\/1 - 0,6956 ~ 689

¢ X=30000 geeft ¥=0,0650-30000 + 351 = 2301

2000

P(Y <2000) = normaledf(-10%, 2000, 2301, 689) = 0,331
d X=25000 geeft ¥ =0,0650-25000 + 351 = 1976
Het 68%-betrouwbaarheidsinterval is (i — o, u + o) =(1976 — 689, 1976 + 689) = (1287, 2665).

€ a Voerinlijst 1 = {136, 180, 133, 150, 141, 166, 131} en lijst 2 = {140, 213, 160, 167, 158, 166, 149}.
r~0,87 en LinReg(ax + b) L1, L2 geeft ¥=1,09X+ 2,51
b X=150 geeft ¥=1,09-150 + 2,51 =~ 166
Werk je met de onafgeronde regressiecoéfficiénten, dan krijg je ¥ =~ 166,7.
¢ LinReg(ax +b) L2, L1 geeft X = 0,691X + 34,4
Y= 180 geeft X= 0,691 180 + 34,4 ~ 159
De voorspelling van de bloeddruk in rust is 159.
d 2=0,756 en o, = 21,59
o,=0opn/1—-1r*=21,59-y1-0,756 ~ 10,66
Het 68%-betrouwbaarheidsinterval is (166,7 — 10,66; 166,7 + 10,66) = (156, 177).
f X=140 geeft Y=1,09-140+2,51 ~ 155,8

-]

180

P(bloeddruk > 180) = normaledf(180, 10%, 155.8, 10.66) = 0,012
Dus ongeveer 1,2%.
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Bladzijde 206
@ a Voer in lijst 1 = {20, 24, 34, 40, 53, 60, 62, 69, 75, 89},
lijst 2 = {52, 85, 65, 60, 55, 60, 58, 75, 70, 65} en
lijst 3= {110, 130, 125, 140, 135, 150, 145, 160, 155, 180}.
LinReg(ax + b) L1, L3 geeft Z=0,818X + 100
X=30 geeft Z=0,818-30+100 =~ 125
b LinReg(ax + b) L2, L3 geeft Z= 0,500V + 111
Y= 80 geeft Z=0,500-80 + 111 = 151
7> 150 geeft 0,818X + 100 > 150
0,818X> 50
X=61,1
Dus voor X > 62.
d Z>150 geeft 0,500 + 111 > 150
0,500Y > 39
Y>78,0
Dus voor Y > 78.
Gebruik de bij vraag a ingevoerde lijsten.
X =526, LY =645 37 = 1430, 2(XY) =34 011, X(XZ) = 79000, X(YZ) = 92680, (X?) = 32292 en
3(Y?) = 42493.

(]

[¢-]

526a + 645b + 10c = 1430
Uit vraag e volgt het stelsel { 32292a + 340115 + 526¢ = 79000
34011a +42493b + 645¢ =92680

ety

526 645 10 1430
Voerin 4= 32292 34011 526 79000
34011 42493 645 92680

1 0 0 081015
De optie rref(TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 0 0423299
0 0 1 73,0835

Dus a = 0,81015, b=~ 0,42330 en ¢ = 73,0835.

g X=70en Y= 80 geeft Z=0,81015-70 + 0,42330 - 80 + 73,0835 ~ 164

h Van Xen Zisr~0,94 envan Yen Zis r=0,25. Er lijkt dus een sterkere (lineaire) samenhang te bestaan
tussen X en Z dan tussen Y en Z. Dit komt overeen met de formule van Z, waarvoor geldt dat de invloed
van X groter is dan die van Y. Immers a ~ 0,81015 en b~ 0,42330.

Xy xx xy 80000 500 1500
n n_n _ 10 10 10
Ox Oy Oy Oy 15-40

o,=0p1 —1r?=40-11-0,833..2=22,1

=y TE_ A0 _»
b a,=r . 0,833... s 25

?:2%X+b 2. _
(X, 7)= (50, 150)} 25°506=150
b =388

Dus ¥=22x+38%.
X=45geeft Y=22-45+388 = 139
X=60 geeft ¥'=22-60+ 385 = 1722

=)
=
<

=0,833..

(<]

200
P(Y > 200) = normalcdf(200, 10%, 1722, 22.1) = 0,104
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Bladzijde 207
@ a Hy uy=420,H: uy<4,20ena=0,05
— 0,075
X is normaal verdeeld met y- =4,20 en oy = ——
V20
— ) 0,075
P(X <g)=0,05, dus g =1invNorm| 0.05, 4.20, — | = 4,172.
V20
Bij steekproefgemiddelden van 4,17 cm of kleiner zal men de
machine bijstellen.
b X is normaal verdeeld met uy =4,18 enoy = 0.075
BN
P(niet bijstellen) = P(X > 4,17) =
0,075
normalcdf(4. 17,10%, 4.18, —) ~(,7245
720
¢ Hyuy=410,H;:u,#4,10en a=0,05
0,05

Y is normaal verdeeld met u7 = 4,10 en o7 =

i

Het beslissingsvoorschrift heeft de vorm
‘verwerp HyalsY <gofalsY >g’.
opp links = opp rechts =1 - 0,05 = 0,025

g g,

P(Y <g)=0,025, dus g, = inVNorm(O.OZS, 4.10, %) =~ 4,069.

J10

PY<g)=1-0,025=0975 dus g, = inVNoml(O.975, 4.10, 0.05

~4,131.
m)

Bij steekproefgemiddelden van 4,06 cm of kleiner en 4,14 cm of groter zal men de
machine bijstellen.

d De zuiger past niet in de cilinder als ¥ > X ofwel ¥ — X> 0, dus
V>0met V=Y-X
J/is normaal verdeeld met x;, =4,12 — 4,18 =-0,06 cm en

o, =+0,0752+ 0,05 = 1/0,008125 cm.
P(V"> 0) = normaledf(0, 10%, -0.06, 1/0.008125) = 0,25

1, =-0,06
o, = \/0,008125
opp = ?

@ X = het aantal langste jongens dat in april geboren is.
X is binomiaal verdeeld met n =14 en p =0,5.
Hy:p=05H:p>0,5ena=0,05
De overschrijdingskans van 10 is P(X > 10) =1 - P(X<9) =1 — binomcdf(14, 0.5, 9) = 0,090.
P(X=10) > a, dus verwerp H,, niet.
Dit resultaat geeft geen aanleiding te veronderstellen dat een kind dat in april geboren is langer wordt
dan een kind dat in oktober geboren is.

Bladzijde 208
€ a X=het IQ van een persoon.
X is normaal verdeeld met 4, = 100 en g, = 15.
P(Q van 128 of meer) = P(X > 127,5) =
normalcdf(127.5, 10, 100, 15) = 0,0334
Je verwacht 0,0334 - 15000 = 501 personen met een IQ van 128 of
meer in een groep van 15000 personen. Py
b Hy uy=9792, H;: uy>9292en a=0,01 2
27,3% van 61215 0,273 -612 = 167.
P(167 personen of meer) = P(N > 166,5) =
normalcdf(166.5, 10%,97.92,9.07)=2,0-10"'
P(167 personen of meer) < a, dus verwerp H,,.
De 27,3% ligt significant boven de 16% die men van tevoren aannam.

1663
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€ a X=het aantal keer dat het balletje op een van de sectoren 1, 8 en 5 blijft liggen.
X 1s binomiaal verdeeld met n =400 en p =0,3.
Hyp=03,H;:p+#03ena=0,025
De overschrijdingskans van 110 is P(X < 110) = binomed{(400, 0.3, 110) = 0,150.
P(X<110) >0, dus verwerp H,, niet.
Er is geen aanleiding de zuiverheid van de roulette in twijfel te trekken.
b X = het aantal keer dat het balletje op een van de sectoren 3 en 6 blijft liggen.
X is binomiaal verdeeld met n =800 en p =0,2.
Hyp=02,H:p#02ena=0,01
Verwerp Hjals X< g;ofals X > g,
Zoek het grootste gehele getal g, zo, dat P(X < g)) < 1a = 0,005 ofwel binomcdf(800, 0.2, g;) < 0,005.
En zoek het kleinste gehele getal g, zo, dat P(X > g,) < 0,005 ofwel 1 — P(X < g,— 1) <0,005, dus
1 — binomedf(800, 0.2, g, — 1) < 0,005.

Voer in y; = binomed£(800, 0.2, x) (TI) of y, = BinomialCD(x, 800, 0.2) (Casio).
Uit de tabel volgt

x =130 geeft y, = 0,0039

x =131 geefty, = 0,0051.

Verwerp H, als X < 130.

Voer iny; = 1 — binomedf(800, 0.2, x — 1) (TI) of y, = 1 — BinomialCD(x — 1, 800, 0.2) (Casio).

Uit de tabel volgt

x =190 geeft y, = 0,0052

x =191 geefty, = 0,0041.

Verwerp I als X> 191.

Bij de aantallen 131 tot en met 190 zal de zuiverheid van de roulette niet in twijfel worden getrokken.
¢ X= het aantal keer dat het balletje op een van de sectoren 3, 6, 9 en 10 komt.

X 1s binomiaal verdeeld met n =150 en p =0.4.

Hyp=04,H:p<04ena=0,10

De overschrijdingskans van 52 is P(X < 52) = binomedf(150, 0.4, 52) = 0,105.

P(X < 52)> a, dus verwerp f,, niet.

Er is niet voldoende reden om het met Petra eens te zijn.

Bladzijde 209
@ a X =de tijd in minuten die per patiént nodig is voor het triage-onderzoek.
Wy =y =3,5 minuten
oy 075
T n a3
De gevraagde kans is P(X > 4) = normalcdf(4, 10, 3.5, 0.15) = 0,0004.
b X = het aantal patiénten waarbij het triage-onderzoek langer dan vier minuten duurt.
X is binomiaal verdeeld met n = 25 en p = normalcdf(4, 10%, 3.5, 0.75) = 0.252...
De gevraagde kans is P(X>5)=1— P(X <5) =1 — binomcdf(25, 0.252..., 5) = 0,633.
¢ X = het aantal patiénten waarbij het triage-onderzoek langer dan vier minuten duurt.
X is binomiaal verdeeld met n =100 en p =0,252...
Hy:p=0,252..,H;:p<0,252...en 0= 0,05
De overschrijdingskans van 20 is P(X < 20) = binomcdf(100, 0.252..., 20) = 0,136.
P(X <20) > a, dus verwerp H, niet.
Er is niet aangetoond dat de gemiddelde tijd die een triage-onderzoek duurt is afgenomen.
d X= het gemiddelde aantal patiénten per jaar dat zich meldt bij de SEH.
365-36=13140
Hy: 2=13140,H,: 2> 13140 en a = 0,01
De overschrijdingskans van 13402 is P(X > 13402)=1-P(X<13401)=
1 — poissoncdf(13140, 13401) = 0,011.
P(X >13402) > o, dus H, wordt niet verworpen.
Er is niet voldoende aanleiding het personeel van de afdeling gelijk te geven.

= 0,15 minuten
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Bladzijde 210

Da

Hy: uy=10,5, H;: uy # 10,5 en a = 0,05

E.

X is normaal verdeeld met i = 10,5 en oy =
De overschrijdingskans van 9,8 is

P(X <98)= normalcdf(—IO‘”, 9.8,10.5, £) ~0,045.

_ V60
P(X <9,8) > 1a, dus verwerp H, niet.
Er is geen aanleiding om te twijfelen aan de bewering van het onderzoeksbureau.
Hy: uy=10,5, Hy: uy #10,5ena =0,10
3,2

>

X is normaal verdeeld met uy=105enoy= ﬁ
opp links = opp rechts =1 - 0,10 = 0,05
P(X<g)=0,05, dus g = invNorm(o.os, 10.5, £) ~10,128.

1200
3.2

P(X<g)=1-0,05=0,95,dus g = inVNorm(O.95, 10.5, *) ~10,872.

V200

Men zal het onderzoeksbureau gelijk geven bij steekproefresultaten van 10,13 tot en met 10,87 uur.

15 Continue dynamische modellen

D a
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De lijn y = 0,5¢ + 1,25 lijkt een oplossingskromme te zijn.
dy

=2t—4dy+5,5 geeft
di 34 g

d
Substitutie van y = 0,5¢ + 1,25 en d—i =05in
0,5=21—4(0,5¢+125)+55
05=2t-2t-5+55

05=0,5

Dit klopt voor elke waarde van ¢, dus y = 0,5¢ + 1,25 is een oplossing van de differentiaalvergelijking.

Stelk:y=at+bmeta={dl} =8—-16+5,5=-25.
.4

=-2,5¢+

. ;5’4 b}—2,5-4+b=4

oor (4,4) b=14

Dus k: y =-2,5t+ 14.
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d
re;=5,5, dus d—yt =55.

Dit geeft 2t — 4y + 5,5=15,5 ofwel t =2y.

Substitutie van =2y in y = 5,5¢ — 30 geeft y=15,5-2y — 30
y=11y—-30
-10y =-30
y=3

y=3geeftt=6.

Dus A(6, 3).

dy

Substitutie van y =3e™# + 0,5+ 1,25 en a 12e*+0,51n

-12e%+05=2t—4Be*+0,5t+1,25)+5,5
-12e*+05=2t—12e*-2t—-5+55
-12e%+0,5=-12e%+0,5

dy _
dr

Dit klopt voor elke waarde van ¢, dus y =3 e+ 0,5¢ + 1,25 is een oplossing van de

differentiaalvergelijking.

dr

—=12-0,6T

dr ’

T'= 20 is een particuliere oplossing.
% =-0,6T geeft T(¢) = ce %%

De algemene oplossing is 7(¢) = ce %% + 20.
T(0) = 200 geeft ce 060+ 20 =200
c+20=200
c=180
De formule is 7= 20 + 180¢e™%%".
T=100 geeft 20 + 180e*% =100
180e7%% =80
e 0,67 = 4

9
-0,6t=In(3)

_In(3)
=06

t =135...

Dus na 1,35...- 60 = 81 minuten is de temperatuur van het voorwerp gedaald tot 100 °C.

De omgevingstemperatuur is 20 °C.
Los op 20 + 180e %6 =21

18006 = |
e 0.6 = - 10

1380
-0,6t = In(7%;)

Dus na ongeveer 8,7 uur is het verschil met de omgevingstemperatuur minder dan 1 °C.

Bladzijde 211

& a

d
rc= 0,5, dus ¥ 0,5.

dr
r+1
In het raakpunt 4 geldt y=0,5¢—-2,5 en 7

=0,5.

L. ottt t+1
Substitut =05t—-25 =05geeft———————=05
ubstitutie van y n 2=y gee 2-(05—25)
t+1
45 —0,51_0’5

t+1=0,5(4,5-0,5¢)
t+1=225-0,25¢
1,25¢=1,25
t=1
t=1geefty=0,5-2,5=-2.
Dus A4(1, -2).
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dy t+1 B B
b =g e f(z y)dy—f(t+1)dt

-2 =1l +t+c

Door (-4, 3) geeft 6-3-9=1-16-4+¢
6—4l =84+
c= —2%
De vergelijking van de oplossingskromme door (-4, 3) is 2y — 532 =32 + ¢ — 25
De y-as snijden, dus 7 = 0 geeft 2y — 512 =0+ 0—25
P +2y+25=0

-4 -5=0
0+DHy-5=0
y=-lvy=5

Dus yz=-1of y=5.
¢ De cirkel met middelpunt M(-1, 2) en straal  heeft de vergelijking (¢ + 1)* + (y —2)* = 2.
Door (0, 6) geeft (0+ 1)+ (6 —2)> =2
1+16=#
=17
Dus de vergelijking van de cirkel is (z + 1) + (y — 2)>=17.
Differentiéren naar 7 geeft 2(# + 1) + 2(y —2)-y'=0
2y —2)y'=-2(t+1)
, 2@+ 1)  t+1
20-2) 2-y
Dus de cirkel (z + 1)? + (y — 2)? = 17 voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus is de cirkel
een oplossingskromme.

d _
@y:1+621171:1+6721+1geeﬂ%:_ze—zwlzezzl
o dy -2 _dy -2 1
Substltutlevany=1+ezﬁlena=ezhl1na=a(y—b)geeft porEr ikl 1+—e2,,l—b
-2 a
o2r—1_ 27 o —ab
=2 a
62[71=ezf71+a—ab

Dit klopt voor elke waarde van talsa=-2 Aa—ab=0
a=-2A-2+2b=0

a=-2Ab=1
d
Dusd—J;=—2(y— 1)=-2y+2.
y =1 is een particuliere oplossing.

% =-2y geeft y(¢) =ce ™
De algemene oplossing is y(f) = ce™> + 1.
y(1)=2geeft ce? ' +1=2
ce?=
c=¢?
De formule is y = €?-e %+ 1 ofwel y=1+¢?~ %,

€D a De karakteristieke vergelijking is 12+ 64 +5=0
A+DA+5)=0
A=-1vi=-5
Dus de algemene oplossing is y(f) = Ae™ + Be™.
b De karakteristieke vergelijking is A2 — 121+ 36 =0
L—-6)>=0
A=6
Dus de algemene oplossing is y(¢) = (4 + Bt)- €%
¢ De karakteristieke vergelijking is A>—81+20=0
(A—4)2-16+20=0
A—4)yY=-4
(A—4)?=4i?
A—=4=2ivi-4=-2i
A=4+2ivAi=4-2i
Dus de algemene oplossing is y(¢) = (4 cos(2f) + Bsin(27))-e*.
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_1+e-e* s (L =ore®) «Ze=a®~ (1 + gre¥)-2a: ¥
@ a y(t)_l_CGZ,geefty(t)_ (1_0_621)2
_2c-ez’—2cz-e‘“+2c-e2’+2cz-e4’
(1—-c-e¥)’
_ Ac-e”
—e*d¥f
o 1+c-e* , gt
Substitutie van y(t)=meny(t)=mmy =32 —1 geeft

b 3(0)=1 geeft -

4c - e (1+c-e2’)2_

(1-c-e)? \l1-c-e

4e-e¥ (I+c-e¥)’ (1—c-e¥’
(I1-c-e®)? (1-c-e¥)’ (1—c-e¥y’

4C'62’ _1+26"62’+C2'€4I 1_26.621_;,_62.641
(I—c-ef  (I-ce® (I-c-e
4C.e21 _1+2C.621+c2.e4t_1+2C.621_c2.e4t
1 —c-e¥)’ 1—c-e¥)y’
(4c~e2’)_ 4e - e ( :

(1-c-e¥)? (1 —c-e¥)?

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus de functies y(f) =

.ol

1
van de differentiaalvergelijking.
Py 2
1-c-e*0
1+
€_1
l-e¢
l+c=1-c¢
2c=0
c=0
Dus de oplossing van y’=y?— 1 met »(0)= 1 is y(r) = 1.

Stel y = ai? + bt + ¢ is een oplossing.

Substitutie van y = at> + bt + c eny’ = 2ar + b in (2t + y)y' = 2 + 4y geeft

Qt+ar + bt + c)2at + b) =28 +4(ar> + bt + ¢)

4ar? +2bt + 2a°P + abP + 2ab? + b’t + 2act + be = 26 + 4ai® + 4bt + 4c

24’8 + (4a + 3ab)?? + (2b + b* + 2ac)t + be = 28 + 4ar* + 4bt + 4c

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus

20°=2 Anda+3ab=4a A2b+ b +2ac=4b A bc=4c
a>=1A3ab=0Ab*—2b+2ac=0Abc=4c
(@=1va=-1)A3ab=0Ab>—2b+2ac=0Abc=4c
(a=1va=-1)A3ab=0geeft b=0
(@=1va=-)Ab=0Ab>—2b+2ac=0Abc=4cgeeft 2ac=0A0=4cdusc=0
Dus(a=1va=-1)Ab=0Ac=0.

Dus de functies y(¢) = 2 en y(f) = - zijn oplossing van de differentiaalvergelijking.
dy 27 +4y

2+ Y =28 +4 ft —
(2t +y)y y geeft 2ty

_2t4_
2+1

d
Stelk:y:az+bmeta={—y} 2
AL 1)

dr
y=2t+b B
door A(1, 1)}?1’1_ 1

Dus k: y=2¢—1.

Voor de punten waarin de lijn &k oplossingskrommen raakt geldt )’ =2 eny=2¢—1.
Substitutie van y' =2 eny =2z — 1 in (2t +y)y' = 28 + 4y geeft
QQe+2t—1)-2=28+4Q2t-1)

4t—1)-2=2£+8t—4

8t—2=2°+8t—4

2=28
=1
t=1

t=1geefty=2-1-1=1
Dus £ raakt alleen een oplossingskromme in het punt A(1, 1).
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@ a Stel y= (4t + B)-e1is een oplossing.
dy
Substitutie van d—); =A4-e'+(4t+B)--e’'in— dr = (2t +4)e" geeft

A-e'+(At+B)--e'=(2t+4)e?!
A-e'—At-e"—B-e'=(2t+4)e?!
(~4t+A4—-B)e'=(2t+4)e?

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
-A=2AA—B=4

A=-2A-2—-B=4

A=-2AB=-6

Een particuliere oplossing is y = (-2t — 6) - e™.

De algemene oplossing is y = (-2t — 6)-e™" +c.

d _
b LoI73 et + )= — D) s
d y+5
2 +5y=12-3t+c
De algemene oplossing is 52 + 5y = 3> — 3t + c.
c (iii— 104(1 — A) =104 — 104>
1 du
Substitutie van 4 = — geeft e [ == 1)
w? dt u?
s 10 — 10u

dr
u(f) = 1 1s een particuliere oplossing van ((ll—L; =10— 10u.

G 10u geeft u(r) = c,e'™

dr
De algemene oplossing van % =10— 10u isu(?) =c, e+ 1.
1 1
A= = geeft A(f) = W.
. 1
De algemene oplossing is A(f) = 1T o0

d Stel y = at* + bt + ¢ is een oplossing.
o d _d
Substitutie van y = ar* + bt + ¢ end%/=2at+b 1nd%/=3y+ =2t + 4 geeft

2at+b=3(at? +bt+c)+12 -2t +4

2at+b=3at’ +3bt +3c+ > -2t +4

2at+b=Ba+ 1)+ (3b—-2)t+3c+4

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
3a+1=0A2a=3b-2Ab=3c+4

a——%/\—2=3b—2/\b=3c+4
-1A3b=13Ab=3c+4

._.

=-tab=}At=3c+4
1, p_4 15
==z Anb=5 A3e=-3;
a=-3 Ab=5rc=-15

Dus y= ——12 +3r-13 5 is een particuliere oplossing.
d

d_Jt/ = 3y geeft y(f) = ce¥

De algemene oplossing is y(7) = ce¥ — 12 + 51— 155.
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e Stel y=At+ B+ Ce'is een oplossing.
- d . d
Substitutie van y = A¢ + B + Ce' en d_Jt} =A+Ce'in d_Jt}: -1y + e+t geeft

A+Ce'=-1(At+B+Ce')+e' +¢
A+Ce'=-14t—1B—1Ce'+e'+1t

A+Ce'=(1-14)-1B+(1-10)e

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
—%AZOAAZ—%B/\C: —%C

A=2A2=-3BA1jC=1

A=2AB=-4AC=3

Dus y=2t—-4+ % e’ is een particuliere oplossing.

((11_); =~} geeft (1) = ce™*

De algemene oplossing is y(f) = cer+2—4+ % e'.
f Stel y = 4sin(¢) + Bcos(?) is een oplossing.
% = A cos(t) — Bsin(?) in % =2y + 4cos(f) geeft
Acos(t) — Bsin(t) = 2(Asin(f) + Bcos(t)) + 4 cos(?)
Acos(t) — Bsin(f) = 24 sin(£) + 2B cos(f) + 4 cos(¢)
Acos(t) — Bsin(f) = (2B + 4)cos(?) + 24 sin(z)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=2B+4A-B=24
A=2B+4AB=-24
A=-44+4 AB=-24
54=4AB=-24

Substitutie van y = 4sin(f) + Bcos(z) en

A={ AB=-13
Dus y= % sin(¢) — 12 cos(?) is een particuliere oplossing.
d
d_)t} =2y geeft y(f) = ce*
De algemene oplossing is y(f) = ce* + 2 sin(z) — 12 cos(?).
Bladzijde 212
@ a 4H2-y'=0
V(4-y)=0
¥=0vy?=4
y=0vy=2vy=-2
dy
dt
y
3¢ _ _ _ _ _
2
+ + + + +
14
+ + + + +
2 -'101'2to/r—+7+++t
—16
+ + + + +
=2
_31\ - - - -

d
b Stel k:y=at+bmeta= l} =4-32-3%=-45.
_dt (3,3)
y=-45t+b
door (3,3) (T4°:3+6=3
b=138

Dus k: y =-45¢+ 138.
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d
¢ In (2, 4) s helling = [dﬂ —4-42-44=-192.
2,4

[ snijdt de oplossingskromme loodrecht in dit punt, dus rc,--192 = -1 en dit geeft rc, = 155.

Stel /: y = ax + b met a =rc; = 135.
1
y=192t+b} |
5 2+tb=4
door (2, 4) J '*?
b=133

Dus [:y =145t + 3%

@ a y=Asin(z) + Bcos(z) geeft y' = Acos(r) — Bsin(r)
y'= Acos(t) — Bsin(z) geeft y" = -Asin(¢) — Bcos(?)
Substitutie van y = 4 sin(z) + Bcos(z), y' = Acos(?) — Bsin(z) en y" =-Asin(¢) — Bcos(?) in
y"+4y"+ 5y = 8cos(r) geeft
-Asin(f) — Bcos(f) + 4(A4 cos(t) — Bsin(t)) + 5(A4sin(z) + Bcos(7)) = 8cos(?)
-Asin(t) — Bcos(?) + 44 cos(t) — 4Bsin(t) + 5A4sin(z) + 5B cos(t) = 8cos(?)
445sin(t) + 4Bcos(?) + 44 cos(t) — 4Bsin(f) = 8 cos(t)
(44 — 4B)sin(t) + (44 + 4B)cos(t) = 8 cos(?)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
44-4B=0A44+4B=38
44=4B A44+4B =38
A=BA8B=28
A=1AB=1
Dus y = sin(¢) + cos(¢) is een particuliere oplossing van y " + 4y’ + 5y = 8 cos(7).
b De karakteristieke vergelijking is A2+ 41+ 5=0
A+2)?2-4+5=0
(L+272=-1
(L+2)?=i2
At2=ivi+t2=-i
A=-2+ivi=-2-i
De algemene oplossing van y" + 4y’ + 5y =0 is y(¢) = (4 cos(?) + Bsin(z)) - ™.
¢ y(r) = (Acos(?) + Bsin(z)) - e + sin(r) + cos(7)
¥'(t) = (-Asin(z) + Bcos(t)) - e 2 + (A cos(z) + Bsin(r)) - -2 e % + cos(z) — sin(z)
= (-Asin(f) + Bcos(f) — 24 cos(f) — 2Bsin(z)) - % + cos(t) — sin(z)
¥"(£) = (-A cos(t) — Bsin(z) + 24 sin(f) — 2Bcos(1)) - e +
(-Asin(z) + Bcos(t) — 24 cos(t) — 2Bsin(f)) - -2e % — sin(¢) — cos(t)
= (34 cos(f) + 3Bsin(t) + 44sin(t) — 4B cos(?)) - €% — sin(f) — cos(?)
Substitutie van y, y" en y" in y" + 4y’ + 5y = 8cos(?) geeft
(34 cos(f) + 3Bsin(t) + 44 sin(¢) — 4B cos(?)) - € — sin(¢) — cos(t) +
4((-A4sin(z) + Bcos(f) — 24 cos(z) — 2Bsin(r)) - €2 + cos(1) — sin(?)) +
5((Acos(?) + Bsin(r)) - €2 + sin(¢) + cos(r)) = 8cos(r) ofwel
(34 cos(t) + 3Bsin(z) + 4A4sin(f) — 4B cos(t) — 44 sin(r) + 4B cos(t) — 84 cos(t) — 8Bsin(r) +
54 cos(f) + 5Bsin(z)) - € — sin(¢) — cos(f) + 4 cos(?) — 4sin(?) + 5sin(z) + 5cos(z) = 8cos(f)
8cos(t) = 8cos()
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus de som van de oplossingen van de vragena en b
voldoet aan y" + 4y’ + 5y = 8cos(?).
d y(0) =0 geeft (4cos(0) + Bsin(0)) - €° + sin(0) + cos(0) =0

A+1=0
A=-1
¥'(0) =1 geeft (-4sin(0) + Bcos(0) — 24 cos(0) — 2Bsin(0)) - €® + cos(0) — sin(0) = 1
B-24+1=1
B=24

A=-1geeft B=-2
De gevraagde oplossing is y(¢) = (-cos(#) — 2sin(¢)) - € 2 + sin(¢) + cos(%).
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e Neem aan dat ook bij y" + 3y + 2y = 2 ¢’ geldt dat de algemene oplossing de som is van de algemene
oplossing van de homogene vergelijking en een particuliere oplossing.
Stel y = A4 -e’1s een oplossing.
y=A-e'geefty'=4-¢'
y'=A-¢e geeft y"=4-¢
Substitutie van y, y" en y” in y" + 3y’ + 2y =2 ¢’ geeft
A-e'+34-e'+24-e'=2¢!
64-e'=2¢!
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 64 = 2 en dit geeft 4 =1.
Dus y =1 e’ is een particuliere oplossing van y" + 3y’ + 2y = 2¢’.
Van y" + 3y’ + 2y =0 is de karakteristieke vergelijking 1> +31+2=0
A+1DH(A+2)=0
A=-1v i=-2
De algemene oplossing van y” + 3y’ +2y=01s y(f) = Ae’+ Be™?".
Uit bovenstaande volgt dat y(f) = Ae™” + Be™ + % e’ voldoetaan y" + 3y'+ 2y =2¢'.
3(0) =0 geeft 4e® + Be’ +1e’=0
A+B+3=0
A=-B-1
y(t)=Ae'+Be2 +1e geeft y'(f)=-Ae'—2Be + ¢
y'(0) =1 geeft-Ae?—2Be%+ el =1

“A-2B+1=1
-A—2B=1%
Substitutie van A =-B —§ in-4 —2B =73 geeft B+§ —2B =3
B=!
5=

B=-1geeft4=1-1=0
De gevraagde oplossing is y(t) = —% gt % el

f Neem aan dat ook bij " — 5y’ + 4 = (2 geldt dat de algemene oplossing de som is van de algemene
oplossing van de homogene vergelijking en een particuliere oplossing.
Stel y = ar* + bt + ¢ is een oplossing.
y=at*+bt+cgeeft y'=2at+b
y'=2at+ b geeft y"=2a
Substitutie van y, " en y” in y" — 5y’ + 4y = > geeft
2a —5Qat + b) +4(at? + bt + c) = 1
2a — 10at — 5b + 4at> + 4bt + 4c =12
4at* + (-10a + 4b)t +2a — 5b + 4c = 1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
4a=1A-10a+4b=0A2a—-5b+4c=0
a=iA-22+4b=0A1-5b+4c=0

a=4 Adb=21 AL —5b+4c=0
a=3Ab=3A3—34+4c=0

a=}1 Ab=3 /\4c=2%
a =}‘ Ab= % AC= §—1
Dus y =172+ 37+ 3L is een particuliere oplossing van y" — 5y’ + 4y = 2.
Van y" — 5y’ + 4y = 0 is de karakteristieke vergelijking 4> —51+4 =0
A-DA-4)=0
A=1vi=4
De algemene oplossing van y” — 5y' + 4y =0 is y(f) = Ae' + Be.
Uit bovenstaande volgt dat y(#) = Ae’ + Be* + (1> + 3¢+ 3} voldoet aan y" — 5y’ + 4y = £2.
$(0)=0 geeft 4e®+Be’+0+0+3 =0
A+B+3=0

A=-B-%

y(l‘):Aet+Be4t+%[2+%[+% geefty'(t):Aet‘f‘4Be4t+%t+%
yl(O):logeeft ACO+4BQO+O+%:10

A+4B+3=10

A+4B:9%
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Substitutie van 4 =-B — % in A+ 4B =9; geeft-B—3; +4B =93
3B=103;
B=341

B=33} geeft A=-31 -5 =-4

De gevraagde oplossing is y(f) =-4e' + 335 e¥ + 12 + 3¢ +35.

€ a Opr=0is Z=500000-0,0035= 1750 kg.
Per uur komt er 60-100-0,0025 = 15 kg zout bij.
100
500000

Dus % =15-0,012Z met Z in kg en ¢ in uren.

Er stroomt zout weg met een snelheid van 60 - Z=0,012Z kg per uur.

b Z=1250 is een particuliere oplossing.
% =-0,012Z geeft Z(1) = ce 001%
De algemene oplossing is Z(f) = ce %012 + 1250.
Z(0) = 1750 geeft ce®012-0+ 1250 = 1750
c+1250=1750
c¢=500
Dus Z = 1250 + 500¢0.012,
¢ Voor t=241is Z=1250+500e0912"24 = 1624 8. kg.
1624.8...
—————=(,00325 kg/L, ofwel 3,25 gram/L.
500000 8%, QR 28 £
d 3 gram per liter geeft Z=500000-0,003 = 1500 kg.
Z=1500 geeft 1250 + 500¢0-012 = 1500
500e%012t = 250
670,012! =05
-0,012¢ = In(0,5)
_In(0,5)
t= 0012 =57,76...
Dus na 57,76... - 60 = 3466 minuten is het zoutgehalte in het aquarium 3 gram/L.

Dus het zoutgehalte is na 24 uur

Bladzijde 213
€D a y =2 is een horizontale raaklijn, dus y’' = 0.
y=2eny =0 geeft cos(r)-0=1—2-sin(s)

0=1-2sin(?)
2sin(t) =1
sin(f) = 1.

t=%n+k~2n v t=§7r+k-27tmetkeZ.
De coordinaten van de raakpunten zijn (;7 + k- 2m, 2) en (3n+k- 27, 2) met k e Z.
b Substitutie van y = asin(z) + bcos(f) en y' = acos(f) — bsin(z) in cos(f) -y’ = 1 — y - sin(¢) geeft
cos(?) - (acos(f) — bsin(¢)) = 1 — (asin(z) + bcos(z)) - sin(z)
acos’(t) — bsin(f) cos(t) = 1 — asin’(f) — bsin(¢) cos(?)
asin®(f) + acos’(f) = 1
a(sin’(f) + cos’(f)) = 1
a=1=1
a=1
Dus voora=1en b € R is y = asin(t) + bcos(¢) een oplossing van cos(?) - y' = 1 — ysin(?).
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@ a f,0)=0geeft y»—4y—12=0

y+2)y—6)=0
y=-2vy=6
) y

D [ Bt

+ + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
De lijn y = -2 1s horizontale asymptoot van de oplossingskrommen voor -2 < y(0) <6 v y(0) <-2.
De oplossingskrommen zijn stijgend als f,(») > 0 voor elke waarde van y. Hieruit volgt dat voor de

S d
discriminant van d_J; =32+ py+3pgeldt D < 0.

D=p*—12p
D<0geeftp?—12p<0
plp—12)<0

0\_/2 p
Uit de schets volgt 0 <p < 12.

J,(»)> 0 voor elke waarde van y als 0 < p <12, dus alle oplossingskrommen zijn stijgende functies
als0<p<12.

y=2t+gq }
door (5, 6)

2:5+g=6
qg=-4
d d
d—);=2eny=6ind%}=y2+py+3pgeeft
2=62+6p+3p
9p=-34
p=-3
Dus p=-3j engq=-4.

Substitutie van

De karakteristieke vergelijking is A2 + % =0

g
112___
L
g .
2=242
Ll

Dan geldt 2B _ \/E
)4 L
g
=2=2
e
L
= Zn\/7
P g
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16 Complexe functies
@ a 22| = |z]*=22=4 enarg(z?) = 2 arg(z), dus -Ln < arg(z?) <1xm.
im

4i

>
3i \
N

A

//

b f(1+bi)=(1+bi)>=1+2bi—b*=1-5b*+2bi
b=0 geeft f(1)=1
b=1 geeft f(1+1)=2i
b=2 geeft f(1+21))=-3+4i
b=-1 geeft f(1 —1)=-2i
b=-2geeft f(1—21)=-3—4i

im
4i

\\ 3i
2i

re

-2i

A =3i
/

—4i

Re(2) =1

|
¢ Im(z)=4, dusstel z=a + 41
f@)=fla+d)=(a+4i)Y=a’+8ai—16=a’>— 16+ 8ai
Re(a®>— 16 +8ai)=0dus a®> — 16 =0.
Dit geefta*>=16,dusa=4 v a=-4.
Dus z =4 +4i en z =-4 + 4i worden op de imaginaire as afgebeeld.
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@ a fz)=0geeft 3—i)z+2+i=0

B-i)z=-2-i
__2-i 340 -6-2i-3i-i? -5-5i_, .
T35 34 9-i2 o2

Het nulpunt is -1 — 1.
fz)=zgeeft3—-1)z+2+i=z

Q-iz=-2-i
_-2-i 2+i_-4-2i-2i—-i®_-3-4i_ 3 .
2-i 2+i 4-i? > s

Het dekpunt is -2 — i

b g(z)=0geeftz2+4=0
2=-4
z2=4j?
z=21vz=-2i
De nulpunten zijn 2i en -2i.
glz)=zgeeftz2+4=z2

(E-D-t+4-0
(e-p2=-4
(e-pr=ii

k=I5 v 5=k =208
1
2

De dekpunten zijn § +1i\/15en —1i\/15.

Bladzijde 214
@ a A'roteren om 0 over %n en dan translatie (-3, -1) geefti3 +21)—3—-1=31—-2-3—-1=-5+2L
Dus 4 hoort bij z=-5 + 2i.
b B hoort bij het dekpunt van f(z) = (1 + 1)z + 2 — 31.
fz)=zgeeft(1+1)z+2—-3i=z
z+iz+2-3i=z
iz=-2+3i
25y
1 1
Dus z = 3 + 21 hoort bij B.

g

® a flz)=0geeft(2-2i)z+3-i=0
(2-2i)z=-3+i

7:—3+i.2+21:—6—6i+2i+212:—8—4i:_1_1_i

T 2-2i 2+2i 4 —4i2 8 ?

Het nulpunt is -1 — 3i.

fle)=zgeeft(2—-2i)z+3—-i=z

(1-2i)z=-3+i
Z=—3+i‘1+2i=—3—6i+i+212=—5—512_1_
1-2i 1+2i 1 —4i2 5

Het dekpunt is -1 —i.
b flz)=2-3igeeft 2 -2i)z+3—-i=2-3i
(2-2i)z=-1-2i
S1-2i 2420 -2-2i—4i—4i2_2-6i _
2-2i 242 4—4i2 8

Het origineel van 2 — 3iis § — 1.

ESI
|
EN[®
—

=z =
z
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¢ [2-2i] =22 enArg(2 — 2i) = -1, dus vermenigvuldiging ten opzichte van 0 met 2/2,
| g i gvuldiging ten op

rotatie om 0 over —;7 en translatie (3, -1).

im
9i
/ '// 8i \?
pe // /
4i / /
8i—— /
/ \\ 21 — /
re
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
—i
. T =3
oppervlakte origineel = ———-n- (32— 1%) =¢ -n-8 = ljx
oppervlakte beeld = (212)2- I1n = 102n
d translatie (-3, 1), vermenigvuldiging ten opzichte van 0 met 2\1/5 = }‘\/5 en rotatie om 0 over ;.
im
//\ 31
/ N
! [ [ |
[~ re
-5 ( -4 \3\‘ -2 @ 0
-i
\/ -3i

opervlakte beeld = (}2)2- 1in=1in
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® a Re(z) =2, dusz=2 +bi geeft f(2+bi)=ex@+ 0 =gl *3bi=¢.e:bi,
Dus het beeld van Re(z) = 2 1s de cirkel met middelpunt O en straal e,
ofwel de cirkel met vergelijking |z| =e.

Im(z) = 7, dus z = q + 7i geeft f(a +mi) = ex(@ * ™) = gza + 37 = gaa. gami
Dus het beeld van Im(z) = n is de halve lijn met beginpunt 0 die een hoek
van 7 radialen maakt met de positieve reéle as, ofwel de halve lijn met
Vergeluklng Arg(z) =

Arg(2) =|1n

3i

AT

b De eindpunten van het hjnstuk zijn -2 +imien 2 +1ni, dus Im(z) = im is vast.
z——2+ Li geeft £(-2 +ini) = e 2+ el = e’! *4’“—e L. gimi
z=2+1imi geeft f(2+1 m) = g2+ 3nl) = gl +imi = -5 eim
Dus het beeld is het lijnstuk onder een hoek van ;r radialen met de positieve reéle as tussen de
punten die een afstand hebben tot 0 van respectievelijk elene.

im
3i
2i ®

i

an
re

0 2
—i

@ a Bij een punt op de eenheidscirkel hoort het complexe getal z= e,
Dit geeft f(ie'?) = In(ie') = In (e”“ e”) =1In(e ’“) + In(el?) = ~1t1 +ip= ( n+ )i
Omdat is afgesproken dat -7 < Im(f{(z)) < = is het beeld van de eenheldscirkel het lijnstuk
met eindpunten w1 en wi. Zie de figuur bij vraag b.
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b Om het beeld van Re(z) = ;= te tekenen, bereken je een aantal functiewaarden.
f(ln—3i) = 1,22+0,48i

im

17
iy
\

— re
-2 -1 0 1 2
—i
-2i
-3i

D a z=u+ven—9=—3uvg§eftu3+v3=80 u3+(3)3=80
Uit -3uv=-9 volgt v= o

w—80u3+27=0
D =6292, dus \/D =22./13

80 +224/13 . :
W= % =40+ 114/13 is een oplossing

W=80-u>=80—(40+11\13)=40- 1113
z=340+ 1113 +340 - 11/13=5

z—5/2 -9z —80\z2+5z+ 16
3 — 572
522— 9z
5z2—25z
16z —80
16z -80
0

2+52+16=0
(z+2)2-6t+16=0

(+ 24 =9}

(424 =20

z+28 =439 v z+ 2] =-11,/39

z=-21 +1i\39 v z=-2} - 1i\/39

Dusz=5 v z=-2 +1i\39 v z=-21 - 1i/39.
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b 23+422-24=0
a=4,b=0enc=-24
p=b—3a>=0-1-42=-5tenq=-%a*+iab—c=-%-43+1-4-0--24=19%

=—la+\/%q+\/%q2 %p3+€%q— (39)*+ (3p)°=

44+ 987 + VOB + (13 + J9& - (9B + (-13)° =2

z—2/z 3+4 —24\z 2+6z+12
-2z B
622
62— 12z
12z—-24
12z—-24
5=

Z2+6z+12=0
(z+3)2-9+12=0
(z+3)2=-3
(z+3)?=3i2
z+3=i3 vz+3=-i3
z=-3+i3vz=-3-13
Dusz=2vz=-3+iy3 vz=-3-1i3.
c 22—6z2+182-40=0
a=-6,b=18enc=-40
p=b—-1a2=18-1-(-6)>=6eng=-5a>+iab—c=-5-(-6)* +1--6-18 —-40=20

2=-ta+ g+ ()2 + () + o - (kP + (p) =
L6+ Y10+ 102+ 23 + 10 - V107 + 23 =4
:—4/ — 622+ 18z—40\z2—2z+ 10

47
—222+ 18z
-2z2+ 8z
 10z-40
10z — 40
=
-2z+10=0
z-1?-1+10=0
z—12=-9
(z—1)2=9i?

z—l=3ivz—l%=—3i
z=1+31vz=1-31
Dusz=4v:z=1+31vz=1-31

@D a c=a+1(cos(120°) +isin(120°))(b — a) =a + L (b — a) 5™
b d=c+ (cos(60°) +1sin(60°))(b — ¢)
=¢c+(b— c)eﬂ‘l
=c+bem —ceim
=a+Li(b-a)em +bem — (a+1(b—a)eim) e

Dusd—a=1(b-a)ei™ +be™ — (a+1(h—a)ei)e™
=1(b-a)eim + bes™ — g™ — L(b - a)em
=i(b-a)em + (b—a)e™ +1(b—a)

=(b- a)( +1 e;m 2 esm)
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¢ d—a=(b-a)(}+1em+em)
= (b= a)(; +3(cos(3n) +isin(3n)) + cos(3n) + isin(im))
~ -t + 16+ 4ivD) ++1ivB)
~ -0+ 1)
=130 - a)(5 +3\3)
=13(b-a)e™
d |[d—al =136 -aye™| =[1}]|b—a|- o™ =13 [b—al - 1=1}]6-a

d—a=15(b—a)e™ = 1}(b— a)(cos(in) +isin(}n))
L1 komt overeen met 60°.
Dus £ BAD = 60°, en dus is AD de bissectrice van £A4 = 120°.

,dus AD=134B.

Bladzijde 215

@ a Alle punten Z die gelijke afstanden hebben tot de punten P en Q vormen de middelloodlijn van het
lijnstuk PQ. Voor deze punten geldt d(Z, P) = d(Z, Q). Dus een vergelijking van een lijn in het complexe
vlak is [z — p| = |z — ¢|. Hierin zijn p en ¢ de complexe getallen die horen bij de punten Pen Q en is z het
complexe getal dat hoort bij een punt van de middelloodlijn van het lijnstuk PQ.

b z—p|*=|z—¢q|”
z=p-p=E-q9t-q
E-pPz-P)=c-9)(z-9)
ZZ—zZp—pzt+pp=zz—zq—qz+qq
(G@-pz+(g—pz+Ipl>—1IqI*=0
uz+ -z +c=0met u=g — p een complex getal en ¢ = |p|* — |g|* een reéel getal.
¢ z=0geeftz=0
Invullenin uz+p-z+c=0geeft 0 +0+c=0,dusc=0.
Dus uz + i-z= 0 met u een complex getal is een vergelijkingvan een lijn door 0.
d |z—m|=rgeeft |z—m|>=r?
(z—mz—m)=r
(z—m)z—m)=r?
ZZ — Mz — mZ + mm = r?
Z—mz—mz+|m|>-r=0
Z—mz—mz+d=0metd=|m|’ — 12 een regel getal

e z=0geeftz=
Invullen in zz —mz—mz+d=0geeft 0—0—-0+d =0, dus d=0.
Dus zz — mz — mz = 0 1s een vergelijking van een cirkel door 0.

1

f Uitw=lenW:évolgtz=lenE —
z z w w

Substitutie in uz +x-z=0 geeft,u-%+ﬁ-%= 0 ofwel pgw +puw = 0.
Dit is een vergelijking van een lijn door 0.
oy s | _ 1. _ 1, _ 1
Z= Z2=—— z+u-z+ s— 4 Hy— =
¢ Substitutie van z G enZ=smpztueztce geeft u e +c=0

ww + uw + cww =0
wiv+ 2w+ 2 55=0
c c
Dit is een vergelijking van een cirkel die door 0 gaat.
Dus het beeld van een lijn die niet door 0 gaat ligt op een cirkel die door 0 gaat.
h Substitutie Vanz=lenz_=iinzf—n_12—mf= Ogeeftl-i—ﬁ-i—m-l:O
w w wow w w
l-m-w-—mw=0
mw+m-w—1=0
Dit is een vergelijking van een lijn die niet door 0 gaat.
Dus het beeld van een cirkel die door 0 gaat ligt op een lijn die niet door 0 gaat.
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i Substitutievanz=lenfziin zz—mz —mz +d =0 geett L L nT-L—m-L+d=O
w w w w w w
l-m-w—mw+dww=0
. m m _ 1
- . - . ) —i= 0
L e A
Dit is een vergelijking van een lijn die niet door 0 gaat.
Dus het beeld van een cirkel die niet door 0 gaat ligt op een lijn die niet door 0 gaat.
2iz 4 @-2iz
@ a cos(2z)= u
. iz _ a-iz\2 2iz:._. 260 4 e—2i: -4 — zezi: +4-— 26—2i: e2i: A e—2i:
1 - 2sin’ =1—2-e € =1-2.5 = =
Sirta) ( 2 4 -4 2
Dus voor elk complex getal z geldt cos(2z) = 1 — 2 sin?(z).
) ei: _ e*i:
b )=
Sln( ) 2i 2 1 . 1 . 1 . 1 . . . .
COS(Z B ln) _ er(:*gn) + e*l'(:*jﬁ) _ eli.e 2l + @1z, @y _ -1 e + 1 e’z _ el — ez
2 2 2 2 2i

Dus voor elk complex getal = geldt cos(z — %n) = sin(z).

Bladzijde 216
@ a - Alszregelis,danisz=aenz=a.
Dus geldt z==z.

* Als z imaginair is, dan is z = b1 en z = -bi
Dus geldt z=-Z.
+ Als z op de eenheidscirkel ligt, dan geldt |z|2 =1

* Als AB// CD, dan geldt a—-b=k- (c —d) met k reéel.

—b =k, dus dat & —P reéel is.
— d c—

Hieruit volgt dat &
c
* Als de punten 4, B en C op één lijn liggen, dan geldt c — b=k (¢ — a) met k reéel.
Hieruit volgt dat c=b =k, dus dat €
c—a é—

* AlsAB L CD,dan geldta — b=ki- (c — d) met k reéel.

b ...
reéel is.
a

Hieruit volgt data_b=ki, dus data_b Imaginair is.
c—d c—d
1.1 b-a
bAB//CD,dusa_bisreéel,dusa_b=(a_b)=a_b:‘_1_é:a b_ 68 &b ¢
c—d c=d \e=d} eo~d e=d 1 1 d=¢ d ab
b b c d cd
a—
D =
usc Fi a’ab en dit geeft ab = cd.

¢ AB 1 AC, dus P

geldt dan ab = -ac, en dit geeft ab + ac = 0 ofwel a(b + ¢) = 0. En omdat punt 4 op de eenheidscirkel ligt,
volgt hieruit dat b + ¢ =0.

— 107 is imaginair, dus volgens het uitgewerkte voorbeeld boven vraag b in het leerboek

- — - -a p—a
d Pop de lijn 4B, dus g—4 is re€el, dus i = (p a) -2 = ’f =. Dit geeft
p—>b P p—b

p-a)p-b)=@-b)p-a
p—pb—ap+ab=pp—pa—bp+ba

pa—pb=ap—bp—ab+ ba

p(E—l_7) (a—b)ﬁ+5b—a5

_a— ab ab
P= 5 a-b
b_a
_a—bﬁ a b
¥ 1 lp 1 1
a b a b

164 Gemengde opgaven © Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

(&)
a—>b . ab

L) (%)

2 2
p=—abﬁ+b —d
b—a
p=—abf7+(b+a)(b a)
b—a
p=a+b—abp
e Sop AB geeft s =a+ b— abs (zie vraag d), en dit geeftabs=a+ b —s
__atb-s
N ab
Sop CD geeft s =c +d— cds (zie vraag d), en dit geeft cds =c+d —s
§:c+d—s
cd

. a+b—s c+d-s
Hieruit volgt 2 od
ab(c+d—s)y=cdla+b—ys)
abc + abd — abs = acd + bed — cds
abs — cds = abc + abd — acd — bed
s(ab — cd) = ab(c + d) — cd(a + b)
_ab(c+d)—cd(a+b)
g ab—cd

f De lijnen AP en CQ snijden elkaar in punt H geeft 4=

ap(c +q) —cq(a +p)
ap —cq

AP L BC geeft ap = -bc (zie het uitgewerkte voorbeeld boven vraag b in het leerboek), dus p = %.

(zie vraag e).

CQ L AB geeft cq = -ab (zie het uitgewerkte voorbeeld boven vraag b in het leerboek), dus g = %.

—bc(c—@)+ab(a—b—c) a(a—b—c)—c(c—@)
c a a ¢)_a—bc—c*+ab

Uit bovenstaande volgt 4 = =

-bc +ab a-c a—c
+ —o)+ba—
_(ato)a—c)+ba c)=a+b+c.
a-c
Bladzijde 217
@ a Voor de weerstand geldt Uy =1+ R = 10e! " 19902 500 = 5000 &' * 1000
Voor de condensator geldt a0 _ I=10¢i" 1000t geefi O = f 10e! - 1000m 4 = A gl 10001 = 1 ie! - 1000w
dr 100071 1001
s (el - 1000m
s A i Q9 100x 10 i je00m
Uit 0= C- U volgt U, C 0.001 o ie )

Voor de spoel geldt U, =L- % =0,01-10000mie' 10007 = 100mig! - 1000

U= Ug + U+ Ugpoe = 5000 10007 - ln—oiei 1000 1 1 )il 1000 = (5000 + ( 1007 - %)i)e* L

2
’5000 + (1001t = 17[—0)1 \/50002 + ( 100w — ;—O)

7= Jmax _ = ~501 Q
¢ I 10 10 2l

max

¢ arg(U) —arg(l) = arg(SOOO + ( 100w — 1170)1) + 1000nt — 1000mt = arg(SOOO + ( 100w — 1170)1) ~ 0,06 rad

U loopt 0,06 rad voor op 1.
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@ a Voor lage frequenties heeft de condensator die in serie met de tweeter is geschakeld een hoge weerstand,
terwijl de weerstand voor hoge frequenties juist heel laag is. Hierdoor zal de tweeter voornamelijk hoge
tonen weergeven.

Voor hoge frequenties heeft de spoel die in serie met de woofer is geschakeld een hoge weerstand, terwijl
de weerstand voor lage frequenties juist heel laag is. Hierdoor zal de woofer voornamelijk lage tonen
weergeven.

In de schakeling met de squawker onderdrukt de condensator de hoge en de spoel de lage frequenties.
Vandaar dat bij een juiste keuze van de condensator en de spoel de squawker vooral tonen uit het
middengebied weer zal geven.

1

2
.. = + 2z
b Bij 100 Hz geldt Z \/(—Zn- 100- 104) 1= 15,9 Q.

1
21-10000- 1074

¢ Voor de impedantie geldt de formule Z = \/(wL)> + R

Bij 10000 Hz geldtZz\/( )2+12:1,01 Q.

Bij 100 Hz geldt Z=+/(27-100-1073)? + 12~ 1,18 Q.

Bij 10000 Hz geldt Z =/ (2z- 10000 103)2 + 12~ 63 Q.
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