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@ 2 A: bij de dobbelsteen op de grond 6 ogen
B: bij twee dobbelstenen 6 ogen
Gevraagd P(B | 4).
P(B | A) = P(precies één 6 bij de twee overige dobbelstenen) = é—g =3
b A: bij minstens één van de drie dobbelstenen 6 ogen
B: bij twee dobbelstenen 6 ogen
Gevraagd P(B | 4).

P(4n B)=P(B)" P(4 |B):(z). P-31=%

P(4) = 1 = P(4) = 1 = P(bij geen enkele dobbelsteen 6 ogen) = 1 — (
5

Dus P(B | 4)= 5 =3
216

[

@ A: wel op vakantie geweest in 2013
B: niet op vakantie geweest in 2014
Gevraagd wordt P(4 | B).

, P(B | A)- P(A)
Gebruik P(4 | B) PB)

P(wel op vakantie in 2013 en niet op vakantie in 2014) + P(niet op vakantie in 2013 en niet op vakantie in 2014) =

0,7-0,33 +0,3 0,69 =0,438.

- 0,33-0,7
| peeft P(4 | B) == " c

met P(B | 4) = 0,33, P(4) = 0,7 en P(B) =

= 0,527.
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4 Matrices

Voorkennis Stelsels vergelijkingen

Bladzijde 142
o a Uitx+2y =6 volgtx=6-2y.
2x—-3y=5enx=6-2ygeeft 2(6-2y)-3y=5
12—-4y-3y=35
=Ty=-7
y=1
y=lenx=6-2ygeeftx=6-2-1=4,
De oplossing is (x, y) = (4, 1).
b Uit3x+y=14 volgt y = 14 — 3x.
Sx—2y=27eny=14-3x geeft 5x—2(14—3x)=27
5x—28+6x=27
I1x=155
x=35
x=5eny=14—-3xgeefty=14-3-5=-1,
De oplossing is (x, y) = (5, -1).
¢ Uit2x—y =13 volgty =2x — 13.
3x—y=23eny=2x—-13 geeft 3x—(2x-13)=23
3x—2x+13=23
x=10
x=10eny=2x-13 geefty=2-10-13=7,
De oplossing is (x, y) = (10, 7).

© a UitSa-b=1volgth=5a—1.
4da+3b=16enb=5a—1geeft 4a+3(5a-1)=16
4a+15a-3=16
19a=19
a=1
a=lenb=5a-1geefitb=5-1-1=4.
De oplossing is (a, b) = (1, 4).
b Uit p +3g =48 volgt p = 48 - 3.
2p—-5q9=30enp=48-3qg geeft 2(48—3q)—5¢=30
96 — 6g — 5¢g =30
-11g=-66
g=6
g=6enp=48 —3q geeftp =48 —3 -6 =130.
De oplossing is (p, g) = (30, 6).
¢ Uit 4x, +x, =29 volgt x, = 29 — 4x,.
“3x;+4x,=2enx, =29 —4x; geeft -3x, +4(29 —4x,)=2
“3x,+ 116 —16x, =2
-19x,=-114
x =6
X =6enx, =29 —4x geeftx,=29-4-6=35.
De oplossing is (x;, x,) = (6, 5).
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b Uitx + 3y =9 volgtx=9 - 3y.
2x+3y=11enx =9 -3y geeft 2(9 - 3y) + 3y =11

18-6y+3y=11

3y=-7

y=2

y=2tenx=9-3ygeeftx=9-32{=2.

De codrdinaten van het snijpunt zijn (2, 2%)

Bladzijde 143
o a lijnm y
x 0 1
y 2|0 3
n
lijn n ;
X 0 2 -
y|-410 1
1 0 B 3 %
-1
-2

w

b De lijnen m en # zijn evenwijdig en snijden elkaar dus niet.

Dus het stelsel {2x o

2% heeft geen oplossing.

o De stelsels I en III hebben geen oplossing.

15
QO 2 Uitez=15 Volgtz=?=2%.
Substitutie vanz=2% in3y+2z=11 geeft 3y + 5= 11 ofwel 3y =6, dus y = 2.
Substitutie vany =2 en z =2} in 3x + y —z = 7 geeft 3x + 2 ~ 21 = 7 ofwel 3x =7}, dus x=25.

De oplossing is (x, y, z) = (24, 2, 21).
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7
b Uit210=7volgtc=2—1=%.

Substitutie van ¢ =3 in 5b + 12¢ = -21 geeft 5b + 4 = -21 ofwel 5b = -25, dus b =-5.
Substitutie vanb=-5enc=; ina—3b+9c =16 geefta+ 15+3 =16, dus a = -2.
De oplossing is (a, b, ¢) = (-2, -5, %).

@ 2 Substitutie van x, =6 inx; + x, = 7 geeft x; + 6 =7, dus x; = 1.
Substitutie van x; = 1 en x, = 6 in x, + 4x; — 2x, = -5 geeftx, + 4 — 12 =-5, dus x, = 3.

Substitutie vanx, =3,x;=1lenx, =6 inx, +2x, —3x; +x, =14 geeftx; + 6 -3 + 6 =14, dus x, = 5.
De oplossing is (x;, X,, X3, X4) = (5, 3, 1, 6).

4
b Uit 12x5 = 4 volgt x5 =1 = e

Substitutie van x; =3 in 6x, — 15x; = | geeft 6x, — 5 = 1 ofwel 6x, =6, dus x, = 1.

Substitutie van x, = 1 en x5 =1 in 2x, + x, + 9x; = 0 geeft 2x; + 1 + 3 = 0 ofwel 2x; = -4, dus x, = -2.
Substitutie van x; =2, x, = 1 en x5 =1 in 2x, + xy — 2x, + 6x5 = -1 geeft 2x, — 2 —2 + 2 = -1 ofwel
2x,=1,dus x, = 3.

Substitutie van x, =1, x; =2, x,= 1 en x =1 in x, — 4x, — 2x; + x, + 3x5 = 6 geeft
x—-2+4+1+1=6,dusx, =2.
De oplossing is (x,, Xy, X3, X4 x5) = (2,2, -2, 1, %)

4.1 Rekenen met matrices

Bladzijde 144
o Alkmaar | Amsterdam | Hoorn |Zaandam
Alkmaar 0 42 26 30
Amsterdam 42 0 47 12
Hoom 26 47 0 35
Zaandam 30 12 35 0
Bladzijde 146
eaA-B=(6) ¢ C'B=(3) eA-B+D-B=(3)
3 10

b A- Ckan niet dD'B=(_73) f2A.B=(162)

A (7
eaT_B(g)

3 /106
bP-T=5] 67 |=V
10 \ 44

Betekenis: het zijn de aantallen fietsen die per dag gemaakt worden met 3, 5 of 10 versnellingen.
c W V=217
Betekenis: het totale aantal fietsen dat per dag gemaakt wordt.
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Bladzijde 147
o a Zaak A (bedragen in honderden euro’s)

computers 8-8+6-12+4-16+3-20=260
winst 8 1+6-2+4-4+3-5=51
software 8-1+6-1+4-3+3-4=38

Zaak B (bedragen in honderden euro’s)

computers 6:8+3:12+0-16+5-20=184
winst 6:1+3:2+04+5-5=37
software 6:1+3-1+0-3+5-4=29

prijs winst software
_A (260 51 38)
B\184 37 29

Bladzijde 149

(5 JF d
3 1 (2 0)=R
0 1]=0 L
1 S=1 5 |(7 5=S'R
1 3 5\|(8 14 y
= -p 2 0
e (o 2 1) (1 4) 0 (1 1)=R
Ic '+ R kan niet R_2 0 4 0 F.
1 3 5 1 1)1\ 1
=p
0 2 1
o (2 0) (2 6 10)_R_P f ( 3 ):
11 1 5 6 2
31 3 11 16
o=[o 1 0o 2 1]|=0P
1 2 1 ¥ %
0- 4 5 6
2 3 4|=B
4 1 2
1 2 B 20 14 20
A= 1 10 5 8 |=4-B
3 B q 20 22 28
1 2 3
0 1 2|=4
3 2 1
4 5 6 22 25 28
B=|2 4 14 15 16 |=B-4
4 ) 10 13 16
-1 2 -3
3 1 2]=cC
5 2 6
4 5 6 41 25 14
B=|2 3 4 27 15 12
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-1 2 -3
3 1 -2 1]=C
5 2 6
20 14 20 122 94 32
A-B=110 5 8 45 41 8 |=A4-B)-C
20 22 28 186 118 64
41 25 14
27 15 12 |=8B-C
9 13 -2
1 2 3 122 94 32
4=10 1 2 45 41 8 |=4-(B-0)
3 2 1 186 118 64
Dusd-(B-C)=(4"B):C.
oa kosten
P /10
_Q 8
K=Rr| 15
T \ 40
b A B C
N=(1000 600 800)
C
10
|-k
15
40
‘2 4 5 5 /327
M=13 2 3 8§ 411 |=M-K
1 3 5 4 269

De getallen van de matrix M - K geven de productiekosten van de producten A, B en C per eenheid.

2 4 5 5
3 2 3 8|=M
1 3 5 4
N=(100 600 800) [(4600 7600 10800 13000)=N-M

De getallen in de matrix N - M geven de benodigde hoeveelheid grondstoffen en arbeidstijd die nodig is
voor de bestelling.
e

N-M=(4600 7600 10800 13000) |(788800)=N-M-K

De productiekosten van de totale bestelling zijn 788 800 euro.
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Bladzijde 150
(8] 10 0
0 1 0}=1
0 0 1
a b ¢ a b ¢
A=|d e f d e f)=A-I
g h i g h i
a b c"
d e f|=4
g h i)
1 0 O a b c
I={o 1 0 d e f)=I-A
0 0 1 hoi
DusA4-I1=1"4.
o

(0 )
c d
(a+4c b+4d)
2a+9c 2b+9d

2 )

(a+4c b+4d)

1 0
= ( ) geeft de volgende twee stelsels.

2a+9c  2b+9d 0 1
atdc=1 b+4d=0
2a+9¢c=0 26+9d=1
Uita +4c=1volgta=1-4c. Uit b+ 4d = 0 volgt b=-4d.
20+9c=0ena=1-4cgeeft2(1 —4c)+9c=0 2b+9d=1enb=-4d geeft2--4d+9d =1
2—8¢c+9¢=0 -8d+9d=1
c=-2 d=1

d=lenb=-4d geeftb=-4-1=-4.
c=-2ena=1-4cgeefta=1-4--2=09.

Dusa=9,b=-4,c=-2end=1.

® 4
2 5
1 -2

(2 3 x) ( 14 +x 17—2x)
3 y 4 16+2y Sy—5
Er moet gelden 14 +x =20, dus x = 6.

x=6geeft 17-2x=17-2-6=5,dusa=>5.
Ook moet gelden 5y — 5 =-2 ofwel 5y =3, dusy=:51.

y=32geeft 16+2y=16+2-% =175, dusb=175.

Dusx=6,y=%,a=58nb=17§.
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@ a b c)
d e f
at2d b+2e c+2f

3a+4d 3b+4e 3c+4f
Sa+6d 5b+6e S5c+6f

wv W ==
N BN

at2d b+2e c+2f 1 0 0
3at4d 3b+4e 3c+4f |=|0 1 O | geeftdrie stelsels.
Sa+6d 5b+6e 5c+6f g h
a+2d=1
3a+4d=0
Uita+2d=1volgta=1-2d.
3a+4d=0ena=1-2d geeft 3(1 - 2d) + 4d=0
3-6d+4d=0
-2d=-3
d=13
d=1ljena=1-2dgeefta=1-2-1=1-3=-2.

a=-2end=1j geeft Sa+6d=5"-2+6"11 =-10+9=-1.
Dus g=-1.

b+2e=0

3b+4e=1
Uit b+ 2e = 0 volgt b = 2e.

3b+de=1lenb=-2egeeft3 -2e+4de=1
-bet+4de=1

i

e=-3enb=-2egeefth=-2--1=1.

b=1lene=-} geeft5b+6e=5-1+6"-1=5-3=2,
Dus h=2.

c+2f=0
3c+4f=0

Uit ¢ + 2f= 0 volgt ¢ = -2f.
3ct4f=0enc=-2fgeeft 3--2f+4f=0

-6f+4/=0

-2f=0

=0
f=0enc=-2fgeeftc=-2-0=0.
c=0enf=0geeft5c+6/=5-0+6-0=0+0=0.

Dusi=0.
0

0
@as=|0
1

0

0

0

b B=|1
1

1

78 Hoofdstuk 4

© Noordhoff Uitgevers bv




Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

¢ C=

—t ek ke

d D=

0 -1 N A

e E=(1 1 1)

Bladzijde 151
: 300
®ar=(0 3 0
0 0 3
1 0 0
b,%= 0 3 0
0 0 0
1 0 0
¢c R=f1 0 1
0 2 0
1 0 0 0 O
01 0 0 0
@a4=|0 0 1 0 O
00 0 1 0
0 0 0 0 1
b = 1 0
0 1
Bladzijde 152
(D De GR geeft
26 19 54
““'Q_(lé 14 33)
bR_P_(lz 2 17
15 1 22

. 31,3+1E,_Q4=(44007 37608 i05318)

27918 23802 66828

d P2 kan niet want de matrix is niet vierkant.

e (O*— R’ kan niet, want een 3 x 3-matrix min een 2 x 2-matrix kan niet.
459 43 667 )

f R3-P+5P=
(691 55 1009
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1 0 0 1 0 0 1 0 0O
@a DeGRgeeft 422=(0 1 0], 42=|0 1 0]end*=[0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 0 0 8 0 0 16 0 0
b DeGRgeeft B2=|0 4 0],B3=[0 8 O0|enB*=({ 0 16 0
0O 0 4 0 0 8 0 0 16
@ 0 0 a 0 0 a* 0 a 0 0
cC’=|0 & 0,C=[0 & 0|,c=|l0 a 0 |enclo=| 0 4 o
0 0 & 0 0 & 0o 0 4 0 0 alf
d A-K=Aend"=A4,dus 4" - K=K.
2" 0 0 1 0 O 1 0 0
e "= 0 20 0 [=2"1{0 1 O|en|O0O 1 O] -K=K,dusB""K=2""K.
o o0 2 0 0 1 0 0 1
a 0 0 1 0 0O 1 0 O
f ¢"K=[0 g 0 |'K=a"|{0 1 O|-Kenomdat|0 1 0} K=KisdusC'=g""
0 0 g 0 0 1 0 0 1
g Uit vraag fvolgt C°- K =a° - X, dus los op
& K=6K
a’=6
a=</6
@ a
0 0 0 g4
booo o)
0 ¢ 0 O
0 0 4 0
[0 0 0 a\ 0 0 ad O
ol® 000 0 0 0 a|_,
0 ¢ 0 O be 0 0 0
0 0 4 0 0 ed O 0
0O 0 ad O
0 0 0 a|_,
be 0 0 0
0 ed 0 0
0 0 ad O abcd 0 0 0
o 0 0 0 ab 0 abcd 0 0 _ 48
be 0 0 0 0 0 abed 0
0 ed 0 0 0 0 0 abed

b Als A*- K=K, dan is abed= 1.
Als A%+ K = 2K, dan is abcd = 2.
Als 4% K = 10K, dan is (abcd)® = 10 en dus abed = /10.
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4.2 Matrices en kansen

Bladzijde 154

)
m m
92 02
e S B i
0,2
03
r

De kans is 0,2 0,6 +0,5-0,2 + 0,3 - 0,2 = 0,28.

Bladzijde 156

a De som van de getallen in een kolom is de som van de kansen op alle mogelijke volgende weertypen. De

b

kansen in een rij hebben niets met elkaar te maken.

De GR geeft
van

m b r
m /044 0,28 0,28

W?2=naar b | 0,36 0,40 0,36
r \0,20 0,32 0,36

Element w,; van W2 geeft de kans dat als het op een dag in mei mooi weer is, het twee dagen later zal regenen.

Dit is element w,, van W2 en de kans is dus 0,28.
e GR geeft

van
m b T

m /0,376 0,312 0,312

W3=naar b | 0,372 0,380 0,372

r \0,252 0,308 0,316

Het element w,, van > geeft de kans dat als het op een dag regent, het drie dagen later bewolkt is.
Van 3 mei naar 6 mei is drie dagen later. De gevraagde kans wordt gegeven door w4, van W2 en is 0,316.
Voor Egypte zullen de getallen in de eerste rij vrijwel gelijk aan 1 zijn en de andere getallen vrijwel nul.

De GR geeft
van

K M S
K /0,17 0,52 0,25

naar M | 0,70 0,27 0,75 | =T
S \0,13 021 O

In het boek had gevraagd moeten worden naar de interpretatie van het element 7,, van de matrix 7.
t,, van T is de kans dat na een medeklinker weer een medeklinker komt.

van

K M S
K /0,325 0,388 0,317

naar M | 0,534 0,451 0,547 |=T°
S \0,140 0,161 0,136

n}e GR geeft

ty, van T is de kans dat drie plaatsen na een medeklinker weer een medeklinker komt.

Bereken t,, van T4,
Deze kans is 0,514.
Bereken #,, van 7°.
Deze kans is 0,148.

Bladzijde 157
@ a De GR geeft

van

A B C
A /0815 0,0925 0,0925
naar B | 0,0712 0,7265 0,376 |=V?
C \0,1138 0,181 0,8699

Zie het element v;; van de matrix V2.
Dus 81,5%.
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50
b K= 25
40

In V- K staan de aantallen campers in Adelaide, Brisbane en Cairns een maand later.
¢ In V?- K staan de aantallen campers in Adelaide, Brisbane en Cairns twee maanden later.

Bladzijde 158
- 200
@ a Boom blijft in I: kans = —=0,8.
250
Boom van I naar II: kans =1 - 0,8 = 0,2.
Na 1 jaar komen er 50 bomen bij in II. Er zitten dan 120 in II. Dus er zijn 100 + 50 — 120 = 30 naar III
gegaan.
30

Dus boom van I naar I1I: kans = m =(0,3.
Een boom blijft in II: kans = 1 — 0,3 = 0,7.
Een boom in I blijft in I, dus boom blijft in III: kans = 1.

van
I 11 I
I /08 0 O
naar IT | 0,2 0,7 0 |=V
myo 03 1
250
b De aantallen op 1 januari 2017 volgen uit V2 K met K= { 100
50
160
De GR geeft V2-K=1{ 124
116

Dus op 1 januari 2017 zitten er 160 bomen in klasse I, 124 in klasse Il en 116 in klasse III.
¢ De aantallen op 1 januari 2021 volgen uit V¢ - X.
66
De GR geeft V6 K= | 84
250

Dus op 1 januari 2021 zitten er 66 bomen in klasse I, 84 in klasse 1T en 250 in klasse ITI.

Bladzijde 159

310
€® a Klant blijft in I: kans = ~— = 0,775.
400

Klant van I naar II: kans = 1 — 0,775 = 0,225,
Na 1 jaar komen er 90 klanten bij in II. Er zitten dan 246 in I1. Dus er zijn 240 + 90 — 246 = 84 naar 111

gegaan.
84
Dus klant van II naar III: kans = m =0,35.

En klant blijft in II: kans = 1 — 0,35 = 0,65.
Na 1 jaar komen er 84 klanten bij in III. Er zitten dan 140 in III. Dus er zijn er 100 + 84 — 140 = 44 naar [V
gegaan.
44
Dus klant van III naar IV: kans = 100 =0,44.
En klant blijft in III: kans = 1 - 0,44 = 0,56.
Een klant in 1V blijft in I'V, dus klant blijft in TV: kans = 1.
van
I o ur 1v
I /0,775 0 0 0
Imyo,225 065 0 0
naar
ary o 0,35 0,56 0
1

IV 0 0 044
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400
. . . 240
De aantallen op 1 januari 2018 volgen uit ¥? - K met K = 100
10
186
De GR geeft V3 - K= e
e LR gee “| 173
188

Dus op 1 januari 2018 zitten er 186 klanten in categorie I; 203-in categorie II, 173-in categorie 111

en 188 in categorie IV.

112 86
De GR geeft V> K= 145 en Vo -K= o
155 138
338 406

Op 1 januari 2020 zitten er 155 + 338 = 493 klanten in categorie I1l en IV samen, op 1 januari 2021 zijn

dat er 138 + 406 = 544.

Dus in 2021 zitten er voor het eerst meer dan 500 klanten in categorie III en IV samen.

\ van
J A B C
A (085 0,08 0,12
naar B | 0,09 0,82 0,11 | =S§
C \0,06 0,10 0,77

2500
De aantallen vier weken later volgen uit $* - K met K = | 2400
2200
2709
De GR geeft $4- K~ | 2484
1907

Dus vier weken later kopen 2709 klanten bij A, 2484 bij B en 1907 bij C.
De aantallen 20 weken later volgen uit $%° - K.
2785
De GR geeft S2° - K = | 2501
1814
jus 20 weken later kopen 2785 klanten bij A, 2501 bij B en 1814 bij C.
De aantallen 30 weken later volgen uit $3° - K.
2785
De GR geeft $?°- K~ | 2501
1814
Dus 30 weken later kopen 2785 klanten bij A, 2501 bij B en 1814 bij C.
De aantallen na 20 weken en 30 weken zijn gelijk.
van van
A B C A B
A /0,394 0,390 0,392

C \0,255 0,256 0,256
De matrices zijn vrijwel gelijk en de getallen in een rij zijn vrijwel gelijk.

© Noordhoff Uitgevers bv
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A (0392 0,392 0,392
S$?20 =~ naar B | 0,351 0,354 0,352 S = naar B | 0,352 0,352 0,352
C \0,255 0,256 0,255
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Bladzijde 160
29
€ a De percentages volgen uit M3 K met K = | 44
27
225
De GR geeft M3 K=~ 45,5
32,0
Dus in 2060 heeft naar verwachting 22,5% van de beroepsbevolking een lagere opleiding.
19,2 19,2
b DeGR geeft M- K=| 474 |en M- K= | 474
334/ 334

Dus de percentages na 300 jaar en na 400 jaar zijn gelijk, dus er treedt stabilisatie op.
Uiteindelijk zal 33,4% van de beroepsbevolking een hogere opleiding hebben.

Bladzijde 161
€ a Bereken het element g, van G°.
Dit element is 0,087.

Dus 8,7%.
10
b Bereken G7- | 44
46
8,7
De GR geeft | 45,6
45,7
Dus 45,7%.
_ 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087
¢ De GR geeft G~ | 0,456 0,456 0,456 |en G®=~| 0,456 0,456 0,456
0,457 0,457 0,457 0,457 0,457 0,457
Er treedt dus al vrij snel stabilisatie op.
d van
1 S N

I /0,05 0,05 0,05
naar S{ 0,52 0,48 042 | =G
N \043 047 0,53/
In deze matrix is de tweede rij ongemoeid gelaten.
e Dit lukt niet met de matrix van vraag d. Door ook de getallen van de tweede rij te verlagen
en de getallen van de derde rij nog verder te verhogen is het wel mogelijk.

Bladzijde 162
@ a » Klasse IV is tot 4 jaar en er is geen klasse V.
* Er is een pijl van IV naar I en hierbij staat 1000.
* Eris alleen een pijl van IV naar I en niet van I, II of III naar 1.
b Op 1 juni 2016 in III: 0,6 - 500 = 300.
Op 1 juni 2017 in IV: 0,8 - 300 = 240.
Aantal nakomelingen: 240 - 1000 = 240 000.

Bladzijde 164

@ a van

I I I 1

IL/0 0 2 03
myo7 o 0 0
Iy o 09 0 0
IVAO O 08 0
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1000
630
510
370

De GR geeft de volgende samenstellingen.

b Bereken L' P,L*-PenL? Pmet P=

1 jaar | 2 jaar | 3 jaar
I | 1131 | 1256 | 1396
m| 700 | 792 | 879
I | 567 | 630 | 713
IV | 408 | 454 | 504

@ a Stel de twee- en driejarigen krijgen gemiddeld x jongen per dier.
Dan moet gelden 3800x + 3500x + 2500 - 0,4 = 6840
7300x + 1000 = 6840

7300x = 5840
x=0,8
i .. 4500 3400 2964 2590 1550
De overlevingskansen zijn 6000 0,75, m =(,85, ﬁ =(,78, % =0,74, ﬁfd = (0,62 en
J0—-0,1-500 550
1000 1000 %
van
0 1 2 3 4 5 >6
0 0 0 0,8 0,8 0,4 0 0
1 [0,75 0 0 0 0 0 0
2 0 0,85 0 0 0 0 0
naar 3 0 0 0,78 0 0 0 0 |=L
4 0 0 0 0,74 0 0 0
5 0 0 0 0 0,62 0 0
>6 \ 0 0 0 0 0 0,55 0,10
6000
4000
3800
b Bij 2021 hoort L+ P met P=| 3500
) 2500
1000
500
6534
5047
4246
De GR geeft LS - P= | 3013
2255
1560
828

Dus de te verwachten leeftijdsopbouw op 1 januari 2021 is 6534 met leeftijd 0, 5047 met leeftijd 1,
4246 met leeftijd 2, 3013 met leeftijd 3, 2255 met leeftijd 4, 1560 met leeftijd 5 en 828 met
leeftijd > 6.
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Bladzijde 165
@ a van
e 1 i
e /0 0 ¢
naar1 |a 0 0| =1
i\0 b O
1 b 0 0 ¢
(a 0 0]=L
0 b 0
0 0 ¢ 0 be O
L=|a 0 0 (0 0 ac)=L2
0 b 0 ab 0 0
0 0 ¢
a 0 0)—L
0 » 0
0 be O abc 0 0
=10 0 ac 0 abe 0 |=L3
ab 0 0 0 0 abc

¢ Zie de matrix L van vraag b.

Populatie gelijk betekent abc = 1.
d Populatie met 20% toegenomen betekent abc = 1,2.
e Populatie sterft uit betekent abc < 1.

@ a P(pasgeboren dier wordt één jaar) = 0,80 - 0,60 = 0,48

500
160 . e
b L* PmetP= %0 geeft de samenstelling op 1 juli 2017.
50
240
120
De GR geeft L3- P =
R gee 240
60

Dus op 1 juli 2017 bevatten de leeftijdsklassen achtereenvolgens 240, 120, 240 en 60 dieren.
¢ L' P geeft de samenstelling op 1 juli 2015.

200
100

De GR geeft L™ - P=

e gee 200

50

Dus op 1 juli 2015 bevatten de leeftijdsklassen achtereenvolgens 200, 100, 200 en 50 dieren.

van
d De GR geeft I 1o m 1v

I /1,2 0 0 0
nmy o 12 0 0
naar ’ =14,
Iy o 0 12 0
IV\O 0 0 1.2

Dat betekent dat de populatie elke twee jaar met 20% toeneemt.
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Per twee jaar is de groeifactor 1,2, dus op 1 januari 2024 zijn er 770 - 1,2* = 1597 dieren.

f In de matrix L van de vraag is 0,8 0,6 - 0,25 10=1,2.

De vruchtbaarheid wordt aangetast zo, dat de populatiecomvang over een periode van twee jaar niet
verandert. De groeifactor per twee jaar is dan dus 1.

o

Stel de vruchtbaarheid d.
Dan moet gelden 0,8-0,6°0,25-d=1
0,12d=1
d= 833
van
Dus de nieuwe matrix L wordt I 1I III v

100" 0 833

I1 | 0,80 0 0 0
naar =L.
Iy o 0,60 0 0

Iv\o 0 025 0

4.3 Stelsels en matrices

Bladzijde 167

1 '—4 X _4 — _4
© a (2 3 ) ' (y):(2xx+3);)’ dus uit(; 34) ’ (;)=(§)V01gt (2);+3J,;)=(2)en dit komt overeen

x—4y=38
2x+3y=5
b Twee keer de eerste vergelijking geeft 2x — 8y = 16 en deze aftrekken van de tweede vergelijking geeft
{?;J: 3%} _:51 6 ofwel het stelsel {le iy __118
1ly=-11
Uit 11y=-11 volgty =-1.
y=-lenx—-4y=38geeftx—4--1=8ofwel x+4 =38, dusx=4.
De oplossing is (x, y) = (4, -1).

met het stelsel {

Bladzijde 170
1 4 315
€ a Bij het stelsel hoort de matrix | 2 9 4 |2
4 18 9|7
(1 4 315 1 4 3|5 1 4 3|5
\2942%01—2—8_’?3&01—2-8
—4R~R
ia 18 97/ 2 7 \0o 2 -3[-13 0 0 113
R, geeftx, =3.

x; =3 enR, geeftx, - 6=-8, dus x, = -2.
x,=-2,x;=3enR, geeftx; -8+9=35,dusx; =4.
De oplossing is (x|, x5, x3) = (4, -2, 3).
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1 2 -1 3 1|15
37 -1 6 |28
b Bij het stelsel h d i
1] het stelsel hoort de matrix 2 5 0 5 191
3 6 -4 13|63
1 2 -1 3|15 1 2 -1 3 [15 1 2 -1 3 |15
3 7 -1 6| 28 R, - 3R, R, o 1 2 -3 |[-17 Ry—RpoRy o1 2 -3 |-17
2 5 0 5|21 R-2~R, 10 1 2 -11-9 >lo 0o 0o 2 8
36 -4 13/63) PR N0 0 -1 4 |18 0 0 -1 4 |18
1 2 -1 3 15 1 2 -1 3 15
0 1 2 -3 [-17 o 01 2 -3 |-17
0 0 0 2 8 LRy R, 0 0 1 -4 |-18
0 0 -1 4 18 0 0 0 1 4
R, geeftx, =4,
xs =4 en R, geeft x; — 16 =-18, dus x, = -2.
X3=-2,x,=4enR, geeftx,~4-12=-17,dus x, =-1.
X =-1,%=-2,x,=4enR, geeftx, -2 +2+12=15,dus x, = 3.
De oplossing is (x;, x,, X3, x,) = (3, -1, -2, 4).
@ a Door (-1,9) geefta—b+c=09.
Door (2, 6) geeft 4a +2b + ¢ =6.
Door (3, 13) geeft 9a + 3b + ¢ = 13.
a—-b+c=9
Dus het stelsel {4a +2b + ¢ =6 moet worden opgelost.
9a+3b+c=13
1 -1 119
Hierbij hoortde matrix [ 4 2 1 | 6
9 3 11|13
1 -1 1| 9 1 -1 1 9
4 2 1| 6 B4R 10 6 -3 ]-30 P 2Rl g
9 3 1113/ TR \o 12 -3 ]-68
1 -1 1 9 1 -1 1109
0 6 -3]-30 iRy Ry 0 1 -1|-5
=l <R
0o 0 -2/ -8 L 0 0 1|4
R, geeft c=4.
c=4enR,geeft b—2=-5,dus b=-3.
b=-3,c=4enR geefta+3+4=9 dusa=2.
Dus (a, b, c)=(2, -3, 4).
1 2 211
Dad=|1 3 -1|6
4 -1 3|3
1 2 2|1 1 2 2 1
b{l 3 -1]|6 BR-R&RB 10 1 -3|5 G Sl
R, - 4R~ R, —
4 -1 3|3 0 -9 -5]-1
1 2 2 1 1 2 2 1
0 1 -3 |5 |_=kr [0 1 -3]5
0 0 -32|44 0 0 1 [-13

R, geeft x; =-12.
x;=-1} en R, geeft x, + 45 = 5, dus x, = 1.

X, =%,x3=-1} en R, geeftx; + 12 =23 =1, dus x, = 2.

3

Dusp=2,g=}enr=-13.
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Bladzijde 172

X+ 2x, = 2xy=-7
€ {4x,+5x,+x;=2 metals oplossing (x,, x,, X;) = (-3, 2, 4).
2%+ 5%, —x,=0

@ De matrices 4, B en C staat in rij-echelonvorm.
De matrices B en C staat in gereduceerde rij-echelonvorm.

30 1] 4) 3 0 1|4 30 114
Da|l 2 1|0] 3RRAR, 10 -6 2[4 iRy 0 1 1|4 | K2R
0 1 1]|4) 0 1 1|4 % \o -6 2 |-4
30 1|4 30 114 30 013
0 1 1|4 | _d&R  fo 1 1[4 RReRylo 1 0]}y __sROR
0 0 8|20/ 0 0 1028/ 77 \o o 12
1 0 0] 3
0 1 0|13
0 0 1]2;
‘1 2 -1 3|27 1 2 -1 3 |27
b3 8 5 32| giwmer, [0 2 8 C12[-60| 4
2 2 3 4|31 m-meao |0 2 5 -2 |-23| TR-RoR,
1 4 6 2|3/) B PR \No 2 7 -5/|-24) RK
1 2 -1 3 |27 1 2 -1 3 |27
0 1 4 -6 |-30 rer, |01 4 =6 30| g _ipin,
0 0 13 -14|-83| ®=& 2|0 0o 1 -7 |36  ~
0 0 -1 7 |36 0 0 13 -14|-83
1 2 -1 3| 27 1 2 -1 3|27
0 1 4 -6|-30 iror, |©1 4 630 o.pn
0 0 1 -7]-36 lo o 1 -7/-36 ﬁ’tﬁfé‘_'_‘qﬁ
0 0 0 77385 00 0 115 Lo
/1 2 -1 0]12 1 2 0 0]11 1 0 0 03
0 1 4 00| g 4pp [0 1 0 04 , 2o |0 1 0 0f4
00 1 0]-1 AR L0 0 1 o|-1]— — 2lo 0o 1 o0]-1
\0 0 0 1[5 00 0 1/5 00 0 1]5
Bladzijde 173
1 3 4 1 3 4 1 3 4
€@ a Omvormenvan4 geeft | 2 0 5 % 0 6 -8 M) 0 2 1
37 Iy -3 Ry Ry
31 6 : -8 -6 a 0 4 3
Dus de matrices 4 en B zijn rij-equivalent,
b Omvormen van C geeft
1 3 4 1 3 4 1 3 4 1 0 3
2 0 6| K2R 10 -6 -2 | _RR (|0 3 1| _RZRR 10 31
Ry=3R~R. Ip
31 6/ T E \g g ¢/ HE \g 4 3 0 4 3

Dus de matrices C en D zijn niet rij-equivalent.
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1 -1 2|p
@ Bij het stelsel hoort de matrix [ 2 3 4 | 10
3 -2 4|15
1 -1 2]p 1 -1 2 p
2 3 4|10 KRRl 5 0 |10-2p 3R By
R, -3R°R,
3 -2 4|15 0 1 -2|15-3p
1 -1 2 P 1 -1 2 )
0 1 0 |-04p+2|_R-RR [0 1 0 | -04p+2 2R Ry
0 1 -2|-3p+15 0 0 -2|[-26p+13
1 -1 2 p 1 -1 0]|-1,6p+13 1 0 0| -2p+15
0 1 0]-04p+2 | K2R 10 1 0 -04p+2 | _R*RR [0 1 0| -04p+2
0 0 1]13-65 0 0 1]13p-65 0 0 1] 13p-65
@ a Het systeem is in evenwicht voor de gewichten G,, G,, G, G, en Gi.

Door de massa’s van de gewichten k keer zo groot te nemen, blijft het systeem in evenwicht.
Dus er zijn oneindig veel waarden voor G,, G,, G;, G, en Gs.

G, + G, + G, + G, + G, =800

Bij het systeem horen de volgende vergelijkingen.

6(G, + Gy) = 10(Gs + G, + G) ofwel 3G, + 3G, ~ 5G, — 5G, — 5G5 =0

2G, = 8G, ofwel G, — 4G, =0
2Gy=8(G,+ Gs) ofwel G; — 4G, ~4G; =0
3G, =2G, ofwel 3G, -2G5=0

Dit geeft het stelsel

Bij dit stelsel hoort de matrix

S O = W =

S O O O =
S O O o=
—_— O = =

[0S I

OO OO =
—_— U = = =

S OO v o=
O O = e
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G, + Gy+ G, + G, + G, =800
3G, +3G,~ 5G5— 5G, ~ 5G5 =0

G,—4G,=0
G,—4G,—4G;=0
3G,~2G;=0
1 1 1 1 1 ]800
3 3 -5 -5 -5/(0
1 -4 0 0 010
0 0 1 -4 -4/0
0 0 0 3 -21/0
1 | 800 1 1 1 1
-5 0 0 0 -8 -8
0|0 R;j-: 3;9,; o0 -5 -1 -1
-41 0 0 0 1 -4
2|0 0 0 0 3
800 111 1 1
800 0 5 1 1 1
300 | _R=R&& 10 0 1 1 1
0 0 0 0 3 -2
0 0 0 0 -5 -5
800 11 1 1 1
800 0 5 1 1 1
300 | CRoReR1LO 0 1 11
0 0 0 0 3 -2
60 00 0 0 5

1 800
-8 | -2400 SRR
-1 | -800 “§ R Ry
RR,
4| 0 Kb,
=2 0
800
800
300 -4 Rs- Ry
0
-300
800
800
300 LRs - Ry
0
180
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1 1 1 1 1 /800
0 5 1 1 1 |80 »iop.n

(0 0 1 1 1 |300| RoRoR
0 0 0 3 2|0 R R, R,
0 0 0 0 1|36
1 1 1 1 0]764
0 5 1 1 0764
0 0 1 1 0264 [ Reokek,
00 0 1 024 R~ Ry~ R,
0 0 0 0 136

' 1 1 0 0 0]S500

0 5 0 0 0]500
0 0 1 0 0]240 shtke
0 0 0 1 024
0 0 0 0 11|36

/1 0 0 0 0 |400

0 1 0 0 0100

‘0 0 1 0 0240

\0 0 0 1 024
0 0 0 0 11|36

(=R R e

OO o o =

S O o O

S O O =

S OO =

o OO = =

O O = = e

O O = = =

o o = O O

1 0]764

1 0764

1 0264 RR
3 0|72

0 1] 36

0 0] 740

0 0740

G e
0 136

0 0500

0 0100

0 0240 | _R-R>R
1 0|24

0 1|36

Dus G, = 400 gram, G, = 100 gram, G; = 240 gram, G, = 24 gram en G = 36 gram.

Bladzijde 174

@ a Het stelsel heeft één oplossing. De oplossing is (x;, Xy, x3) = (4, 3, 2).
b Het stelsel heeft geen oplossing, want uit de derde rij volgt Ox; + Ox, + Ox; = 1 en dat kan niet.
¢ Het stelsel heeft oneindig veel oplossingen, want uit de derde rij volgt Ox; + Ox, + Ox; = 0 en hieraan
voldoen oneindig veel waarden van x,, X, €n x;.

Bladzijde 176
1 2 -1 1 3
2 =1 2 1 14
A=
@ a Voerin 4 3 1 -1 4
3 1 1 -1 14
1
. ) 0
De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft 0
0

o = O

0

— o O

0

oo O

1

—_— N W N

Het stelsel is samenhangend en bepaald. De oplossing is (x;, x5, X3, X4) = (2, 3, 6, 1).

1 4 -5 3 19

b Voer in 4 = -2 1 -3 -5
ATy 1 3 -1 2
1 -5 8 -14 -21

1

i ) 0

De optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft 0

0

o O = O

o = O O

2
3
-1
0

Het stelsel is samenhangend en onbepaald. Er zijn oneindig veel oplossingen.
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1 4 -5 3 19
1 2 1 -3 -5
Voer in 4 =
¢ voerim 2 - 3 -11 -2
1 -5 8 -14 20
1 0 0 -3 0
0O 1 0 -1 0
De optie rref (TI) of Rref (Casi ft
e optie rref (TI) of Rref (Casio) gee 0 0 1 -2 0
0 0 0 0 1

Het stelsel is niet-samenhangend. Er is geen oplossing.

-y = 1 -2 4
@ Bij het stelsel {x Zy=4 hoort de matrix ( )

x+y=5 31 5
1 -2 4
Voer in 4 = .
oer in ( - 5)
. . 1 2
De optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft (O . 1)

x=2eny=-1invullen bij 2x + y =p geeft 4 — 1 = p ofwel p = 3.
Dus voor p = 3 is het stelsel samenhangend en bepaald.

Bladzijde 177
x+2y+3z=4 12 3 4
@ Bij het stelsel {-x +y+3z=35 hoort de matrix [-1 1 3 5
2x+y—z=6 2 1 -1 6
1 2 3 4
Voerind=|-1 1 3 5
2 1 -1 6
1 0 0 -9
De optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft [ 0 1 0 17
0 0 1 -7

x=-9,y=17 enz=-7 invullen bij 3x + y — 2z = g geeft -27 + 17+ 14 = g ofwel g = 4.
Dus voor g # 4 zijn de vergelijkingen van het stelsel strijdig.

@ a Optellen van de eerste en de tweede vergelijking van het stelsel geeft de vergelijking
3x+2y+5z=a+5.
De derde vergelijking van het stelsel is 3x + by + 5z = 6.
Dus het stelsel heeft precies één oplossing voor b # 2.
b Het stelsel heeft geen oplossing voorb=2 A g # 1.
¢ Het stelsel heeft oneindig veel oplossingen voor b=2 A g = 1.

@ n=1geeftat+b+tc+d=1
n=2pgeeft8a+4b+2c+d=5
n=3geeft27a+9b+3c+d=14
n=4 geeft 64a + 16b + 4¢ +d =30

atb+c+d=1 1 1 1 1
. 8a+4b+2c+d=5 s o . 8 4 2 1 5
Dit geeft het stelsel 27a+9b+ 3¢+ d=14 en hierbij hoort de matrix 27 9 3 1 14
64a+ 16b+4c+d=30 64 16 4 1 30
1 1 1 1 1
Voerin 4 = £ 2 15
27 9 3 1 14
64 16 4 1 30

92 Hoofdstuk 4

© Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

1=s0 40- 0 <1

: . 0 1 0 0 %

De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft ]
0 0 1 0 ¢

0 0 0 1 0

Dusa=3%,b=1c=¢end=0.

(D Bij de figuur horen de volgende vergelijkingen.
T, =110 + Ty, + Ty + 6) ofwel 4T, = 10 + Ty, + Ty + 6 ofwel 4T, — Ty — Ty, = 16
Ty=3(T,+ T+ 10+ 8) ofwel 4Ty = T, + T+ 10 + 8 ofwel T, — 4T + T, =-18
To=1(Ty +5+12+ Ty) ofwel 4T, = Ty + 5 + 12+ Ty ofwel Ty — 4T + Ty =-17
T, =L1(12+ 8 + T+ T,) ofwel 4T, = 12 + 8 + T + T, ofwel T, + T — 4Ty, =-20

AT, - Ty — T =16 4 -1 0 -1 16
. +4 = - 1 —4 1 0 —18
Dit geeft het stelsel ?B\ B j?g 3 ;:g _ ig en hierbij hoort de matrix 0 1 -4 1 -17
Tp+ Tc—4Tp=-20 1 0 1 -4 -20
4 -1 0 -1 16
-4 1 0 -18
s =
Voer in 0 1 -4 1 -17
1 0 1 -4 -20
1 0 0 0 85
. . ‘. . 0 1 0 0 88
De optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft afgerond op één decimaal 0 0 1 0 88

0 0 0 1 93
Dus de temperaturen in A, B, C en D zijn respectievelijk 8,5 °C, 8,8 °C, 8,8 °Cen 9,3 °C.

4.4 Inverse matrices en determinanten
Bladzijde 179

1 4]23 22 1 4|23 22 1 0|3 -2
Ry —2R 7R, R,— 4R~ R
@(2 9|51 50)—’2 (0 1’5 6)—>' — (0 1’5 6)

. x +4y=23 . _
De oplossing van het stelsel {Zx + 9y =51 is (x, ) =(3, 5).

. x+4y =22 . .
L plossing van het stelsel {Zx +9y=50 is (x,»)=(-2, 6).

@ 4‘1 0V e (1 4‘1 A 0}9 -4
2 9lo0 1)7 2% 1|2 1)7 2\ 1]-2 1

bV'A—14 B_9—4
oer in 29en o o1 )

0 1
Dit is de eenheidsmatrix.

1 0
De GR geeftA'B=( )

© Noordhoff Uitgevers by Matrices 93



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Bladzijde 181
1 2 -3 3
@ a Voerind=[2 -1 4 |enB=|5].
31 -2 7
2
De GR geeft A1-B=| 3 |, dus de oplossing is (x, y, z) = (2, 3, 1).
1
-04 -0,2 0,6
b De GR geeft 41=| 32 26 -2,8].
1 1 -1
p -0,4p +3,2
A 5]=]|32p-6,6
7 p—2

De oplossing is (x, y, z) = (-0,4p + 3,2; 3,2p — 6,6; p — 2).

1 3 4 1 4
@ a Voerin 4= sl enB= 0
1 -1 2 1
3 2 1 1 -1
-3

2 .
De GR geeft 41-B= e dus de oplossing is (x;, x,, X3, %,) = (-3, 2, -1, 5).

5

1,5 -3 25 <05

25 6 -55 2,5\|
1,5 -4 35 -15]
1 1 0 -1 /

b De GR geeft 471 =

p -1,5p—3g+3
Py g9 |_| 25pt6q-8

1 -1,5p—4q +5

-1 ptg+l

De oplossing is (x, x,, X3, x4) = (-1,5p ~3q + 3; 2,5p + 6g —8;-1,5p —4q+ S5;p+ g+ 1)

Bladzijde 182
2x+4y =10

2x+4dy=3 en hieraan is te zien dat

@ Vermenigvuldig de eerste vergelijking met 2. Dit geeft {

het stelsel geen oplossing heeft.

1 2 5 5
Het stelsel is te noteren als <2 4) . <;> = < 3) fwel 4 - C) = (3)

Als het stelsel één oplossing zou hebben, dan zou er een matrix 4™! bestaan waarmee deze oplossing
o4 5

berekend zou kunnen worden met =47 3 )
8/

Maar het stelsel heeft geen oplossing, dus zo’n matrix A™! bestaat niet.

1 2
Dus de matrix 4 = (2 ) heeft geen inverse.

4
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P g 0\ /p q 10
p g|1 O R,—ER, R, qr ¥ - ps—qr r o R Ry
@(r slo 1)—’ 0 s % |77 ! P!
v q 1 0 p 0|1+ qr -Pq
0 1 =i o Ry~ qRy- R psoqr pEEgR)
ps— ql" PS = q." 0 1 —fa p
ps—qr ps—qr
ps -Pq s -q
0 —_— i S
P sy o ps=aqr IR R, 1.0 ps—qr ps—gqr
. 14 7 0 1 L L
ps—qr ps—gqr ps—qr ps—qr

. . . .15
@ a De overlevingskans voor dieren uit klasse I is 100~ 0,75. Dus [, = 0,75.

. . . . 36
De overlevingskans voor dieren uit klasse IT is 20 0,7. Dus I, = 0,7.

b De overlevingskans voor de dieren uit klasse I1I is 0,6, dus van de 60 dieren overleven er 0,60 - 60 = 36.
50 — (50 + 36 — 46)
=0,2. Dus /,,=0,2
50

De overlevingskans voor de dieren uit klasse IV is

. . " . . 119 . o
De 80 + 60 = 140 dieren uvit de klassen II en III krijgen samen 119 jongen. Dat is T 0,85 jong per individu.
Dus [}, = 1,3, =0,85.
van
¢ De populatievoorspellingsmatrix is 1 mr m 1w
I 0 08 08 0

II [ 0,75 0 0 0

0 0,85 085 0 100
0,75 0 0 0 80
Voerin 4 = B=
oer in 0 0.7 0 0 en 60
0 0 0,6 02 50
107
\ 86
2GR geeft 4 1-B=
gee 39
154
Dus in november 2010 zaten er 107 dieren in klasse I, 86 dieren in klasse II, 32 dieren in klasse III en
154 dieren in klasse I'V.
114
46
De GR geeft (471)*-B = %
531

Dus in november 2008 zaten er 114 dieren in klasse I, 46 dieren in klasse II, 80 dieren in klasse III en
531 dieren in klasse IV.

133

95

65

47

Dus 133 + 95 + 65 + 47 = 340 dieren in november 2024.
In november 2012 waren dat er 100 + 80 + 60 + 50 = 290.

40— 290
Dus de te verwachten toename van de populatie is NW_ % 100% = 14,7%.

d De GR geeft A°-B =
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2 3 5 23 5 2 3 5
Voer in 4 = - - .
@ Voerin (4 5 10>’B <4 6 10>enC <4 6 5)

1 0 25 1 1,5 25 1 1,5
De oni ) o , B , ] . ,
¢ optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft bij 4 (0 L 0 ), bij (0 0 0 ) en bij C (0 0

y;

Dus stelsel I heeft één oplossing, stelsel II heeft oneindig veel oplossing en stelsel III heeft geen oplossing.

Bladzijde 185
@ |A|= =ay(a)a33 = a1303,) T Ay(a11033 — A13031) — Ax3(ay1G3, ~ A12d31)
= =AUy a3y + 130y 03y T Q11055033 — Q130003 ~ 01105303 T 190305
= Q10003 — A1100305p ~ A1ty dyy T 01509305, T A1305,05) ~ 130503
= a11(Ay 033 — Ax03y) — A1p(0p1Gy3 — A3ayy) + a13(ay103; — Gya3))

@Da l4=3-3-4-4=-9+16=7

b l4]=1-2--3-1--2)-3-3-3-1-4)+5-(3--2-2-4)=1--4-3--13+5--14=
~4+39-70=-35
¢ |4]=1-(1-1-0:0)-0-(0-1-0-0)+0-(0-0—1-0)=1-1-0+0=1

d |4]=0-(1-2-1-3)-2-(1-2-1-0)+1-(1-3-1:0)=0-2-2+1-3=0-4+3=-1

1 & 1
@D aa=lgeeftd=|2 b 1
31 4

Al =1-(4b—1)—b-(8—-3)+1-2-3b)=4b—1-5b+2—-3b=-4b+1

|A| =0 geeft-4b+ 1 =0 ofwel b=1.
Dus voor b = is [4] = 0.

a 1 1
bb=lgeeftd=|2 1 a
3 1 4

|dl=a-4-a)—-1-8-3a)+1-2-3)=4a-a*~8+3a-1=-a>+Ta-9
|4] =0 geeft-a2+7a—9=0

a*=Ta+9=0

D=(-72-4-1-9=49-36=13
7-+/13 7+413 =
=—J_=3§—%\/Eva= J—:3%+%\/13

2 2
1_1

Dus voor a = 3% —1./13 en voor a =35 +5+/13 is ’A| =0.

a

@ 4]=1-4-3p)-p-B-6p)+5-(3p—8)=4—3p>—3p+6p>+15p—40=3p>+12p— 36
| 4] =0 geeft 3p2+12p—36=0
pPtap—12=0
(p-2)p+6)=0
p=2v p=-6
Dus voor p =2 en voor p =-6 is |A|=O.

3 -2 1
@ a De coéfficiéntenmatrixis4=|2 -3 2
1 1 -1
|4]=3-¢3--1-2-1)+2-@2-1-2-1)+1-2-1+3-1)=3-1+2--4+1-5=3-8+5=0
3 -2 1 X 4
b |A| =0, dus volgens de theorie heeft het stelsel | 2 -3 2 |-| y | =] 3 | ofwel het stelsel
1 1 -1 z P
3x—2y+z=4
2x — 3y + 2z = 3 geen oplossing of oneindig veel oplossingen.
xty—z=p
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3 -2 1 4
¢ Voerind=f2 -3 2 3
1 1 -1 0
1 0 -02 0
De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft{ 0 1 -0,8 0
0 0 0 1
Het stelsel is niet-samenhangend. Er is geen oplossing.
3 -2 1 4
d Voerin4d=|2 -3 2 3
=t
1 0 -02 1,2
De optie tref (TI) of Rref (Casio) geeft [ 0 1 -0,8 -0,2

0 0 0 0

Het stelsel is samenhangend en onbepaald. Er zijn oneindig veel oplossingen.

s —4q
ps—qr ps—gqr
@ 4| =ps—qr end'= o N (zie vraag 54) geeft
ps—qr ps—qr
s 9
s —qr psS—qr - -
D X I Q),dusA-lz_.(s :
i )4 rop Al = op
ps—qr ps—qr
Bladzijde 186
1 4 p
@ a Bij het stelsel hoort de coéfficiéntenmatrix A={-8p 3 2
5 6 p

|4l =1-3p—12)—4-(-8p*— 10) +p-(-48p — 15) =3p — 12+ 32p? + 40 — 48p? — 15p =-16p* — 12p + 28
|A] =0 geeft-16p> —12p+28=0

4p> +3p—T7=0

D=32-4-4--7=9+112=121

-3-+121 -3 +4/121
"% VPTT g

p
-3-11 -3+11
1 4 -13
p=-12 geeft4=| 14 3
5 6 -12
1 4 -12 3
Voerind=|14 3 2 -50
5 6 -13 19
1 0 025 0
De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft [ 0 1 -0,5 0
0 0 0 1
1 4 1
p=1lgeeft4=|-8 3 2
5 6 1
1 4 1 3
Voerin4=|-8 3 2 -50
5 6 1 19
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1 0 -0,14 0

De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft { 0 1 0,29 0
0 0 0 1

Dus voor p = -13 en voor p = 1 heeft het stelsel geen oplossing.

1 4 2 3
b p =2 geeft de bij het stelsel horende matrix { -16 3 2 -50
5 6 2 19
1 4 2 3
VoerinA=| —-16 3 2 -50
5 6 2 19
1 0 0 3
De optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft [ 0 1 0 2
0 0 1 -4

Dus voor p =2 is de oplossing van het stelsel (x,, x,, x;) = (3, 2, -4).
¢ x;=11,x,=-14 enx; = -48 invullen in x; + 4x, + px; =3 geeft 11 - 56 —48p =3

-48p =48
p=-1
x; =11, x, =-14 en x5 = -48 invullen in -8px; + 3x, + 2x; = -50 geeft -88p — 42 — 96 =-50
-88p =-88
p=1
x; =11, x,=-14 en x5 = -48 invullen in 5x, + 6x, + px, = 19 geeft 55 -84 - 48p =19
-48p =48
p=-1
Dus voor p =-1 is de oplossing van het stelsel (x;, x,, x3) = (11, -14, -48).
X, b,
X2 bz .
@ Hetstelsel 4-| . | =] .” | heeft één oplossing onder voorwaarde dat 4! bestaat.
X" bn
Dus als A™! niet bestaat dan heeft dit stelsel geen oplossingen of oneindig veel oplossingen.
X b,
2] b, . — )
Tevens geldt dat het stelsel 4-| . | =| . | geen oplossingen of oneindig veel oplossingen heeft als |4] = 0.
X, b,

Dus als 4™ niet bestaat dan is |4| = 0.

@ a OOAB)=x, yz—3 "X, YaT3 (g =Xp) (g =Y 3" Vg ¥p
=X4¥p =54 Vs ~3EaVp — XV~ XpYpt XpYg) ~ 3%3Y5
= X4Vp = $XaV4 " 3X4Vp+ 3% 4V F 3%V~ 3%V~ 3¥Vp
= X4V~ 5 %p V4
b ‘Ml =X ¥y~ XYy dus} IMI =504~ XpY4) = $%4¥5 — x4 = O(LOAB)
¢ B(8-3,4-2)=B(5,2)enC'(6-3,7-2)=C13,5).

O(AOB'C") =5

5 3
det(z 5)‘ =315-5-3-2|=3[25-6]=3-19=9;

O(AABC)=O(A0B'C"y = 9%

@D a 0po4B)=1

4 p
det(l p)l:%|4p—p|=%|3p|

P 1
det(p q)'=%|pq—p|

O(nOBC) =1
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O@O0AC) =} =1ag-1]

41
t
. (1 q)
p >0 geeft O(AOAB) = 11p en O(AOBC) = 1plqg —1].
p <0 geeft O(AOAB) = -11p en OQAOBC) =-1plq - 1|.
O(A04B) = O(AOBC) geeft 3p| = |pg — 4|
3p=pg—pv3p=-pqgtp
3=g-1v3=—q+1
g=4vg=-2
g =4 geeft O(AOAC)=1]4-4—-1] =7}
Uit O(AOAB) = |3p| en 02 04B) = 0(r04C) =7} volgt 1ip =74 v ip=-74,
dusp=5vp=-5.
q=-2 geeft O(AOAC)=1]4--2-1| =4}

Uit O(AOAB) =1 |3p| en O(a 04B) = O(AOAC) = 4% volgt 13p =45 v 13p=-43,
dusp=3vp=-3.
Dus O(AOAB) = O(AOAC) = O(AOBC) geeft p =5Aq=4) v (p=-5rq=4) Vv (p=3 rg=-2) Vv

P =-3g="2). det(3p 2p)+ldt( 2p 0)‘
2w 22w+ M op 1 4

=1|3p-@p+1)—2p-2p| +1|2p-4-0-@2p + 1)
) =1]6p*+3p — 4p?| +1|8p]

=1[2p> + 3p| +1|8p]

= 1(2p%+ 3p) + 1(8p)

=p*+1;p+4p

=p*+5;p

O(OABC) = 10p geeft p*+ 55p=10p

p—4p=0

plp—4)=0

p=0v p= 4%
Dus voor p = 45 is de oppervlakte van vierhoek O4BC gelijk aan 10p.

¢ Driehoek OB'C’ ontstaat door driehoek ABC zo te verschuiven, dat punt 4 in de oorsprong terechtkomt.

B'(10-6,6—12)=B'(4,-6)en C'(p— 6,4 —12) = C'(p — 6, -8).

4 p-6
O(AOB'C’)=%det(_6 P )’=%|4~—8—(p—6)-—6|=%|—32+6p—36|=%|6p—68|=|3p—34|

-8
?(AOAB) =O(AOB'C")y=10 geeft 3p —34=10v 3p—34=-10
: 3p=44v3p=24
p=14vp=38
Dus voor p = 8 en voor p = 14% is de oppervlakte van driehoek 4BC gelijk aan 10.

Diagnostische toets

Bladzijde 188
2 -1
-3 2
4 3

8 ¥ —2) <—3x—2 2x—9>
4 -5 y 4y+23 3y—14

2x—9> 4 a) ot
= 0
3y-14) \p -5)"°¢

-3x—-2

Uit
! (4y +23
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-3x-2=4 ofwel -3x =6, dus x =-2
x=-2geeft2x-9=2--2-9=-13, dusa=-13
3y—14=-5ofwel 3y=9,dusy=3
y=3geeftdy+23=4-3+23 =35, dus b =35.
Dusx=-2,y=3,a=-13en b=35.

ODeGRgeeft
5 10 16 624 -503 476
B-d= \B—4B =
i (29 -1 27> EE e (656 535 —488>

b A4 - B kan niet

C

(3 JF

667 1001 1706)
3241 4800 8184 1660 2347 3960

A*=] 892 1325 2256 f A4%— C? kan niet
3082 4578 7805

e 5B+B-A3=(

van

N E W
N /034 0,28 0,08

naar E | 0,61 0,66 047 |=V
W\0,05 0,06 045

0,278 0,278 0,278 0,278 0,278 0,278

b De GR geeft F°~| 0,628 0,628 0,628 |en V2°=| 0,628 0,628 0,628

C

0,094 0,094 0,094 0,094 0,094 0,094

De kansen na 10 jaar en na 20 jaar zijn gelijk, dus er treedt stabilisatie op.
Uiteindelijk zal 27,8% van de gezinnen in Nederland op vakantie gaan.

Bladzijde 189
@ 2 Deze kans is 0,005 0,6 - 0,7 = 0,0021.
b Voer de matrix L in op de GR.

van
De GR geeft I m 1 1
1 /21 0 0 0
nf{ o 21 o o0
’ ~ I
o 0 21 o0
w\o o o0 21

Uit de matrix L* blijkt dat de populatie na 4 - 2 = 8 jaar 2,1 keer zo groot is geworden, dus de populatie
neemt in acht jaar met 110% toe.

75000
400
Voer de matrix P = in op de GR.
300
140
140000 80000
375 500
De GR geeft L-P= L-p=
e GR gee P 240 en P 200
210 75

Dus op 1 januari 2018 zitten er 140000 baarzen in klasse 1, 375 in klasse II, 240 in klasse IIT en 210 in klasse IV,
En op 1 januari 2014 zaten er 80000 baarzen in klasse I, 500 in klasse II, 200 in klasse III en 75 in klasse IV.
Stel het aantal eitjes dat een baars gemiddeld legt d.

Als de populatie baarzen in acht jaar niet verandert geldt

0,005-0,6-0,7-d=1

0,0021d=1

d= =476

0,0021
Dus als de populatie in acht jaar niet verandert, legt een baars gemiddeld 476 eitjes.
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-1 2 | p
o Bij het stelsel hoortdematrix | 1 1 -1 | 5
3 -1 3 -5

2 -1 2 p 1 1 -1]5 1 1 -1
1 1 -1|5 | %28 42 -1 2| p| K22 10 -3 4|p-10
R™R, Ry=3R 2R,
3 -1 3 |-5 3 -1 31|-5 0 -4 6
1 1 -1 5 1 1 -1 5
0 1 -1 1 5 R, +3R2_)R3 0 1 _ 1% 5 *2R3_) R,
0 -3 4 |[p-10 0 0 - |p+5
1 1 -1 5 1 1 0] -2p-5 1 0
0 1 -1 5 ;*Rs 0 1 0f-3p-10]| R R7& 1o 1
+1ER™
00 1 |-2v-10 #5700 1-2p-10 0 0
Dus (x, x5, x3) =(p + 5, -3p— 10, -2p — 10).
2x+3y—z=4 2 3 -1 4
e Bij het stelsel { 3x—y+2z=1 hoortdematrix [ 3 -1 2 1
xty=2z=7 1 1 =2 g
\ 2 3 -1 4
Vorind={3 -1 2 1
1 1 -2 7
1 0 0 2
De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft | 0 1 0 -1
0 0 1 -3

x=2,y=-1enz=-3 invullen bij 4x + 3y + 2z =g geeft 8 - 3 — 6 = g ofwel g =-1.
Dus voor g # -1 is het stelsel niet-samenhangend.

1 2 -5 3
@ 2 Voerind={2 -1 4 |enB=|5
31 -2 7
2
De GR geeft 4™ -B=| 3 |, dus de oplossing is (x, y, z) = (2, 3, 1).
1
§' ~04 -02 06
b DeGR geeft 471=| 32 2,6 -2,8
1 1 -1
P ~04p +3,2
a5 =1 320-66
7 p—2

De oplossing is (x, y, z) = (-0,4p + 3,2; 3,2p — 6,6; p — 2).

0O /4| =2p-(2p+6)=2-3+3p)+1-(6—2p)=4p>+12p~6—6p + 6 — 2p> = 2p> + 6p

|4 =0 geeft 2p* +6p=0
2p(p+3)=0
2p=0vp+3=0
p=0v p=-3

Dus voor p =0 en voor p = -3 geldt IAI =0
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Kangoeroe-opgaven

Bladzijde 192
o D 20102010 =20100000 + 2010 = 2010 x 10000 + 2010 x 1 =2010 x 10001
Dus 20102010 : 2010 =10001.

o D 5% van de punten komt overeen met 1 punt, dus 100% komt overeen met 20 punten.
Dus bij dit spelletje kun je 20 punten halen.

o C De eerste tien getallen van de onderste rij zijn allemaal 10 groter dan die van de bovenste rij.
Het laatste getal moet dus 10 x 10 = 100 kleiner zijn.
Dus het laatste getal in de tweede rij is 2010 — 100 = 1910.

o D De oppervlakte van elk zijvlak van een kubus is 24 : 6 =4 cm?.
De buitenkant van het bouwwerk heeft daarom een oppervlakte van 16 x 4 = 64 cm?,

©QE!+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+14+15=120
Dus Lise is 15 jaar.

Bladzijde 193
o D Het cerste en het derde vouwtje zijn altijd tegengesteld.
Bij tekening D is dat niet het geval.
Dus tekening D van die bovenrand is fout.

o A In de tekeningen hieronder zie je achtereenvolgens een vierkant (is ook een ruit en ook een rechthoek),
een rechthoekige driehoek en een vijfhoek. De gelijkzijdige driehoek kan Anton niet tekenen.

©B1+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21=121=11

o E De dinsdagen moeten dan op de 2, de 16° en de 30° vallen. De 23° is dan ook op e¢en dinsdag en de 21¢
dus op een zondag.

@ A De gemiddelde snelheid is de afstand gedeeld door de tijd. Dat is voor elke atleet de richtingscoéfficiént
van de verbindingslijn van O naar het punt van de atleet. De steilste verbindingslijn heeft de grootste
richtingscoéfficiént. Bij Alicia is de verbindingslijn het steilst en dus liep Alicia het hardst.

Bladzijde 194
@ B Er zijn acht witte en zeven zwarte strepen, de weg is daarom 15 x 0,5 = 7,5 m breed.

@ C Als je de twee uitstekende drichoekjes 180° draait om de punten P en O, dan krijg je een rechthoek die
twee keer zo groot is als de blauwe. De oppervlakte van het trapezium is dus 26 cm?.

® E a=38,b=29,c=20.
De juiste volgorde is ¢, b, a.

@ C Het mozaiek is 360 : 24 = 15 cm breed. Een tegel is daarom 3 bij 3 cm groot en heeft derhalve een
oppervlakte van 3 x 3 =9 cm?.
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