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15 Continue dynamische modellen

Voorkennis Discrete dynamische modellen en de tweede wet van Newton

Bladzijde 107
@ 2 u=0,92u+ 16 geeft 0,084 = 16, dus # = 200.
Stel u, = A - a" + 200.
u, = 250 geeft 4 +200 = 250, dus 4 = 50.
Dus u, = 50-0,92" + 200.
b Substitutie van x, = g” geeft de karakteristieke vergelijking

~4g-12=0
(g+2)(g—-6)=0
g="2vg=6

De directe formule is van de vorm x,, = 4+ (-2)" + B - 6".
xo=5geeft A-(-2)°+B-6°=5,dus 4 + B=5.
—3geeftA -2)'+B-6!'=3,dus-24 + 6B =3.

A+B=5 24+2B=10
2A+6B 3’ \ 24+ 6B =3
T 8B=13

le%}A=33

A+B=5 £

De directe formule is x, =33 - (-2)" + 13 - 6.
¢ Substitutie van v, = g" geeft de karakteristieke vergelijking
—-2lg+1& =0
(g - 14)2 =0
=11
De dlrecte formule is van de vorm v, = (4 + Bn)* (1 4)

vo =8 geeft (4+0)- (14)° =8, dus 4 =8.
v, =12 geeft (8 + B)- (1})' = 12
10+13B=12
1;8=2

B=13
De directe formule is v, = =(8+ 13n) (1 ‘1—1)".
d Substitutie van x, = g" geeft de karakteristieke vergelijking
—4g+8=0
(g—2)-4+8=0
(g—2)=-4
(g —2)* = 4i?
g—-2=2ivg-2=-2i
g=2+2ivg=2-2i

De directe formule is van de vorm x,, = =(4 cos(41tn) + Bsm(4nn)) -(242)".

x, = 1 geeft (4cos(0) + Bsin(0)) - (2¢2)° =1, dus 4 = 1.
x; =2 geeft (cos () + Bsin(}n)) - (2y2)!=2

(12 +1By2)- 242 =2

2+2B=2

B=0
De directe formule is x, = cos (3nn) - (22)".

Bladzijde 108
o a 108 km/uur =30 m/s
Fpr=F,— FW—392—— -302=242N
}'R m-a=40a 242
40q =242 geefta= 0 6,05 m/s?
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b Fp=0geeft392 -1v2=0
ev2 =392
V2 = 2352
v=1/2352=283 m/s

Het voorwerp komt met een snelheid van 3,6 - 28+/3 = 175 km/uur op de grond.

© 2 36 km/uur = 10 m/s
Fr=80-F, —Fy=80-1”—-5r=80—-1-102-5-10=10N
Fp=m-a=220a

10
220a =10 geefta = 50 55 m/s?

b Fy=0geeft80 -1 —5v=0
v2+25v—-400=0

D =2225, dus \/D = /2225 = 5./89

-25+5./89
v= f\[— =11,08... m/s

De maximale snelheid van de scooter is 3,6 - 11,08... = 40 km/uur.

15.1 Dynamische modellen

Bladzijde 109
AT 34-50
10,20]is —= = -1,6 °C/minuut.
o a Op[10,20]is Ar 2010 1,6 °C/minuu
. AT 26-34 .
20,30] is —= =-0,8° :
Op [20, 30] is Ar 90—90 0,8 °C/minuut
b De gemiddelde snelheid op het interval {0, 10] is -4 °C/minuut, dus [i—j} = -4 °C/minuut.
=5

90 + 50

Het gemiddelde van de temperaturen op de tijdstippen =0 en = 10 is =70°C, dus T=70°C.

Dus ((11—5 =¢(T — 20) op [0, 10] wordt ¢(70 — 20) = -4, Dit geeft 50c =-4, dus ¢ = % =-0,08.
dr 50 + 34

¢ Op[l0,20]is A =-1,6°C/minuut en T = =42°C.
Dit geeft c(42 — 20)=-1,6, dus ¢ = _256 ~-0,073.
Op [20, 30] is ((ii—f =-0,8°C/minuut en T = 34426 _ 30°C.
Dit geeft ¢(30 — 20)=-0,8, dus ¢ = % =-0,08.
d o= -0,08 + —0,?(’}73 +-0,08 ~-0,078
¢ =-0,078 geeft % ~-0,078(T — 20) ofwel % ~-0,078T + 1,55.
Dus de formule 6% -0,078T + 1,55 beschrijft goed het afkoelingsproces van het kopje thee.

dr

Bladzijde 111
o a Als je een andere tijdseenheid neemt dan ziet het model er anders uit omdat ¢ athangt van de gekozen
tijdseenheid.

b er60-—20~ 0,198
T R

dr
& wr-12
Q2 =cT-12)

100+ 194 dT 94— 100
Opr=5is T 2% _970C en S-n 20— 00 _ 0 6°C)s.
Fall e P 2 YT 10 Sl
-0,6
Dit goeft ¢+ (97 ~ 12) = -0,6, dus ¢ =~ = -0,0071.

Dus % =-0,0071(T - 12) met T'in°C en ¢ in seconden.
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b =600~ 0424
CTOgs T
Dus % =-0,424(T - 12) met T in°C en ¢ in minuten.
dT
—=¢(T-21
Q2  =cr-2)
7+9,8 9,87 .
Opt=2}isT= =84°Cen % = = 0,56°C/min.
; 0,56
Dit geeft ¢+ (8,4 —21) = 0,56, dus c = 2.6 =-0,044.
Dus % =-0,0044(T - 21) met T'in°C en ¢ in minuten.
9,8+ 12,1 12,1 -9,8 _
b Opr=7%is T=———"-=10,95°C en 3L = 0,46°C/min.,
2 dr 5
46
Dit geeft o+ (10,95 —21) = 0,46, dus ¢ = — {;5 ~-0,046.
153+ 17,4 T 174-153 _
Opt=25isT~———=16,35°Cen gz ———— = 0,21 °C/min.
2 dr 10
0,21
Dit geeft ¢+ (16,35 = 21) = 0,21, dus ¢ = — ==~ -0,045.
17,4 + 20,1 dT 20,1 -17,4 ,
t=45is T= ———2-=18,75°C en — ~ ————=0,09 °C/min.
Op 18 > ,75°Cen & 30 ) min
. 0,09
Dit geeft ¢~ (18,75 —21) = 0,09, dus ¢ = 525 =-0,040.

o De groeisnelheid is evenredig met het aantal bacterién, dus i c-N.

3 6 . 106
4-10 =1,002-10° enﬂ=4—Tl-0—=2,4' 108,
dt 50
24108
1,002 - 107

Dus C(li—];[ = (0,24N met N het aantal bacterién en ¢ in uren.

Opt=ris N=10°+

Dit geeft ¢+ 1,002-10°=2,4- 108, dus ¢ = = (),24.

Bladzijde 112
e a Op¢=0isZ=>5000 gram.

Per seconde komt er 0,51 = 0,5 gram bij en stroomt er 0,5 IL =0,0005Z gram weg.

000

Dus L 0,5 — 0,0005Z met Z in gram en ¢ in seconden.

dr

o a De verandering van de snelheid is evenredig met de snelheid, dus % =c'v.

30424, dv_24-30
a6

Dit geeftc-27=-1,dusc= 27 =~-0,037.

Dus % =-0,037v met v in m/s en ¢ in seconden.

b cz60-i:—2,22
27

dv . .
Dus . =-2,22yv met v in m/s en ¢ in minuten.

=-1 m/s2.

Opt=13isv=
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H=300en dd_];[: 0 geeft 300a(1 —éﬁ)&) =0

300a=0 v l—@=0

300 ’
a=0v > 1
a=0v b=300
a = 0 voldoet niet, omdat in dat geval altijd geldt ddi;l = 0 en de zonnebloemen dan niet groeien.
Dus a # 0 en b = 300.
a < 0 voldoet ook niet, omdat dan voor elke H geldt C(li—il < 0 en de zonnebloemen dan niet groeien maar
korter worden.

Dus voor a > 0 en b = 300 geldt dat de maximale hoogte van de zonnebloemen 300 cm is.

0,5
IOa(l —&) =0,5 geeft a(lO—@) =0,5 ofwel a=———.
b b 100
S
50a(1 —&) =3 geeft a(SO —M) =3 ofwela= —3-——-—
b b 2500
50~ 222
0,5 3 ’
Gelijkstellen geeft : =
0100 5, 20
b b
2500 100
0,550 ———=3{10—-——
o0 250 0-1)
1250 300
25— =2 — 3022
b b
950
_5:_
b
950
b=—7-=-190
-5
b=-190 geefta= _0 =0,0475
0 100
-190

Dus a=0,0475en b =-190.

Op topsnelheid 36 km/uur = 10 m/s is Fy, = Fy =50 N.
Dit geeft ¢+ 102 =50, dus ¢ = 15—(;)2= 0,5.

b De snelheid is 24 km/uur = 62 m/s, dus Fy, = 0,5 (62)>~ 22,2 N,
Dit geeft Ffy = Fy — Fyy, =50—-22,2=278N.
Bladzijde 114

@ De grenswaarde wordt bereikt als Fj, = 0, dus als F i~ Wk
Dit geeft 10v? = 120

@ a

58 Hoofdstuk 15

vi=12
v=412%3,5

Resulterende kracht is Fy = F, ~ Fy, = 882 — 112,

882 — j?
% = % geeft % = HT;; = 9% — z;v2 met v in m/s en ¢ in seconden.

v
%=Ogeeft9‘5l — 55512 =0
ﬁ\ﬂ - 9% 59dfmmmm e e e
2 =3528

v=+/3528 =594

De asymptoot is de lijn v = /3528.

% > 0 voor v < /3528, dus de grafiek van v met v(0) = 0 is stijgend. o
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@ a Resulterende kracht is F = F oo = F —
dv F dv 50— L2 — 4y
G W i N R
At m e T 2s 3 g™
p & == =0 geeft? — 55517 — 133V

dr
v+ 16v—200=0

D =1056, dus \/D = /1056 = 4./66
-16 + 4./66

y=———=28§,24...m/s

2
Dat is 3,6 8,24... = 29,7 km/uur.

Dus deze snorfietser kan harder dan de wettelijke toegestane snelheid van 25 km/uur.

+5=0,19 m/s?

¢ v=5m/sgeeft%=%—ﬁ-5 B3

Dus de versnelling van de snorfiets is 0,19 m/s? op het moment dat de snelheid 5 m/s is.

dt
De asymptoot is de lijn v =-8 + 2./66.

=50-}7v2—4v.

— 3svmet v in m/s en ¢ in seconden.

-16 + 4./66
d Q_—_()geeftv:—-—ziz—8+2\/6638,2m/s

% >0voorv<-8+ 2\[6_6, dus de grafiek van v met w(0) = 0 is stijgend.

v

82 |mmmm - ———

o t

e % < 0 voor v> -8 + 2+/66, dus de grafiek van v met v(0) = 15 is dalend.

v

R R e e

0]

@® a Resulterende kracht is Fy = F, 0, —

d_v E ce dV 600 000 2 2670\) _ i _ 267
dr m e T 3500000 35 7 350000
b % =0 geeft & — 525> =0

267 6

2 _
350000V~ 35

2 _ 20000
V="

v=2200 =150

Dus de formule van de asymptoot is v = 15,0.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Bladzijde 115
@ a Resulterende kracht is Fy = -F,, ., — Fy = -600000 — 267012,

_ _ 2
dy_ K dv_ -OONUOR-0T0W . 1 vZ met v in m/s en ¢ in seconden.

dr = et t A 3500000 = 735 7 350000
b Resulterende kracht is F, = -F,, ., + Fy = -600000 + 2 - 2670v? = -600 000 + 534012,

o + 2
& E geeft G _SOETER S -5 + ks v2 met v in m/s en ¢ in seconden.

dt m dt 3500000

¢ Bij vooruit varen is de formule van de asymptoot v = 15,0 (zie opgave 13b).
Bij afremmen neemt de snelheid af tot 0, daarna vaart het schip met een toenemende snelheid achteruit,
waarbij de snelheid op een bepaald moment een grenswaarde bereikt.

Bij achteruit varen geldt v <0 en % =0 geeft -5 + g V2 =0

267 .0 _ 6
175000 35
y2 = 10000

89

y=- “03{3)00 ~_ 10,6

Bij vooruit varen geldt % >0 voor 0 <v < 15,0, dus de grafiek van v met v(0) = 0 is stijgend.

De formule van de asymptoot is v = -10,6.

Bij afremmen geldt % <0 voor v >0, dus de grafick van v is dalend tot het fregat stil ligt en dus geldt v= 0.

Bij achteruit varen geldt % <0 voor -10,6 <v <0, dus de grafiek van v is dalend vanaf het moment dat

het fregat achteruit begint te varen.

B it ettt T T PR e

15.2 Differentiaalvergelijkingen

Bladzijde 117
. dy
D a In(0,2)is ~=-2+0-3="-5.
d
In(4, 1)is 2=-1+4-3=0.
dr
dy
In(-2,2)is—=-2-2~-3=-17.
n(-2,2)is ar
. dy
In(4,-1)is—=1+4-3=2,
n( }is dr
dy
b,¢ E:Ogeeft—y+t—3=Oofwely=t—3.
Lijn door (0, -3) en (3, 0).

d d
Voor het punt (0, 0) geldt d_)t} =-3 <0, dus voor alle punten in het halfvlak waarin (0, 0) ligt geldt d—); <0,

60 Hoofdstuk 15 © Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Bladzijde 119
®- y l-1lo|1]|2|3|4]5s

d—y—3-2—10123
dt

¥

o

]

\ \

dy]
b Stell:y=at+bmeta=[dt (2’3)=3—2=1.

y=t+b }
+ =3
door (2, 3) Erig=s

b=1
Dusly=t+1.
d
¢ d—J;=3geefty—2=3,dusy=5.
y=5geeft3t—-7=5
3t=12
t=4
Dus A(4, 5).
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@ In het lijnelementenveld zie je:

d_J; >0 voor y >4, dus Il en IV vallen af

d
d_); =0 voor y =0, dus I valt af.

Dus het lijnelementenveld hoort bij 111.

Bladzijde 120

D a ' e

I | 1 1 | | | k I
| | | i | \ \ i
! ! | \ -3t ! \ \
\ \ \ \ \ \\ \ \ \ J
\ x L. L. N— O N S o
____L?'—-
O N T S //";’—:' Vo4 G A ¢ I S
- - # — 14—+ / / 7
I G SR A SN AN &Y A A S | / ! / !
- ’ / + + ¢ ' ¢ —t
2 Bl 2 - 3
S A / / / VA ) /
L # / 7 -1 + 'a 1 o
\ﬁﬁ - - = R (N S S AN S A |
“ “ \‘ LY \‘ 2 \‘ \.‘
\ \ \ \ \ \ \ \ \
! \ | ! -3t \ t \
i | \ | \ 1 \ \ \
| | | | ' \ t ¥ t
dy
_ 3 _
b 5—3 geeftmt—y2+3 =3
3, .2
L
Substitutie van y =3¢ in 51— > = 0 geeft 51 — (31> =0
302~
5t — 9 =0.
t(F-91)=0
_ 3
t=0v 9=

t1=0vit=g=x
_1 —q.1 _1
t=35geefty=3-355=1;

Dus 4(3, ).
d
¢ d—);=0geeft13—0t—y2+3=0

t=10geeft£-10—-3?+3=0
3—y*+3=0
y =6
y=+\6vy=-6

d
d —y=0geeft13—0t—y2+3 =0
dr y2 — 13_Ot +3
Dus de kromme met vergelijking y? = 3¢ + 3 gaat door de toppen van de oplossingskrommen.
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+ / ' ' t f ' I
o/ / / ! ! /' ! I
’ ’ + + a4+ ' '
PR3 O VA A / / ! I
- ’ / ’ #~3f—+ ! 1
S I SV SN A { & 7 !
A , p ; ; ;
/ /

/!
/
t
vy
a3
N\

% \
o n

T S T . T

A a = _/ 1
% e
A AN AN ~\ -~ + - &+ 7 £ 7 / 1
A a e - 7 + t
-4 = -3 -1 2 3
AT VY N Y ONNYEY S e ! 1 4 VAR §
I
Y 4 % . % =1 e >
\ \ AN T AR T T T T T e o
Y \ \ X\ W2y N ~
\ \ \ \ \ AV U U S SR N 3
‘l “ .| \l ‘\ _3 “ ‘\ A) “
\ \ \ \ \ Y, Y L T T
| ¥ v Y % ) \ X X
—_1,_1
b ﬁ’ =Bl 0
4
¢ 5=2geeft%t+y=2

Voor het raakpunt 4 geldt y=2r+7en iz +y=2.
Dit geeft 1+ 2t +7=2

25t=-5

t=-2
r=-2geefty=-4+7=3
Dus A4(-2, 3).

@ a Voerin y; =(y— 1)(y — 3)(y — 5) en plot de grafiek.
o

<
(

/

b De grafick van f(y) = (y — 1)(y — 3)(y — 5) ligt boven de y-as voor 1 <y <3, dat wil zeggen dat voor elke
waarde van y met 1 <y <3 de bijbehorende functiewaarde groter is dan nul.

d d d

Omdat f(y) = d—f = (- Dy - 3)(y - 5), dus d—yt =), is d—f > 0 voor alle punten (z, ) met 1 <y <3.

d
¢ Aflezen uit de schets van vraag a geeft d_)t) <0voory<1lenvoor3<y<S5.

d d
d Voor y =3 geldt d_);: 0 en f(y) =0, dus y = 3 voldoet aan d—J;: - Dy -3y -5).
Dus de lijn y = 3 is een oplossingskromme.

Bladzijde 123 dy
@ Algemeen geldt: als de grafiek van de afgeleide 4 stijgend is, dan is de grafiek van y toenemend stijgend.

d
Gegeven is dat d_)t} =(y— Dy —3)y — 5) stijgend is voor y > 5.

d "
Dus in elk punt (¢, y) met y > 5 is d—); stijgend en dus de bijbehorende oplossingskromme y toenemend stijgend.
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@ a f,(y)=0geeft y?~4y+3

»-Dr-3)=0 [+ + + + +
y=1lwvy=3
De lijn y = 1 is horizontale asymptoot van de oplossingskrommen met 3 S S S

1<y(0)<3 v y(0)<1. o o mr sm B am
b De oplossingskrommen zijn stijgend als () > 0 voor elke waarde van y. - - - - - -

Hieruit volgt dat voor de discriminant vand—);=y2 —py+3geldt D<0. B S SO .
D=p%-12 + + + + + +
2y e

pr<12

-J12<p<y12

“2\3<p<2y3

Dus voor -2+/3 < p < 2+/3 zijn alle oplossingskrommen stijgend.

¢ f,(0)=0voory=4geeft16-4p+3=0 )
—4p =-19 + + + + + +
p= 4% o+ o+ o+ o+ +
fi») =0 geeft 2 —42y+3=0 e e
(y-Dy-4=0
y=3vy=4 o s o e
Voor de oplossingskrommen die gaan door de punten (¢, ¥) 1+« + 4 s ;
met 3 <y <4 v y <2 is de lijn y = 4 horizontale asymptoot als p = 43. o 2 = = I = =

o+ o+ o+ o+ o+ 4+ 4+ o+ o+t

151

De asymptoot is de lijn y = 157.
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d
¢ Stell:y=at+bmeta=[l} =1,
Az J(a.5)
1
=3t+b
ﬁooi (4 l71:)} %'4+b=%n
6 p=in—2
N DU
Dus : y=35t+gm—2.

Da
e
3

+ + ¥ + + + + + + o+
2/ + + + + + + + + + +
o
B SR
—14 R
P B R N S
+ 0+ + + + 4+ o+ o+ o+ o+ o+
+ o+ o+ + + o+ o+ o+ 4+ o+
-3

b De lijn y =-1n is asymptoot van de oplossingskrommen met -3 < y(0) < -3z v -31 <3(0) <3m.

¢ Stelk:y=at+bmeta= dy =-9cos(0) =-9.
dr
(6,0
£:—92+0b}—9-6+b=0
oor (6, 0) b=54

Dus k: y =-9t + 54.

@ a Het tekenoverzicht van de differentiaalvergelijking moet eruit zien zoals hieronder.

Dus moet f,(5) > 0 zijn.
fA(5)>0geeft-25+5p—3>0
5p>28
p>5%

brck:|:d—y:| =2geeft—1+p—3:2,dUSp=6-
dt (11_,1)

¢ De oplossingskrommen zijn dalend als f,(y) <0 voor elke waarde van y. Hieruit volgt dat voor de

d
discriminant van d_J: =-y?+py — 3 geldt D<0.

D=p*>-12

B0 }pj—12<0
p-<12
-J12<p<12

-243<p<23

Dus voor -21/3 < p < 2./3 zijn alle oplossingskrommen dalend.
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15.3 Oplossingen van differentiaalvergelijkingen

Bladzijde 125
@ aa-2=5A20-1=3

a=TA2b=4
a=TAb=2

ba=2Ara+b=3
a=2A2+b=3
a=2ab=1

c a=2Ad*+b=3
a=2A4+b=3
a=2Ab=-1

d a*=4ra-2b=6
(a=2va=-2)Aa—-2b=6
a=2geeft 2 - 2b=06ofwel -2b=4, dus b =-2.
a=-2 geeft -2 —2b =6 ofwel -2b =8, dus b =-4.
Dus(a=2Ab=-2)v (a=-2Ab=-4).

e a>—a—-5=1lara+tb=6
a?—a—-6=0Ara+tb=6
(a+2¥a—3)=0Aa+b=6
(a=-2va=3)ra+b=6
a=-2geeft-2+b=6,dus b=38.
a=3geeft3+b=6,dus b=3.
Dus(a=-2Ab=8)v(a=3Ab=3).

3 e d . d
@ a Subst1tut1evany=at+bend—);=a1nd—J;=2y+t—3 geeft

a=2(at+b)y+t-3
a=2at+2b+1t-3
a=Qa+1)+2b-3
b 2a+1=0Aa=2b-3
2a=-1Ana=2b-3
a=-1A-1=2b-3

a=-3 A-2b=-25

a=—%/\b=1i

¢ y(H)y=e¥—1r+ 14 ftd—y=2 21
y 2 g B€C dr € 73 d
/i
dr

. d
Substitutie van y(f) = e* — 17+ 1} en d—);

22—t =2(e?—Lt+1})+1-3
2e¥ -3 =2e¥—1+2;+1-3

20 _1 _na2r 1
2e—5 =2e—3

=2e¥-1in

De substitutie levert een kloppende vergelijking op voor elke waarde van ¢.

Bladzijde 127
36 i dy, L T2
@ nn= a 36172 geeft - =723 = T
—Ral 4 2 dy, e
y2(t)_3e +#+1 geeft?—3e + 2t
dy,
t)y=- !/ — 1 ft 2 — !
() =-¢—1gee PR
¥, lijkt een oplossing van Dj te zijn.
36
i)
Substitutie van y, in D, geeft ‘7,—32 = : 4
72 -T2
B

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢ (¢ # 0), dus y, is een oplossing van D;.
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¥, lijkt een oplossing van D, te zijn.

Substitutie van y, in D, geeft 3¢’ +2r=3e'+~2 +1 -2 +2t—1
3e'+2t=3e'+ 2t

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y, is een oplossing van D;.

¥4 lijkt een oplossing van D, te zijn.
Substitutie van y; in D, geeft -¢’=-e/ — 1 + 1
_et — _ef
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y; is een oplossing van D,.

@ Stel y = ar + b is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
d d
Substitutie van y =at + b en d_)t): ain d_);: £2—ty+iy*— 1 geeft
a=7£—Hat+b)+5(at+ b -}

a=1—af — bt + { (@ + 2abt + b?) - %
a=1£—ar? - bt+ya? +5abt + ;b —;

a=(a—a+ 1)+ (tab—b)t+1p2 -1

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus

@ —a+1=0ntab-b=0ALp?-L=a

a?—4a+4=0Aab-2b=0Ab>=4a+1

@=22=0nAab-2b=0Ab>=4a+1

a=2A2b-2b=0Ab*>=9

(a=2Ab=3)v(@=2Ab=-3)

Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking twee lineaire formules als oplossing heeft.
Deze formules zijn y =2¢+ 3 eny =2¢— 3.

@ a Stel y = b is cen oplossing van de differentiaalvergelijking.

d d

Substitutie van y = b en d_J; =0in d_)t) =y —1)? geeft

0=b— ;b

b(1-1p)=0

b=0vib=1

b=0v b=4

Dus de horizontale lijnen y = 0 en y = 4 zijn oplossingskrommen van de differentiaalvergelijking.
b y

\

h S
3
3
Y
N
y

h S
Y
-
%
5
R

..
h S
~
3

~
&
p3

”

-
o

”~
1

-

P4

-
-
-
-

-2

-l""'/
a4
pa
+
P
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= goopg W _(1+€0:0-4¢"_ de"

= eeft — = =

A T e 80y (1 +ey (1 +ey
dy_ 4e’ . d

L y 1
Substitutie van y = =————in—>=y—3y? geeft
YT e N Qe Ny VB

4! 4

= _L, & :
(1+e? 1+e’ 4 \1+e’
4e’ 4 16
(L+e?y? 1+e’ * (1+e?)?

4e’  _41+e) 4
(I+e? (Q+e?)? (1+e'y?

4e’ _4+4e'-4
(=er)? ™ ([l e

4e’  _ 4e”
(I+e?)? (1+eh?

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y(f) = 0 f

— is een oplossing van de
e

differentiaalvergelijking.

Bladzijde 128
@ a Stel y=at + b is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
d d
Substitutievany=at+bend—);:ai d—);=%t+y+ 1 geeft

a=yt+at+b+1

a= (%+a)t+b+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
%+a=0Aa=b+1

1,1
a=-3A-3=b+1
1

a=-3 Ab=- 1%

Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking een lineaire formule als oplossing heeft.

Deze formule is y = -3¢ — 13.

dy

E =cC- et - E
dy L. dy

Substitutievany=c-e’—%t—1% ena=c-e’—5ma=%t+y+lgeeft

y=c-e' —3t—1j geeft

coet—F=tt+c-ef—Lr—11+1
c-el—i=c-e—1

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y(£) = ¢+ ¢/ — ¢ — 1} is oplossing van de
differentiaalvergelijking.

d
De t-as raken, dus y=0/\d—);=0
y=0/\%t+y+1=0
y=0A3t+1=0
y=0At=-2
t=-2eny=0invullenin y=c-e'— 3¢t — 11 geeftcre?—1--2-11 =0
cre?+1-15=0
coe?=1
c=1e?

Dus de grafiek raakt de #-as voor ¢ = 1¢2.

Het punt M(2, -1) lijkt het middelpunt van de cirkels te zijn.
Differentiéren naar f geeft 2( —2) +2(y + 1)y’ =0
20+ D)-p'=-2(t-2)
, F2qp=2y 2-¢
YT+ y+d
Dus de cirkel (z — 2)? + (y + 1)> = 18 voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus is de cirkel
een oplossingskromme.
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¢ De cirkel met middelpunt (2, -1) en straal  heeft de vergelijking (1 — 2)* + (y + 1)? = 2.
Door (0, 6) geeft (0 —2)2+ (6 + 1)2 =#2
4+49=,2
rr =53
Dus de vergelijking van de cirkel is (# — 2)* + (y + 1) =53,
Differentiéren naar ¢ geeft 2(t —2) +2(y + 1) »'=0
20+ D) -y'=-2(:-2)
_2=2)_2-t
VT el
Dus de cirkel (£ — 2)> + (y + 1)? = 53 voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus is de cirkel
een oplossingskromme.

Bladzijde 129
@ a Als T een dalende functie is, dan is a groter dan de omgevingstemperatuur, dus a > 18
b T

—290

o 10 20 30 40

¢ Substitutie van T= 18 + 67¢ 1 en % =-6,7 e in % = —ll—O(T— 18) geeft
-6,7¢m! =-L(18+ 67en' — 18)
-6,7¢0t = -1 - 67 ¢io!
-6,7¢T =-6,7 ¢T0

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus 7= 18 + 67 e’ is een oplossing van de

differentiaalvergelijking.
7(0)=18 + 67 e 0=18+67= 85, dus de beginwaarde klopt ook.
Dus de formule 7= 18 + 67 ¢’ hoort bij het dynamische model van vraag b.

d T
90 —
AY \ AY \ \ \ 4 \ \ \ \
\ \ \ \ A \ \ \ \ \ \
60— N N N N
N N \ N \ \ 4 AN \ b \ \
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
3
/ - e &= n= - S
o - 10 20 T30 40 ;
| | | |

e De grenswaarde is 18 dus p = 18,

Dit geeft =18 + ¢ - e7iv".

Uit T(0) =5 volgt 18 +g-e© =5
18+g=5
g=-13

Dusp=18enqg=-13.
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i _1ip D _ g,
@ a,b Substitutie van y,(f) = 15¢°+ 5 en e 3tin

D, geeft 3¢ = 3¢ en dat klopt voor elke waarde van ¢
D, geeft 3r=3- (1322 + 5) ofwel 3¢ = 4512 + 15 en dat klopt niet voor elke waarde van .

dy,

Substitutie van y,(f) = 5e* en —= T =15¢¥1in

D, geeft 15e3 = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft 15¢3 =3-5e¥ ofwel 15¢* = 15¢* en dat klopt voor elke waarde van ¢.
dy,

Substitutie van y,(f) = 312 en Fr 6fin

D, geeft 61 = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft 6¢ =3 - 382 ofwel 6¢ = 972 en dat klopt niet voor elke waarde van .

d
Substitutie van y,(f) =e* + 2 en % 3e¥in

D, geeft 3e* = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢

D, geeft 3e* =3-(e¥ + 2) ofwel 3e* =3 e + 6 en dat klopt niet voor elke waarde van z.

d
Substitutie van ys(#) = 1322 — 6 en % 3tin
D, geeft 3¢ = 3¢ en dat klopt voor elke waarde van ¢
D, geeft 3t=3- (112 - 6) ofwel 3z = 442 — 18 en dat klopt niet voor elke waarde van .
dys
Substitutie van y(f) =-3e* en i -9¢¥in

D, geeft -9¢* = 3¢ en dat klopt niet voor elke waarde van ¢
D, geeft -9¢¥ =3--3e¥ ofwel -9¢* =-9¢e* en dat klopt voor elke waarde van .

De functies y, en y; zijn oplossing van D).
De functies y, en y, zijn oplossing van D,.

Bladzijde 131

D a

d d
Substitutie van y = G(#) + c en d—); =g(?) in d—); = g(1) geeft g() = g(9).
Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y(f) = G(¢) + ¢ is oplossing van de

d
differentiaalvergelijking d_)t} =g(¥).

I d . d
Substitutie van y = ce? en d_); =ace” in d_)t) = ay geeft ace” = ace?.

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y = ce® is oplossing van de differentiaalvergelijking

7

dr =ay.

d
d—y =cos(?) + £ + 5 geeft y(f) =sin(t) + 3£ + 5t + ¢
dy

= 0,2y geeft y(¢) = ce®¥

d_
d _5 2 _
d——?geeftfy dy—det
P =5t+c
dy 1-1¢
i o geeftf(y 3)dy = f(l—t)dt
-3y=t-1+c
dy  6¢
—d—t—FTgeeftf(erl)dy—f&dt

2 +Hy=3f+c
dy 1 S
——t-}—z—geeftfy dy—ftdt

=1n|t| +c
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dy 1
o242y =21+ — dv= 2
Al £+ 2y =11 +y) geeft fl ) dy ft dr

In|1+y| =4 +¢,
1+y:e;—t3+c|
1+y=ecl-ezl’]
y=ce’ =1 (c>0)

(7 o L ogy= [e

E—(l#—y) e geeftf1+ydy—fedt
In|l +y|=¢'+¢
1+y:ee‘+c|
l+y=e4-e®
y=ce®—1(c>0)

I(0)=5-¢"=5
cne s ds a7 -1
Substitut If)=5-e'en—=-5-e"in——=——1 geeft
ubstitutie van /(¢) elen etin = oo eee
=l
-5. *t:__.s. ~t
ei=r o e
K .at
_S.e*t: 5-¢
B+C
R-C=1
R-C=10geeftg{=i-l,dus](t)=c-e’l'_0’.

dt; 10 |
I(2) =3 geeftc-e 2 =3, dus c = 3¢5 = 3Je.

Dit geeft I(f) = 3\5/5- e,
Dus 1(0) = 33/e- ¢ = 3e.

Bladzijde 133

@ a Stel y=ar® + bt + ¢ is een oplossing van de differentiaalvergelijking.

d d
Substitutie van y = at? + bt + ¢ en d_Jt) =2at+bin d—); =2y — 41 + 4¢ geeft

2at+b=2(at* + bt +c)— 42 + 4¢

2at + b=2at* + 2bt +2c — 47 + 4t

2at+b=QQa—-4) +2b+4)+2c

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
20—4=0A2a=2b+4Ab=2c
a=2A4=2b+4Ab=2c

a=2nA0=2bAb=2c

a=2Ab=0A0=2c

a=2Ab=0Ac=0

Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking een parabool als oplossing heeft.

De formule van de parabool is y(f) = 2£2.

d
d_J; =2y geeft y(f) = ce¥

De som van de oplossingen is y(¢) = 2£2 + ce?.

d d
Substitutie van y(f) = 22 + ce* en d—Jt) =4t+2ce? in ?1);) =2y — 4% + 4¢ geeft

4t +2ce? =222 + ce?) — 42 + 4t
4t +2ceX =47 + 2ce¥ — 42 + 4¢
4+ 2ce? =2ce? + 4t

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus de som van de oplossingen van de vragen a en b is

een oplossing van de differentiaalvergelijking.
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Bladzijde 135

@ a Substitutie van y = a(f) + p(¢f) en % =d(®+p'(O)=f(O)alt) +f(H) p(t) + g(f) in j—); = f(t)y + g(¢) geeft

J@)-a®) + 1) p(1) + (1) =f(0) - (a(?) + p(1)) + g(0)
J(0)-a@®+ /(1) p(0) + g(0) =) a®) + /() - p(1) + (1)

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus y = a(¢) + p(¢) is oplossing van de

differentiaalvergelijking.
b a()=c-efgeefia'(t)=c- "D -F(H)=c-eFO-£5)

d d
Substitutie van y = a(f) = ¢ e en d_J; =a'()=c-e"O-f(¢) in d_J; = f(t)y geeft

c- - f(O=f(t) c-efO.

Deze vergelijking klopt voor elke waarde van ¢, dus a(¢) = ¢ - " voldoet aan de homogene

d
vergelijking d—f = Aty

c y=a(t)+p(t)=c- e+ p(r)
c e+ p)=y
c e =y—p()
_y—p@®)

N0

Voor elk punt (¢, y) bestaat er dus precies één waarde van c. Hieruit volgt dat er door elk punt (¢, y) precies

één oplossingskromme van de vorm y = ¢ - ¢ + p(¥) gaat.

@ a Stel y = at + b is een oplossing.
— _ dy . dy
Substitutie van y = at + b en P ain oA -2y + 2t — 4 geeft

a=-3(at+b)+2t—4
a=-tat—1b+2t-4

a= (2—%a)t—%b—4

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2—%a=0/\a:—%b—4

a=4Ab=-16

Dus y =4t — 16 is een particuliere oplossing.

d )
d_)t) = -1y geeft y(t) = ce !

De algemene oplossing is y(f) = ce 2 + 4¢ — 16.
b y =3 is een particuliere oplossing.

d
d—); = -2y geeft y(f) = ce

De algemene oplossing is y(f) = ce ™ + 3.
¢ Stel y=at+ b is een oplossing.
- dy . dy
Substitutie van y=at+ b en —=a in — =2y — 41 + 6 geeft

dr dr
a=2at+h)y—4r+6
a=2at+2b—4t+6
a=Qa—-4y+2b+6
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2a—4=0Aa=2b+6

a=2Ab=-2
Dus y = 2¢ — 2 is een particuliere oplossing.
dy

T 2y geeft y(f) = ce

De algemene oplossing is y(1) = ce* + 2t — 2.

dr

d = ~5(T-21)=-5%T+2%
T= 21 is een particuliere oplossing.
% = —%T geeft y(f) = ceiot

De algemene oplossing is y(f) = ce™’ + 21.
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Bladzijde 136
@ a Stel y = 4sin(f) + Bcos(f) is een oplossing.

d d
Substitutie van y = Asin(f) + Bcos(?) en d_)t} = Acos(t) — Bsin(?) in d_)t) =2y + cos(f) geeft

Acos(t) ~ Bsin(t) = 2(4sin(f) + Bcos(?)) + cos(f)

Acos(f) — Bsin(t) = 24 sin(f) + 2B cos(?) + cos(?)

Acos(t) — Bsin(f) = (2B + 1) cos(f) + 24 sin(¥)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=2B+1A-B=24

A=2B+1AB=-24

A=-44+1 AB=-24

SA=1AB=-24

A=t AB=-3

Dus y = % sin(?) — % cos(?) is een particuliere oplossing.
d
d_)t} =2y geeft y(¢) = ce*

De algemene oplossing is y(7) = ce* + § sin(f) — £ cos(?).
b Stel y = Asin(f) + Bcos(?) is een oplossing.

d d
Substitutie van y = Asin(f) + Bcos(?) en d_)t} = Acos(t) — Bsin(?) in d_J; = -3y — sin(f) geeft

Acos(f) — Bsin(?) = -3(4 sin(f) + Bcos(#)) — sin(?)

Acos(?) — Bsin(t) = -34sin(¢) — 3B cos(¢) — sin(¥)

Acos(t) — Bsin(r) = -3Bcos(f) — (34 + 1) sin(?)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=-3BAB=34+1

A=-3BAB=-9B+1

A=-3BA10B=1

A=-2 AB=1

10 10
Dus y = -5 sin(f) + 15 cos(?) is een particuliere oplossing.
dy

i -3y geeft y(f) = ce™
De algemene oplossing is y(f) = ce ™ — 13—0 sin(¢) + % cos(?).
¢ Stel y = 4sin(¢) + Bcos(?) is een oplossing.
d d
Substitutie van y = 4sin(f) + Bcos(¢) en d_)t) = Acos(t) — Bsin(f) in d_)t) =4y — cos(f) geeft
Acos(t) — Bsin(f) = 4(4 sin(f) + Bcos(f)) — cos(?)
A cos(f) — Bsin(f) = 44 sin(r) + 4B cos(#) — cos(¥)
Acos(t) — Bsin(f) = (4B — 1) cos(?) + 44 sin(?)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=4B—1AB=-44
A=-164—1AB=-44
17A=-1 AB=-44
A= —% AB= %

Dus y= —11—7 sin(f) + 14—7 cos(?) is een particuliere oplossing.
d

d_Jt} =4y geeft y(¢) = ce¥

De algemene oplossing is y(£) = ce* — # sin(?) + % cos(?).

© Noordhoff Uitgevers by Continue dynamische modellen 73



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

d Stel y = A4sin(#) + Bcos(¢) is een oplossing.
Substitutie van y = Asin(f) + Bcos(¢) en % = Acos(f) — Bsin(¢) in % = %y + 2sin(f) — 3 cos(?) geeft
Acos(f) — Bsin(t) = 1 (4sin(?) + Bcos()) + 2sin(£) — 3 cos(?)
Acos(f) — Bsin(?) = 3 4sin(f) + $Bcos(f) + 2sin(?) — 3cos(?)

Acos(t) — Bsin(?) = (1B — 3)cos(r) + (34 + 2)sin(7)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=3B-3A-B=14+2

A=iB-3A-B=1(iB-3)+2
A={B-3A-B=iB—-11+2
A=3B-3A-1;B=}
A=3B-3AB=-3%

A=-31 AB=-%

Dus y= —3% sin(¥) — % cos(?) is een particuliere oplossing.
d
d_); =1y geeft y(¢) = cer!

De algemene oplossing is y(f) = cez! — 3% sin(?) — % cos(?).

@ a Stel y=A4-¢'is een oplossing.

d d

Substitutie van y =4 -e‘en d—J; =A4-¢in d_)t) =2y — 3¢’ geeft
A-e!'=24-¢" -3¢’
3e'=34-¢
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van 7, dus 34 = 3 ofwel 4 = 1.
Dus y = ¢’ is een particuliere oplossing.
d
d_Jt) =2y geeft y(¢) = ce¥

De algemene oplossing is y(f) = ce? + 3¢'.
b Stel y = A4 -¢' is een oplossing.

o dy . dy

Substitutie van y =4 -e’ en Tt A-elin o 10y — Sef geeft
A-e'=104-¢'—5¢'
Set=94-¢!
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van #, dus 94 = 5 ofwel 4 =3.
Dus y =3 ¢’ is een particuliere oplossing.
d
d_)t} =10y geeft y(r) = ce!™

De algemene oplossing is y(f) = ce'” + 5 e'.
¢ Stel y=4-¢e'is een oplossing.

d d
Substitutie van y =4 - e’ en d_)t):A e in d_Jt}: -2y + e geeft
A-e'=-24-¢e'+ ¢!
34-e'=¢

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 34 = 1 ofwel 4 = %

Dus y =1e’is een particuliere oplossing.
d
d—); =-2y geeft y(f)=ce ™

De algemene oplossing is y(f) = ce™ + 1 ¢".
d Stel y = A4-¢'is een oplossing.
dy . dy
= A . et n—=

" dr 13y +2¢! geeft

Substitutie van y = 4 -e' en

A-e'=154-¢'+2¢
-34-e'=2¢
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus -34 = 2 ofwel 4 = -4.
Dus y =-4e'is een particuliere oplossing.
dy 1
e 11y geeft y(¢) = cels’
De algemene oplossing is y(f) = ce's’ — 4e!.
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@ a Stel y = ar+ b 1s een oplossing.
_ dy . dy
Substitutie van y=ar + b en e in i 2y + 4t — 2 geeft
a=2at+b)+4r-2
a=2at+2b+4t-2
a=Qa+dt+2b-2
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
20+4=0Aa=2b-2
a=-2Ab=0
Dus y =-2¢ is een particuliere oplossing.

d
d_); =2y geeft y(¢) = ce*

De algemene oplossing is y(f) = ce® — 21.
b Stel y=A-¢e? is een oplossing.
- 2t dy 21 dy 1 21
Substitutie van y = A4 -e“ en P 24-e*in—=35y+4e* geeft

dr

2A-e2’:%A-e2’+4ez’

I%A S =42

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 134 = 4 ofwel 4 = 2

Dus y = 2% % is een particuliere oplossing.

Y_,

de 2

De algemene oplossing is y(f) = cez' + 2%e.,
¢ Stel y = Asin(2f) + Bcos(2f) is een oplossing.

y geeft y(1) = cea!

dy

—=-3y +sin(2¢ ft
ar y + sin(2f) gee

d
Substitutie van y = 4sin(2¢) + Bcos(2¢) en d—); =2A4cos(2t) — 2Bsin(2¢) in

24 cos(2f) — 2Bsin(2f) = -3(A4sin(2¢) + Bcos(2f)) + sin(2r)
24 cos(2f) — 2Bsin(2f) = -34 sin(2¢) — 3B cos(2f) + sin(2¢)
2A cos(2f) — 2Bsin(2¢) = -3Bcos(2f) — (34 — 1) sin(2¢)

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
24=-3BA2B=34-1

A=-1;BA2B=-4.B—1

A=-13BA6;B=-1

A=-13BAB=-5%

A=35AB=-%

Dus y = 3 sin(2f) — & cos(2f) is een particuliere oplossing.

d
d—); =-3y geeft y(f) = ce™

De algemene oplossing is y(f) = ce ™ + 13—3 sin(2f) — & cos(2¢).
d Stel y=af’ + bt + ¢ is een oplossing.
d d
Substitutie van y = a2 + bt + cen d_J; =2at+bin d_)t) =-2y + 22 — 4¢ geeft

2at+b=-2(af* + bt +c)+ 22 -4

2at+b=-2ar? — 2bt —2c + 262 — 4t

2at+b=2—2a)? +(-2b— 4}t —2c

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
2-2a=0A2a=-2b—-4Ab=-2¢c
a=1A2=-2b-4Arb=-2¢c

a=1Ab=-3A-3=-2¢

a=1ab=-3ac=1}

Dus y = £» — 3t + 1} is een particuliere oplossing.

dy

@ = -2y geeft y(t) = ce™

De algemene oplossing is y(f) = ce™ + > — 3t + 13.
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dy 1
e E—tyﬂ_(er 1)t geeft fyTldy—ftdt
In(y + 1) =32 + ¢,
y+ 1= eE’Z Hicy
y+1l=eoerf
y=ce’ —1(c>0)
De algemene oplossing is y(f) = cex” —1 met ¢ > 0.
f Stel y = at+ b is een oplossing.
i dy . dy
Substitutie van y = at + b en— =ain =ty £2+¢+1 geeft
a=Hat+b)—-r+i1+1
a=at?+bt—-£+r+1
a=(@-DE2+GB+1)+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
a-1=0Ab+1=0nAa=1
a=1arb=-1
Dus y=¢— 1 is cen particuliere oplossing.

%= ty geeft f)l}dy= ftdt
In(y) - 12+
y - eilz +c
y= e“']- e’
y=cei’ (¢>0) |
De algemene oplossing is y(f) = cez” + t — 1 met ¢ > 0.

@ a y=-3 is een particuliere oplossing.

dy

—=- ft y(t) = ce!

g vttt =ce

De algemene oplossing is y(f) =ce™ — 3.
¥(0)=1geeftce®—3=1

c—3=1

c=4
Dus de oplossing is p(f) =4e™ — 3.

b Door de oorsprong, dus y(0) = 0 geeft ce® -3 =0
c—3=0
c=3

Dus y(f)=3e¢" - 3.
3 3
— -1 = —— =-3 4+ —
yl)y=3e'-3 . 3=-3 -
Dus het punt ( 1,-3+ %) ligt op de oplossingskromme door de oorsprong.

¢ y3)=1geeftce3-3=1
ced=4
c=4¢’
Dus y(f) =4¢€* e — 3 ofwel y(f) =4e3 - 3.
¥a) =8 geeftd4e?4—-3=8

4e3-a=11
e?-a=22
3-a=1In(23)
a=3-1n(2?)

D % =-0,035(T - 18) =-0,035T + 0,63
T'= 18 is een particuliere oplossing.
%Z: =-0,035T geeft T(f) = ce 035
De algemene oplossing is 7(¢) = ce %033 + 18,
T(0) =5 geeft ce 09350+ 18 =5
ct+18=5
c=-13
Dus T= 18 — 13¢70.0357,
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b r=5geeft T=18—-13¢%03 57
Na 5 minuten is de temperatuur van het blikje 7°C.
¢ T=15geeft 18 — 13095 =15

13 e~0,035t =3
e 005 =3
-0,035¢=1n(3)
In(&
t=—('3) ~41,9
-0,035
Dus na ongeveer 42 minuten heeft het blikje een temperatuur van 15 °C.
Bladzijde 137
ar

o =-0,03(T—150)=-0,03T+ 4,5

T'= 150 is een particuliere oplossing.

((15——0 037 geeft T(¢) = ¢, e 0%

De algemene oplossing is 7(¢) = ¢, ™% + 150.
T(0) = 20 geeft ¢, e %9350+ 150 = 20
¢, +150=20
¢, =-130
Dus 7(7) = 150 — 130¢ %%,
T(f) = 100 geeft 150 — 13093 = 100

1307003 =50
e 0,03 — 3
13
-0,03¢=In(3))
In(3)
= =31,85..
-0,03
Dus na ongeveer 32 minuten is de temperatuur van 100 °C bereikt.
(;ZT -0,001(T - 150)=-0,001T+ 0,15

= 150 is een particuliere oplossing.
dT =-0,001T geeft T(¢) = c,e 00!

De algemene oplossing is 7(¢) = c,e %% + 150,
T(32) = 100 geeft ¢, e 0901 - 3185 4 [50 = 100
cze‘o 03185... — _5()
_ —50e° 03185...

Dus T(¢) = 150 — 50e° 03185..... o-0,0017 — 150 — 50 e003185... - 0,001
T(¢) = 120 geeft 150 — 50e%03185.. = 0,001 — 1)

5() 0.03185... ~ 00017 _ 3

g003185...— 0,001 — 3

0,03185... — 0,0017=In(2)

-0,001z=1n(2) — 0,03185...

3
1) - 0,03185...
_In(3) - 0,03185 TS

du
dr

=342 - Su.

-0,001
Dus daarna duurt het nog ongeveer 543 — 32 = 511 minuten tot de temperatuur van 120°C is bereikt.
dy d
@ y=3u geeftd——3 en dy =32 —5y=0CBu)?> - 5-3u=9u’> - 15u.
dy d
Samen met de regel d—)t) = d_y ((1iu eeft dit 9u> — 15u=3- i—u ofwel —

D

% =0,7N geeft N(f) = ce®"

N(0) = 1000 geeft ce®” 0= 1000, dus ¢ = 1000.
Dus N(f) = 1000e%7,
b Voor N=10000 is %= 0,7-10000- 0000 = 10000

400000
400000 — 200000

400000
400000 — 390000

400000

Voor N =200000 is % =0,7-200000-

Voor N =390000 is % =0,7-390000-
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1400000-N _ 0,7

0,7N =
i 400000 400000
Dusc=1,75-10°,

¢ %= N+ (400000 — N)=1,75-10"- N+ (400000 — N)

Bladzijde 140
™ _ 1 du 1 1
@ a Substitutie van y = ” geeft a7 ”
du
—=-1-4
dt "
u(f) = -4 is een particuliere oplossing van % =-1-4u.
du .
v ~4u geeft u(f) = c;e™
De algemene oplossing van j—l; =-1-duisu(®)=c,e*—1.
1 1 4
=~ geeft y(£) = =
Y=y et ) ce¥—1 deet-1

| T4

De algemene oplossing is y(f) = ————
ce =]

dy
b =3(1-p)=y-3
Ut e Ldw 1 1

Substitutie van y = 5 geeft IR PR Rk
du 1 1
22

. . . du |

u(?) = 1 is een particuliere oplossing van I FU.

i—’: = —%u geeft u() = ¢, e 3!

De algemene oplossing van % =3 —suisu(f)=c, e+ 1.

1 1
=—geeft y(f) =————
y ==, geett y(0) P
De algemene oplossing is y(¢) = %
¢ Y O,ly(l - L) = 0,1y — 0,001,?
dt 100
I 1 1 du 1 1

Substitutie van y = o geeft PR 0,1 o 0,001 7z
Gu,_ 0,001 - 0,1u
dr

u(f) = 0,01 is een particuliere oplossing van (ji—l; =0,001 - 0,1u.

L -0,1u geeft u(f) = ¢, eV
dt
De algemene oplossing van % = 0,001 — 0,1u is u(¥) = ¢, 1"+ 0,01.
1 1 100
=— geeft y(¢) = -
Y= 8D = S 001 T 11 1000, 6 0
. 100
De algemene oplossing is y(¢) = T+ ce 0"
d dd _ 0,00IA(I = i) =0,0014 - 0,0000542
dr 20
Substitutie van 4 = 1 geeft L du =0,001 - 1_ 0,00005 - 1
u u? dt u )
o 0,00005 — 0,001
dt
u(t) = 0,05 is een particuliere oplossing van %lti =0,00005 — 0,001%.
du

P -0,001u geeft u(r) = ¢, e %!
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De algemene oplossing van % = 0,00005 — 0,001 is u(?) = ¢, &% + 0,05.

1 _ 1 B 20
A= Bt AW = 80011 0,05 ™ 1+ 200, 0000
De algemene oplossing is A(f) = TE ng-o,om 7
. 1 1 du | 1
@ a Substitutie van y = ” geeft A 2 7z 10 o
du
—=-2+10
d !
u(f) =1 is een particuliere oplossing van ((11_1: =-2+ 10u.
7 _ 10u geeft u(f) = ¢, e'”
dr
De algemene oplossing van i—b; =-2+ 10uis u(f) = c ' + 1.
1 5

1 . -
y=g geeft y(f) = c el +1 5cel+ ]

De algemene oplossing is y(¢) = m-

b Stel y = Asin(f) + Bcos(?) + Ce' is een oplossing.
d
Substitutie van y = Asin(f) + Bcos(t) + Ce’ en d—); = Acos(t) — Bsin(¢) + Ce' in

d
) A %y + 4 e’ + 2sin(?) geeft

dt
Acos(f) — Bsin(?) + Ce' = 5(Asin(f) + Beos(f) + Ce') + 4¢' — 2sin(?)
Acos(?) — Bsin(z?) + Ce! =1 Asin(f) + 3 Bcos(f) + 3 Ce' + 4e' — 2sin(f)

Acos(r) — Bsin(r) + Ce! =1 Bcos(f) — (2 — L4)sin(r) + (L C +4) ¢!
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus

A=lBAB=2- 4rC=iC+4
A=3BAB=2-iBA;C=4
A=iBA1;B=2AC=38
A=1BAB=1IAC=38

A=t AB=1} AC=38

Dus y= ‘5—‘ sin(f) + 1% cos(?) + 8¢’ is een particuliere oplossing.

d |
&= Ly gecft y(0) = cei
De algemene oplossing is y(f) = cex’ + %sin(z) + 12 cos(r) + 8¢".

dy 1
c — 3ty+6t—3t(y+2)geeftfmdy—f3tdt

dr
In(y +2) = 132 + ¢,
y+2=eclifte
y=eo .eli-t2 -2
y=ce* =2 (¢>0)

De algemene oplossing is y(¢) = cels” — 2 met ¢ > 0.
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o 1 1 du 1 1
= = i
d Substitutie van y ” geeft a1 2 ” 12 ”
du
—=2u-12
a
u(f) = 6 is een particuliere oplossing van % =2u—12.
du
pris 2u geeft u(f) = c,e¥

De algemene oplossing van % =2u—12isu(t)=c,e* + 6.

1
%= geeft y(f) = m

De algemene oplossing is 3(f) =

6+ ce?’
@ a Substitutie van y = % geeft —%-i—zzi— 2-%
u u
du
_:2_
dt .

u(?) = 2 is een particuliere oplossing van ((11—1; =2-u.
du )
e -u geeft u(f) =c e’

De algemene oplossing van % =2-uisu(®)=ce’+2.

1
y =7, geeft (1) = il

De algemene oplossing is y(7) =

2+ce?’
#0) =+ gooft 1 =1
> 2+ce’
1 o
2+¢ °
c=3
DUy = 3
1
b y(0) =2 geeft =2
»(0) =2 gee 2+ ce?
1 =
2+c¢
2+c=%
c=—1%
Dit geeft de oplossingskromme y = #
~1le
1 2e 2e
t=lgeefty=——7"—-"—=
Y T T 1le 2¢ 4de-3
Dus het punt ( 1, 2 ZE ) ligt op de oplossingskromme door het punt (0, 2).
Bladzijde 141
@ a Opr=0is N=2000 en(:i—N=350, dus ¢-2000- (10000 — 2000) = 350
! c+1,6-107=350
350
= =2,1875-107
“Tle107 7

Dus %=2,1875 +1075-N- (10000 — N) = 0,21875N — 2,1875- 10 - N2,

80 Hoofdstuk 15

© Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Substitutie van N = —1— geeft —L . d—u =0,21875"- e 2,1875-107- L
u w? dt u u?
du

- 2,1875-107 - 0,21875u

u(f) = 0,0001 is een particuliere oplossing van (31—? =2,1875-107-0,21875u.

L -0,21875u geeft u(t) = ¢, e 02187

dr
De algemene oplossing van % =2,1875-107°—0,21875u is u(f) = ¢, e #1375 + 0,0001.
_ _ 1 _ 10000
N = el NU) = 2 001975 10,0001 10000¢, ¢ 02175 + |
De al lossine is N(f) = 10000
e algemene oplossing is N(?) = 1T oo 021875
10000
N(0) = 2000 geeft mm—o = 2000
10000 _ 2000
1+c¢
1+c=5
c=4
10000
Dus N = | + 4o 0218751
Op ¢ =20 is de populatiegrootte ﬁ%ﬂ =~ 9521.
Los op N =5000.
. 10000
Voer in y, = T+ 46021875 en y, = 5000.

Intersect geeft x = 6,3.
Dus vanaf een ¢ van ongeveer 6,3 zijn er meer dan 5000 zeeotters.

i 1 1 dw 1 1
Substitutie van L = 7 geeft B 6 ” 0,2 2
du
—=0,2-6
dt !
u(f) = 35 is een particuliere oplossing van % =0,2 — 6u.
du -6u geeft u(f) = ¢, e
dt
De algemene oplossing van % =0,2—6uisu(f)=ces+ 3%‘
1 1 30
L =—geeft L(f) = =
Bt L) c,e%+%  30c,e®+1
30

De algemene oplossing is L(f) = "
¢

L(0)=2 geeft—g’q——:Z
l+c¢

e--{a»(}
30 _
1+c¢
l+c=15
c=14
30
Dus L= ——,
U S 146
t=%geeftL=L,Z4,32
| +14¢e67

Het plantje is de eerste dag ongeveer 4,32 — 2 = 2,3 cm gegroeid.
De grenswaarde is 30 cm, dus los op L =29.

Voer in y, = en y, =29.

1+ 14e%
Intersect geeft x = 1,00.

Dus na ongeveer 7 dagen is de lengte van het plantje voor het eerst 1 cm minder dan de grenswaarde.
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(j’i—]:, =6-107-N-(5000 — N)=0,3N — 0,00006N?
Substitutie van N = L geeft b 48 =0,3- gl 0,00006 - as
u w? dt u u?
di_ 0,00006 — 0,3u
dr

u(r) = 0,0002 is een particuliere oplossing van % = 0,00006 — 0,3u.

% =-0,3u geeft u(f) = ¢, e

De algemene oplossing van % =0,00006 — 0,3u is u(f) = c; e %3 + 0,0002.
1 1 5000
N=—geeft N(¥) = =
u BT N = A 0,0002 ~ 5000¢, ¢ 0% + |
e 5000
De algemene oplossing is N(f) = TT oo 00t
5000
N(O) =4500 geeft W =4500
2000 _ 4500
1+e
5000
1+c="_—=1}
“T 4500 °
c=}
Dus N= #000
1 + 5 e L3t
Opt=10zijner ?0¢ ~ 4972 vuursalamanders.
| +Le03:10

De grenswaarde was 5000 en wordt dus 2500.

%[= 410N+ (2500 — N) = 0,1N — 0,00004N?
Substitutie van N = 1 geeft _Lz' g 0,1 Lo 0,00004 - Lz
u u- dt u u
du

—=0,00004 - 0,1u
dt
u(t) = 0,0004 is een particuliere oplossing van % =0,00004 - 0,1u.

st -0,1u geeft u(?) = ¢, e

dr
De algemene oplossing van % =0,00004 — 0,1u is u(f) = ¢, e 1"+ 0,0004.
1 1 2500
N=— geeft N(f) = -
u BTN = 10,0004 ~ 25006, 01 + 1
. 2500
De algemene oplossing is N(¢) = T
2500
el T =4972
1 +ce
2500e _ 4972
etc
B 2500e
4972
_ 2500e _ ~-13515
4972
Dus N=i——o00 .
1-1,3515¢0!
Los op N =4500.
. 2500
Vi = —m =4500.
O T T T 351500 12

Intersect geeft x = 11,12,

Dus ongeveer 11,12 — 10 = 1,12 jaar na ¢ = 10 zijn er weer 4500 vuursalamanders.
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15.5 Differentiaalvergelijkingen van de tweede orde

Bladzijde 143
@ a De hoogste afgeleide van y die in de differentiaalvergelijking voorkomt is de tweede afgeleide.

Daarom is de differentiaalvergelijking van de tweede orde.

b y(f) = e geeft y'(f) = Le
y'(f) = AeM geeft y (1) = A2e¥
Substitutie van p(¢) = ¥, y'(f) = Ae* en y"(f) = A2eM iny" + 5y’ + 4y = 0 geeft
A2eM+ 50eM+4eM=0
A2+ 54 +4)et=0
A2+ 51+4=0ve!=0 (geenopl.)
A+DA+4H=0
A=-1vi=-4

¢ y()=Ae'+Be* geeft y'(f)y=-Ae’' —4Be ¥
y'(t)=-Ae* —4Be ¥ geeft y"(1) = Ae' + 16Be™¥
Substitutie van y(f) = Ae '+ Be ™, y'(f)=-Ae’ —4Be* en y"(f)=Ae' + 16Be ¥
iny'"+5y"+ 4y =0 geeft
Ae'+16Be +5(-Ae'—4Be™*) +4(4de' +Be*) =0
Ae'+16Be™ —54e’—20Be™ +44e’+4Be¥ =0
0=0
Dus y(f) = Ae** + Be™ voldoet voor elke waarde van 4 en B aan de differentiaalvergelijking.

@D a »() =¥ geeft y'(r) = e
y'(£) = e geeft y"(£) = A2
Substitutie van y(f) =e¥, y'(f) = 1e* en y"(1) = A2/ inp" + 4y’ + 5y = 0 geeft
AeM+4)eM +5eM =0
(2+43+5)e =0
A2+42+5=0 v e =0 (geen opl.)
A2+41+5=0
Van A2+44+5=0is D=42—4-1-5=-4, dus deze vergelijking heeft geen reéle oplossingen.
b A2+44+5=0
A+2)?-4+5=0
(A+22=-1
(A+2)?=i2
A+2=ivi+2=-i
A=-2+ivi=-2-i

Bladzijde 145
@ 42+ pA+ g = 0 heeft twee regle oplossingen 4, en 4,, dus 2,2 + pA; + g =0 en A,* + ph, + ¢ = 0.
J(6) = A &Mt + B- ek geeft y'(1) = A, A - et + 1,B - &
(1) =M A-eht+ LB ek geeft y"(f) = 1,24 - M + A,2B - M
Substitutie van y(f) = A - eh' + B-eh, y'(£) = A, A- el + A,B e en y"(f) = 124 - eM + 1,2 B - e
iny"+py'+qy =0 geeft
/112A cehl 1223 . ght +p(/11A el +/123 . 6’12’) + q(A e+ B elz’) =0
A2A4-eM + A,2B &M + pl A - et + ph,Bret + g4 et +gB e =0
AA2 +pA + @)et + B2+ ph, + q)et =0
A2+pi+q=0enll?+ph,+q=0geeft 4-0-eX'+B-0- e =0 ofwel 0=0.
Dus alle functies van de vorm y(f) = 4 - eX‘ + B - e* zijn oplossing van de differentiaalvergelijking.

@ A2+ pA + q = 0 heeft een reéle oplossing 4, dus 22+ pA+¢g=0
en (A+1p)2=0,dus A =-1p.
W(£)= (4 + Bt)- e geeft y'(f) = B-e¥ + (4 + Br)- AeM
y!(f)=B-eM + (4 + Bf)- AeM geeft y"(f)=B-1e¥ + B-Ae¥ + (4 + Br)- A?eV
Substitutie van y(f) = (4 + Bf)-e*, y'(f) =B-e* + (4 + B)- AeM en
y"(H)=B-AeM + B-Ae¥ + (A + Bf)-A%eM in y" + py' + gy = 0 geeft
B-leM+B-deM+ (A +Bi)-A2eM + p(B-e¥ + (4 + Bt) - Ae¥) + g(A + Br)-e¥ =0
A2+ pA+q)(A + BHeM + (24 + p)Bet =0
A2+pl+qg=0end=-1ipgeeft 0-(4+ Br)e* +0-Be" =0 ofwel 0=0.
Dus alle functies van de vorm y(f) = (4 + Bf)- e* zijn oplossing van de differentiaalvergelijking.
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@ a De karakteristicke vergelijking is A2+ 61+ 8 =0

A+2)A+4)=0
A=-2vi=-4
Dus y(f) =Ae? + Be™ is de algemene oplossing.
y(0)=1geeft4A+B=1
() =Ae? + Be ¥ geeft y'(f) =-24e¢ % — 4Be™
y(0)=-1geeft-24 —4B=-1

{ A+B=1 .2 {2A+2B=2
ge

-24—-4B=-1|1 —2A—4B=—1+
-2B=1
B=-1,_p
A+B=1 }A_12

De gevraagde oplossing is y(f) = 15 e + e

De karakteristieke vergelijking is A2+ 64 +10=0
(A+3)2-9+10=0
(A+3)2=-1
(A+3)=i?
A+3=ivi+3=-i
A=-3+ivi+t3=-3-i

Dus y(f) = (4 cos(¥) + Bsin(?)) - e is de algemene oplossing.

y(0)=1geeft4=1

Y(f) = (Acos(¥) + Bsin(r)) - 7 geeft

Y'(£) = (~Asin(?) + Beos(2)) - e + (A cos(f) + Bsin(8)) - -3e = (B — 34) cos(f) — (4 + 3B)sin(?)) - e

y(0)=-1geeft B—34=-1
A=1lenB—-34=-1geeft B=2.
De gevraagde oplossing is ¥(f) = (cos(f) + 2sin()) - 7.

De karakteristieke vergelijking is A> — 81+ 16 =0
(A—47°=0
A=4

Dus y(f) = (4 + Bf) - e* is de algemene oplossing.
y(0)=1geeft4=1

y(t)=(A+B)-e¥ geeft y'(t)=B-e* + (4 + Bt)-4e*
y'(0)=-1geeft B+44=-1

A=lenB+44=-1 geeft B=-5.

De gevraagde oplossing is y(f) = (1 — 5¢) - e*.

De karakteristieke vergelijking is A2 + 1 =0

21
Af= 4
2=l

A=tiva=-4i

Dus () = (Acos(4) + Bsin(17)) - e% = Acos(Ls) + Bsin(%t) is de algemene oplossing.

y0)=1geeft4=1

() = Acos (%t) + Bsin(%t) geeft y'(H) =-34 sin(% t) + %B cos (%t)
y'(0)=-1 geeft1B=-1, dus B=-2.

De gevraagde oplossing is y(f) = cos (%t) = ZSin(%t).

dy &x d¥» dy
=-—+4 ft —=-——2+——
A R TR T ,
o d d dy .
Suz)stltutle van x = —d—J; +yen % = _d—tJ; + d_); in % =2x — 6y geeft
dy dy dy )
—+—=2---=+y|-6
d?  dr ( a7 Y
&y dy_ dy
———t —=-2=42y—
5112 dr a7 o
dsy _dy
———=3—-4y=0
a2 a7
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b Uit . -x +y,x(0)=1en y(0)=-1 volgt

C
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dt

dy _dy
De karakteristieke vergelijking van —-—3——4y =0 s

dr dt
A2-31-4=0
A+ DA -4)=0
A=-1vi=4

Dus y(f) = Ae™ + Be* is de algemene oplossing.
W0)=-1geeft 4+ B=-1

Wty =Ae" + Be* geeft y'(f) =-Ae™ + 4Be*
y(0)=-2geeft-4+4B=-

{ A+B=-1
-A+4B=-2
SB=—§
B=—5}A=_2
A+B=-1 2
Dus y(f)=-2e"—2e*en y'(f) = 2e—2%e™.

d
x=—d—);+ygeeftx(t)=—(%e"—2%e4’)+—%e"—%e4’=—%e"+2%e4’—§e"’—%e4’=

Dus x(f) =-2e’+ 12e* en y(f) =-2e* —2e*.
5 5 y 5 5

d
[d_ﬂ,=0=‘x(0)+y(0)=—1 4= =G,

_4 .t 4 4t
sef+15e

Als Jeroen het blokje loslaat dan gaat het naar boven, dus F is naar boven gericht en dus positief.

Omdat u <0is ¢ > 0.

dv _F
Uit F = =—volgt F=m-— 1 g
i m-aena dtVOgt m- d Y ofwe dt .
it F= dv_F etV dv_ e,
UltF—cuendt—m lgtd ofwld—mu.
dv_ 1
:1 :1 ft——:——- = -
m enc gee i lu U
v is de snelheid waarmee u verandert, dus % =u.

Het blokje wordt naar beneden getrokken tot # = -1 en wordt op ¢ = 0 losgelaten.
Op het moment van loslaten, dus op ¢ = 0, geldt #(0) = -1 en v(0) = 0.
Dus de beweging van het blokje wordt beschreven door het model

%=—u A((ij—b;=vmetu(0)=—1 en v(0) = 0.

L v, dus (12_u d

d 7 d2 dr

dv d*u

a=—udsF=—uofwel L ru=o.

De karakteristieke Vergehjkmg isA?2+1=0
2=-1
AZ —| i2
A=ivi=i

Dus y(f) = Acos(f) + Bsin(?) is de algemene oplossing.
u(0)=-1geeft4=-1

u(t) = Acos(f) + Bsin(?) geeft u'(f) = -Asin(t) + Bcos(f)
u'(0)=v(0)=0geeft B=0

De gevraagde formule is u(#) = -cos(?).
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Bladzijde 147
du du _F d?u du d*u du
®ar-= 40— T2uen 5 =" geeft =—20d——36uofwe1F+20d—+36u—

De karakteristieke vergelijking is A2 + 204 +36 =0
(A +2)(A+18) =0
A=-2v i=-18
De oplossingen zijn van de vorm u(f) = Ae™? + Be™!¥,
u(O)— 1 geeftA +B=1

v(t)=—=-24e% - 18Be™ ¥
W(0) = 2 geeft 24 -18B=2

{ A+ B=1’2 {2A+23 =2
geeft
-24-18B=2|1 ~24-18B=2
-16B=4
B:_i _11
A+B=1 }A_l“
Dus u(f) =1 — 1 e'¥,
2_4.79.
b c=72,k=4Oenm=8geeftD=40—gz72—8—=—ll
D <0, dus onderdemping ofwel gedempte trilling.
¢ Er moet gelden D> 0.
2_4.77. N
c=726nk=40geeftD:4O 42?2 m _ 1600 2288m
m m

DZOgeeftmL_fggﬂ‘{>0
m

1600 — 288m >0

-288m >-1600

m< 53
Dus de maximale waarde van m waarvoor geen gedempte trillingen ontstaan als het voorwerp uit de
evenwichtsstand wordt gebracht is 5% kg.

%+%u=0.

du v F du  du
10002 — 500y en LY = g U du
dr “enae T 1000 55 e T T 2M°

De karakteristieke vergelijking is 1> +1+3 =0

d?u
fwel E it

De oplossingen zijn van de vorm u(¢) = (A cos (%t) + Bsin (%t)) Lo,
u(0) = 1 geeftA =1
w()=—=(-14sin(e) +
v(0)= 0 geeft 2B - %A =0
A=1A3IB-14=0geeftB=1
Dus u(f) = (cos(11) + sin(17)) - cal.

1Bcos (%t)) e+ (4 cos (L) + Bsin(%t)) . —%e’%’

b Er moet gelden D > 0.

k*>—4-500- 1000 _ k? — 2000000
10002 1000000

m = 1000 en ¢ = 500 geeft D =

k2 — 2000000
D> 0 geeft = 200
=V B T 000000

k? —2000000 >0

k? >2000000

k> 100042
Dus k moet minimaal 1000+/2 zijn opdat geen gedempte trillingen ontstaan als het voorwerp uit de
evenwichtsstand wordt losgelaten.
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Bladzijde 148

d U
@ a F=0-—-c- uenﬁ—ageeft

d?u ¢ du ¢
'd7=—a uOfWela—z"'E u=0

De karakteristieke vergelijking is 4> + % =0

T
m

o £.52
m

—-1
/l=i\/%v/1=—i\/%

De oplossingen zijn van de vorm u(f) = 4 cos(t\/%) + Bsin(t\/%).

De periode van u is —— \/7 =2n \/7
Dus T'= Zn\/ﬁ.
¢

o du du F du_ k du ¢ du  k du B
bF_kdt couen = geeftdtz—m " muofweldtz+m o =
De karakteristicke vergelijking is 42 + %ﬁ + % =0.
2
DEOgeeft(k) —4-1-530
m m
2
L
m?2 m
2
k* — 4em >0
m?
k= 4cm
k> 2+cm
@ a D= Ogeeftw 0
m?
K —4cm=0
k=2\cm= 2\325000 30~ 1732 kg/s
du F d?u du d’u du
b ——173Od——25000uenF=50 ft?=_346d — 500u ofwel —;- a2 +346d—+500u—

De karakteristieke vergelijking is A% + 34,64 + 500 =0

(A + 17,3)2 — 299,29 + 500 = 0
(L +17,3)2=-200,71
(4 +17,3)2 = 200,712

A+17,3=1y200,71 v 1+ 17,3 =-iy200,71
A=-17,3+1iy200,71 v A=-17,3 —iy200,71

De oplossingen zijn van de vorm u(z) = (4 cos(#200,71) + Bsin(1/200,71)) - 7173,

De eigenfrequentie van het veersysteem is

¢ 70 omwentelingen per minuut is %

V200,71
———=23Hz

|

= 1,17 omwentelingen per seconde.

Het veersysteem krijgt dus ongeveer 2,34 keer per seconde een duw naar beneden waardoor resonantie kan ontstaan.

@ a Er moet gelden D =0.

m = 1000 en ¢ = 200000 geeft D =

i — 800000000
1000000

k? — 800000000 =0

k? = 800000000

k= /800000000

Dus & = 20000+/2.

D=0 geeft

© Noordhoff Uitgevers bv
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b F= —20000\/7 ———200000u en ((117 = 1(5(;0 geeft . —20( — — 200u ofwel

dt2 20( . + 200 =0
De karakterxstleke vergelijking is A% + 204/2 - 1 + 200 = 0.

2042
D=0, dus A =—T‘F=—1oﬁ_
De oplossingen zijn van de vorm u(f) = (4 + Bt) - e 1002
u(O)— 1,5 geeft 4A=1,5

v(t)———B 102 1 (4 + Bf)--104/2e710V2

w0) = 0 geeft B-1042=0
A=15AB-1042 =0 geeft B=15\2
Dus u(f) = (1,5 + 156/2) - 7102,
¢ Los op u(r) =0,01.
Voer in y, = (1,5 + 15x/2) - €1V2 en y, = 0,01.
Intersect geeft x = 0,502.
Dus na ongeveer een halve seconde is de uitwijking minder dan 1 cm.

Diagnostische toets
Bladzijde 150
dT
—=¢(T-18
Q2 -ar-18)
opr=1is 7= 10780 _g500en L 89=70_ _socmin
ar D)
Dit geeft ¢ - (65— 18)~-5,dus ¢ = %z -0,106.
dT

Dus Pria -0,106(T — 18) met T'in °C en ¢ in minuten.

b czgo-%z—o,oom

Dus a7 -0,00177(T — 18) met T'in°C en ¢ in seconden.

dr

o a F,is de luchtweerstand in newton en Fy, is de wrijvingskracht in newton.

Resulterende kracht Fp = F — F| — Fyy = 755 — 0,4v2 — 10v.
755 -0,4v2— 10
dv_F ﬁdv v v=6%—%v2

dr m N 110
b i——Ogeeft6——mv -£v=0
111

7V met v in m/s en ¢ in seconden.

Voer in y; = 655 — 7=x? — 1x.
De optie zero (TI) of ROOT (Casio) geeft x = 32,7.
De grenswaarde van zijn snelheid is ongeveer 32,7 my/s.

v

e it
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dy
b Stelk:y=at+bmeta=| — =-14+4=3,
dt A(-1,-2)
=3t+b
ﬁ ac1,pyf 2P
oor A(-1,-2) b=1
Dusk:y=3¢+1.

d
¢ —dXt:_l geeftt—2y=-1ofwelr=2y— 1.

Substitutie van =2y — liny=-¢t+5 geeft y=-2y — 1) +5

y=-2y+1+5
3y=6
y=2
y=2geeftr=4-1=3
Dus B(3, 2).
dy
d dr

=0 geeft 1 — 2y = 0 ofwel y = 11.
:

De kromme met vergelijking y = 5 ¢ gaat door de toppen van de oplossingskrommen.

O 2 £0)=0geeft-»>-59+6=0

»+5-6=0
O-Dy+6)=0
y=1vy=-6
fy) y
ez - - oo - - -
+ o+ o+ + o+ o+ o+ +
t
o}
+ o+ o+ + o+ o+ o+ o+ o+
+ + 4+ + + o+ o+ 4+ o+ o+
+ + + 4+ o+ + o+ + 4+
fol)
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
+ + + + 4+ + + + 4+
-6
-6 of \ 4 - s T s T T

De lijn y = 1 is horizontale asymptoot van de oplossingskrommen met -6 <(0) <1 v y(0) > 1.
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b De oplossingskrommen zijn dalend als f,(y) < 0 voor elke waarde van y. Hieruit volgt dat voor de

d
discriminant van d_Jt} =-y2—5y+pgeldt D <0.

g<(2)5+4p}25+4p<0
4p <-25
p<-6;
Dus voor p < -6} zijn alle oplossingskrommen dalend.
¢ f,(0)=0voory=-1geeft-1+5+p=0,dusp=-4. y
f40) =0geeft -»*-5-4=0 [T T T 7T 777" B
»+s+4=0 T T T T -7 ===
Y +59+4=0 B
+DHy+4)=0 B R e e
y=-lvy=-4 oA o+ o+ o+ o+ o+ o+ 4+
Dus voor de oplossingskrommen die gaan door de punten (#, y) I B
met -4 <y <-1v y>-1isdelijn y=-1 horizontale asymptoot e e e s = &
als p=-4. o o aw DN 59 &
dy S 0 0T T
. [?ﬂ] =TI asep=3
AG-1,-1)
b_ p=-1
dr

Voor p = -1 raakt een oplossingskromme de lijn /: y =3¢ + 2 in het punt A(-1, -1).

Bladzijde 151
o a Stel y=at + b is een oplossing van de differentiaalvergelijking.
Substitutie van y = at + b en % =ain % =-2t+y—1 geeft
a=-2t+tat+b—1
a=(a-2)+b-1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
a=-2=0ra=b-1
a=2na2=b-1
a=2Ab=3
Hiermee is aangetoond dat de differentiaalvergelijking een lineaire formule als oplossing heeft.
Deze formule is y = 2 + 3.
b Cirkel met middelpunt M(-1, 3), dus (¢ + 1)*> + (y — 3)? =72,
Door P(2,4) geeft r» =2 + 1>+ (4 -3)>=10.
(t+ 12+ (y — 3)? = 10 differentiéren naar ¢ geeft 2(r + 1) + 2(y —3): y'=0
200=3)-y'=-2(t+ 1)
, 20+ -1 1+¢
YT p-3) y-3 3-y
Dus de cirkel met middelpunt M{(-1, 3) door het punt P(2, 4) voldoet aan de differentiaalvergelijking en dus
is de cirkel een oplossingskromme.

dy _y 1 1
—==geeft | —dy= | —ds
oadt tgee fyyft
In(y) = In(¥) + ¢,
In(y) = In(¢) + In(e)
In(y) = In(e“ ¢)
y:eclt
y=ct(c>0)
dy ¢
b E—;geeftfydy—ftdt
. 2 =3l e
L LN e
¢ o =y-t=x1 t)geeftfydy f(l fdt
In(y)=t-,+¢
y:et—gtbrc,
y:ecl.et—;—ﬂ
y=ce' 1% (¢>0)
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dt 2-2p

geeft f(z —2y)dy = f(t+ 3)dt
2y—y?=1£+3t+c

o a Stel y=at + b is een oplossing.

- dy . dy
Substitutie van y =ar + b ena=a1na=y+t+ 1 geeft
a=at+b+t+1
a=(@+Dt+b+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
atl=0na=b+1

a=-1Ab=-2

Dus y =-t — 2 is een particuliere oplossing.
d

d—Jt} =y geeft y(f) = ce!

De algemene oplossing is y(#) =ce' —t— 2.

b Stel y =A4-¢e'is een oplossing.
L dy . dy

Substitutie van y = 4 - ¢’ en W A-e'in o -3y —2¢! geeft

A-e'=-34-¢'-2¢

44e' =-2¢!

Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus 44 = -2 ofwel 4 = -1,

Dus y = -4 e’ is een particuliere oplossing.

dy

dr

De algemene oplossing is y(f) = ce™ —1e’.
¢ Stel y = Asin(f) + Bcos(f) is een oplossing.
dy
dr
A cos(?) — Bsin(f) = Asin(¢) + Bcos(f) + sin(f) + 4 cos(?)
Acos(¢) — Bsin(?) = (B + 4)cos(t) — (-4 — 1)sin(?)
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van ¢, dus
A=B+4AB=-4-1
A=-A—-1+4AB=-4-1
24=3AB=-4-1
A=1AB=-4-1

A=13 AB=-2}

= -3y geeft y(f) =ce ¥

d
Substitutie van y = 4sin(¢) + Bcos(f) en —— = Acos(f) — Bsin(f) in d_); =y + sin(¢) + 4 cos(r) geeft

Dus y = 1% sin(f) — 23 cos(?) is een particuliere oplossing.
d
d_); =y geeft y(¢) = ce’
De algemene oplossing is y() = ce’ + 1% sin(?) — 25 cos(?).
d Stel y = at + b is een oplossing.
o dy . dy
Substitutie van y = at + b en =4 1n5=t2—ty—t+ 1 geeft
a=r—tHat+b)—t+1
a=t—af*—bt—1+1
a=(1-af—(b+1)y+1
Deze vergelijking moet kloppen voor elke waarde van 7, dus
1-a=0Ab+1=0Aa=1
a=1Ab=-1
Dus y =¢— 1 is een particuliere oplossing.

d—y=—ty geeft f%dy=f—tdt

dt
__1p2
In(y) szft +¢
Y
y=eira
y:e'i’ - el

y= ces”’ (c>0)
De algemene oplossing is y(f) = ce +1—1metc>0.
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s - R

1 1 dv 1 | 1
Substitutie van NV ——geeft~¥ 5_;_%'F
du
@

du
u(t) = 665 is een particuliere oplossing van — & % —u.

L] =-u geeft u(¥) =c e’

dr
De algemene oplossing van % =z —uisu(f)=c e’ +gs.
1 1 665
N=—geeft N(t) =
u N = T T G6se e+ 1
De algemene oplossing is N(¢) = L =
I+ecet
665
N(0) =10 geeft =10
(0) =10 geeft -/
665 _ 10
l+c
1+¢=66,5
c=0655
665
Dus N=—————.
BT es 56
De grenswaarde is 665, dus los op N = 660.
. 665 _
Voer in y, = 146550 en y, = 660.

Intersect geeft x = 9,08.

Dus na ongeveer 9,08 uur = 545 minuten verschilt N voor het eerst minder dan vijf van de grenswaarde.

De karakteristieke vergelijking is A2 + 101 +25=0
A+52=0
A=-5

Dus y(f) = (4 + Br)- e is de algemene oplossing.

y(0)=-2geeft4=-2

YO =(A+B)-e geeft y'()=B-e>+(A+Bf)--5¢>

y(0)=3geeft B—54=3

A=-2enB—54=3geeft B=-7

De gevraagde oplossing is y(f) = (-2 — 7f) - e™

De karakteristieke vergelijking is > =44+ 8 =0
A-22-4+8=0
A-2)=-4
A—2)2=4i?
A=2=2ivi-2=-2i
A=2+2ivAi=2-2i

Dus y(f) = (4 cos(2t) + Bsin(21)) - €% is de algemene oplossing.

y(0)=-2 geeft A =-2

(1) = (A cos(20) + Bsin(21)) - €* geeft

(1) = (-24sin(2f) + 2B cos(21)) - e* + (A cos(2f) + Bsin(2t)) - 2e* =

((24 + 2B)cos(2¢) + (=24 + 2B)sin(2f)) - e¥

y'(0)=3 geeft24 + 2B=3

A=-2en24+2B=3 geeft B=31}

De gevraagde oplossing is y(f) = (—2 cos(2¢t) + 3% sin(2t)) e
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¢ De karakteristieke vergelijking is 12+ 51— 6=10
A-DA+6)=0
A=1vi=-6
Dus y(f) = Ae' + Be™* is de algemene oplossing.
W0)=-2geeftA+B=-2
W(t) = Ae' + Be™® geeft y'(f) = Ae' — 6Be™™
y'(0)=3 geeft A —68B=3

{ A+B=-2
A-6B=3
7B =-5

B= _5
7}A:—g
A+B=-2
De gevraagde oplossing is y(f) =-13 ¢’ -3 &%

@ a Ermoet gelden D = 0.
m =800 en ¢ = 125000 geeft D =

2 _
D= geene—ain 000000, 5
640000
k2~ 400000000

k2 = 400000000

k= /400000000

Dus k& =20000.
du du F d?u du ] du !
b :—20000?—125000 enﬁ=% ftFZ—ZSd—_156 uofwelF+25d +156Zu=0
De karakteristieke vergelijking is 42 + 251 + 156} = 0.

D= ()mmﬂ=—%?——u;

k?—4-125000 - 800 _ k? — 400000000
8002 640000

De oplossingen zijn van de vorm u(?) = (4 + Bf)- e”1%",
u(0)=1geeft4=1

wo————Ber+c4+Bg-1f e
w0) = 0 geeft B-1214=0
A=1AB—-1214=0geeft B=12}

Dus u(f) = (1+ 1244) - 12,
¢ Los op u(r) =0,001.
Voer in y, = (1 + 12Lx) - ¢1%% en y, = 0,001.
Intersect geeft x = 0, 739
Dus na ongeveer 0,7 seconde is de uitwijking minder dan 1 mm.
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16 Complexe functies

Voorkennis Complexe getallen

Bladzijde 154
©O22z-2-i=z+1+5i

12z=3+6i
z=2+4i

b 1%z+5—2i:z
}Tz=—5+2i
z=-20+8i

¢ 4-1)z=2+i

240 4+i_ 846+ _8+6i-1_T+6i_ ;5 .
T4—i 4+i 16-2  16+1 17 v !

dG+i)z—1+2i=5+i

GB+i)z=6-i

,_6-i3-i_18-0i+i 18-9i-1_17-9i _, .
341 3-i 9 {2 9+ 1 10 w1

e z2-2z+5=0
Z-1D2-1+5=0
z-1)?*=-4
(z—1)2=4i?
z—1=21vz—-1=-2i
z=1+21ivz=1-2i

f z2-5z+10=0
(z-2iy -6t +10=0

(- 24)2=-3
(-2 =
z=25=34iJ15 vz—-21 =-1iJ15
z=2t +1iJ15 v z=21 - 1iJ1§

Bladzijde 155

© 2 3-i=3+(FD)=9+1=10

Arg(3 —1)=-0,32

b |-4+3i| =47 +32=16+9=25=5
Arg(-4 + 3i) = 2,50

¢ [5-2i| =52+ (-2)2=\25+4=29
Arg(5 —21)=-0,38

d |-6-8i| = \/(-6)> + (-8)2 = /36 + 64 = \/100 = 10
Arg(-6 - 8i) = -2,21

© 2 |3+i|=J\B)P+12=\3+1=\d=2
Arg(\B+i) =¢n
b [5—-5i] =52+ (-5)2=+/25+25=/50=52
Arg(5 - 5i)=-in
¢ |-2+2iy3| = V(22 + (23)* = A+ 12 = V16 = 4
Arg(—2 + 2i\/§) =2
d |-3-3iy3| = (32 + (-343)2 =0+ 27 =36 =6

Arg(-3 -3iy3) =-Ixn
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