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11 Lineaire algebra

Voorkennis Matrices

Bladzijde 81

o a A4iseen3 x 3-matrix en B is een 2 x 3-matrix, dus 4 - B kan niet.

396
2 81

¢ Biseen 2 x 3-matrix en Cis een 2 x 2-matrix, dus B - C kan niet.

b De GRgeeftB-A=(

d

)

1 1 4
=R
(o2 3)
a 2a a 5a 10a
= =C-B
¢ (2b b) (Zb 4b llb)
14 24 15
e DeGRgeefid3=| 5 1 11}
) 8 2
f (a 2a)_c
2b b
a 2a a’+ 4ab 2a2+2ab)
C_(Zb b) (2ab+2b2 sab+2) €
(2 JF
(a O)=A
0 b
a 0 a? 0)
(O b) (0 b?
a 0
=4
(5 5)
a2 0 (a3 0)
2 — 43
jl (0 bz) 0 53 %
al® 0
¢
(a 0)=B
0 b
c 0 ac 0
A= =A+B
(O d) (0 bd)
1 0 1 1
AlsA-B= 01 dangeldtac=lofwelc=genbd=1ofweld=3.
25 0 0 32 0 0
d =0 35 = 0 243 0
0 0 4° 0 0 1024
100
e D=(0 1 0
00 1
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(ab
c d

)5

43 1)

(4a+c 4b+d)_
3a+c 3b+d

1 0
Als A-B=(0 1) dan geldt

da+c=1A3a+c=0
4a+c=1A c=-3a
da—3a=1 A ¢c=-3a

=-7.

9
4
18

a=1Ac¢=-3
Bladzijde 83
1 -1 2
@ 2 DeGRgeeft[1 1 1
4 -1 3
Het stelsel heeft één oplossing.
1 -1 2§}
b DeGRgeeft| 1 1 1
k4 -1 3

()
5)

A-B

4b+d=0 A 3b+d=1
d=-4b A 3b+d=1
d=-4b A 3b—4b=1
d=-4b A -b=1

d=4 A b=-1

2

Dus de oplossing is (x, y, z) = (2, -1, 3).

1
De optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft | 0
0

Dus de oplossing is (x, y, z) = (2, -1, 3).

|a00

lo b Ol=a-(b-c 0:0)-0-(0-c~0-0)+0-(0-0—b-0)=abc

0 0 ¢

De GR geeft

De GR geeft

De GR geeft

Er lijkt te gelden
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=24 en abcd = 24.

= 8000 en abed = 8000.

-10

0

-18
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=-18 en abed = -18.
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11.1 Matrixrekening met GeoGebra

Bladzijde 84
30 36 42
@ a2 M2=| 66 81 96 |endet(dM)=0
102 126 150
b(s 3)'(4 —3):(23 21)
6 3 1 12 27 18
c N:(Ll1 ?’2)geeﬂrreﬂN]=((l) (1)|_21),dusdeoplossingis(a,b)=(—1,2).
d (a):(l 2)_1-(3)=(—1) dus de oplossing is (a, b) = (-1, 2)
b/ \4 5/ \6 2/ ’ i
*

(2 JF

b De hoek tussen O4 en OB is steeds 45°.
OB
Er geldt steeds — = /2.
r geldt steeds 2

¢ A4, 0)
-
7 \4/ \o
Dus M!1-B=A.
Bladzijde 85

o a rotatie om O over 90°
b spiegeling in de lijn y =-x
¢ rotatie om O over -45° en vermenigvuldiging ten opzichte van O met 2+/2

Q-

b &

¢ B beweegt over de lijn y = 2x.
d B beweegt over de lijn y = —%x.

e E ol =0en = =0
2 2 -1 -2
Beide determinanten zijn gelijk aan 0.
4 10
f | | =0 geeft 4d+10=0
) 4d=-10
d=-2}
¢ _d 1
g Ermoetgelden§=g=—15,dusc=3end=9.
Bladzijde 86
Q"
b *
I *
d *

e rotatie om O over a

0 -2
f M=
(2 0)
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-2 1/ \0 -2 -2 1/ \1 1
. .. 3 5
De uitkomsten zijn de kolommen van ( )

2 1
( )
2 8

-9
‘(21
)
2 3
7
b *k
c a=1,5ena=-1

d Bija=1,5hoort A=4enbija=-1hoort A=-1.

Bladzijde 87

(s e

» ()

c A=4
e a eigenvector ) en bljbehorende eigenwaarde 3
1

. 7
b eigenvector ) en bijbehorende eigenwaarde -4

2

1

1
eigenvector ( ) en bijbehorende eigenwaarde -3
eigenvector (
AY

-1
) en bijbehorende eigenwaarde 5
/
; 2 - .
¢ eigenvector | | en bijbehorende eigenwaarde 4
; 1 - .
eigenvector (3) en bijbehorende eigenwaarde -3

@ Bij M hoort een rotatie om O over 90°. Na een rotatie om O over 90° is het niet mogelijk dat het beeld
van een vector dezelfde of tegengestelde richting heeft als de originele vector. Dus M heeft geen

eigenvectoren.
. 1 .. :
@ eigenvector ! en bijbehorende eigenwaarde 1 y
y=x
. 1 o . —>’ -
eigenvector ) en bijbehorende eigenwaarde -1 & 1 L
. 5
0 X
-1 -
w
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11.2 Lineaire afbeeldingen

Bladzijde 88
L (0 -2) (2\_(-6
® 2 Ma _(2 0) (3) (4)
y
M-3 4
N\ 3 ry
N
2
/
N 1/
N
-5 -4 -3 -2 -1 (0] F .

De hoek tussen den M- @ is 90° en lM-?’ =2-IE>‘.

i3 ()

¥

) M5

1

2

1

=1 [6) 2 3 .
=4 \_)
b

De hoek tussen b en M- 3 is 90° en IM?|=2]Z}I

-1 0 -2} (-1 4
¢ Bijvoorbeeld de vector ¢ = (_2) geeft M- ¢ = (2 0 )-(_2) = (_2).

Y

ol
£
ol
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Bladzijde 90
@® Hij krijgt zo een stelsel dat oneindig veel oplossingen heeft. Dat komt omdat beide punten op & liggen, en dus
beide beelden bij spiegeling in & ook.
Bladzijde 91
@ i =(7 ) (1)-(o)-9
d/ \0 0
s (SR - )
c d c d +w, c(vy +wy) T d(v, +w,)
( L Haw, + by, + be) ( L+ by, +aw + bwz) ( av, + bvz) N (aw1 + bw,
+ow, +dv, +dw, ,Fdv, +ew, +dw, cv, tdv, cwy +dw,

cwane(* YU (o))

o a-AC QM)

)=M-7+M-W

1
@(p q).(o):(a)geeftp-l+q-0—a0fwelp a,enr-1+s-0=cofwelr=c
ros c
0 b
(1: fj) (U:(d)geeﬁp.w,} b ofwel g = b, en -0+ s+ 1=d ofwel s = d.
g b
g M:(p q)metp=a,r:c,q:benszdgeeftM=(a )
; 7 I c d

N

2

(1) dt afgebeeld (2) (O) dt afgebeeld (2)d M—(2 2)
g ok afgebeeld op _2,en1wor afgebeeld op | , |, dus 5 2}

2 2 3 o
Dit geeft -*:( )( )=( )d A'(-4,-16).
it geeft M - a 5 ) s 16/ us 4'(-4, -16)
b y

1 3 0 -1 3 -1
(0) wordt afgebeeld op (\/1_), en (1) wordt afgebeeld op ( \/5)’ dus M= (\( \/§>

DitgeeftM-F=(\B %)(4) (14+4\/\/:)d B'(1+443,4-3).

1
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-1

-2

Het beeld van (1, -2) is (1, -2).
Het beeld van (2, 1) is (-2, -1).

a
Stel M:(
c

Z)‘

(a b 1 1
| }d . . geefta—2b=1enc—2d=

[« 2)0)- ( )

{a 2b=1 '2‘ ﬂ{2a 4p=2
2a+b=-2]1 20 + b=-2
-Sb=4
. 4 __4
—S_—g}a—Z ~¢=1,dusa=-32
a—2b=
c—2d=-212 2¢—4d=-4
{2c+d=—1~1‘geeﬁ{2c+d=—l
~5d=-3
_‘3_3
d==573 }c—Z-%z—Z,dusc=—‘51
c—2d=-2

1
@ a (O) wordt afgebeeld op

b
0

o

1

d
0
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1
wordt afgebeeld op

wordt afgebeeld op

1
c ( ) wordt afgebeeld op

|
[
(
|

1
0

Lo

0

0
1

0)_(-23
- 3) =( 1%5), dus 4'(-23, 1%).

0
), en ( ) wordt afgebeeld op (_1 ), dus M=

0 0
), ( ) wordt afgebeeld op (1), dus M=

), en ( ) wordt afgebeeld op ((1)), dus M= (

0
), ( ) wordt afgebeeld op ( ), dus M=

(1
0
(—1
0
(—1
0
01
1 0

0

1

1

)

0)‘

)

0
-1

)
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-1

0

L)

¥

sin(4

=

1
(O) wordt afgebeeld op (

_ (cos((o)
sin(ep)

—sin((o))
cos(p) /)

in(p

1 45°
( ) wordt afgebeeld op (C?S( 50)) )

)

((0)) ( ) ) wordt afgebeeld op

)

12 0 2
(;g) , en (1) wordt afgebeeld op (_\/_

= N =

'n(gp)) dus

( si
cos

(»)

)

@ a Bij spiegeling in de lijn y = 2 wordt O afgebeeld op het punt (0, 4) en piet op zichzelf. Bij spiegeling in de
lijn y = 2 is dus geen matrix M te verzinnen waarvoor geldt M - 0= 0. En dus is spiegeling in de lijn y =2

geen lineaire afbeelding.

1 1
b Bijj translatie over (2) wordt O afgebeeld op het punt (1, 2) en niet op zichzelf. Bij translatie over (2) 18

- ; . 1 .
dus geen matrix M te verzinnen waarvoor geldt M- 0 = 0. En dus is translatie over ( 2) geen lineaire

afbeelding.
D y
y=x
2 P
/1
N
1 %
- <
!\\\ /
5 %1 O ™ >
AN
%

1 1
(0) wordt afgebeeld op ( ! 2
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‘Bladzijde 92 ,
a
@StelM=( d).
a b\ (2
(c d)'(s) (
a b\ (0
MR
2a+3b=2enb =] geeft 2a+ 15 =2 ofwel 2a=1%, dus a=1.

2¢+3d=-1end=} geeft 2c + 1} = -1 ofwel 2¢ =2}, dus c =-11.

)geeft2a+3b=2en2c+3d=—l.

1
)geeft2b=len2d= l,dusb=%end=1.

@ av=M7V
MY =M
M1V =17

M1V =Y

- 1=
"’?us v =M1y

a b
t = .
b Stel M (c d)

N}

b\ (2 2
. = +3 =SS + =-].
(c d) (3) (_1) geeft 2a+3b=2en2c+3d=-1

Q

( b)_(—z)_(o) ft-2a+4b=0en-2c+4d=4
e al 'l 4 geeft-2a en-2c =4,
-2a+4b =0 ofwel 2a = 4b
Substitutie in 2a + 36 =2 geeft 4b+3b=2

7b=2

b=2
b=2geeft2a=%, dusa=14.
-2c+4d=4ofwel 2c=4d— 4
Substitutie in 2¢ + 3d=-1 geeft 4d—4+3d=-1

7d=13
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b
tel M=
@a Ste (c d)

(a b)( ) ()geeﬁ—2a+b=6en—20+d=6.
c d

2 b 2
z (a d) () (1)geeft6a+6b——26n6c+6d—1
C
2] 2a+b= ~12a+6b =36
e 6a+6b— 6a+6b=-2
-18a =38
38 _ .,
=g~ %\ 9.2l h=6dush=1]
-2a+b=6
-2c+ d=6 |6 f -12¢+ 6d=136
6c+6d=1 [1|5 6c+6d=1
-18¢ =35
235w
-18 Bi-2--1+d=6,dusd=25
2c+d=6
_21 11
Dus M= ( 197 ?)
g 2
2L 11
DeGRgeeftM‘]—( 119_? 23)
18 9

- Dus M=M"1.

10
bMZ:M'M:M'Ml:I:(O 1)

c M1000=(M2)500=(1)500=I=((1) (1))

-25 1
1 23

O~
N

MIOOIZM.MIOOOZM.]_:M:(

D a y

-X

~<
"

wordt afgebeeld o , en wordt afgebeeld o , dus M= ;
(0 . Pl-1 ) P 2( 41% 143

DitgeeftMTz):(%_\g —15%\5)(5) (3+29$) A'(3+ 253, -7L - 93).

6

[am—
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— | 7
—
—
-6 -5 —4 -3 2 -1 o — 2 3
’\\
2

Het beeld van (1, 7) is (-7, 1).
Het beeld van (7, -1) is (-1, -7).

50 25}a+7-—%=—7,dusa=—215

50—E}c+7-%=1,dusc=—%

a b
tel M= .
Ste (c d)
b 1 -7
(a d).(7)=(1)geefta+7b=—7enc+7d=l.
e
)
5 b 7 -1
(a d)( 1):( 7)geeft7a—b=-1en7c—d=—7.
3 _ _
at+7Tb=-7 |7 it Ta+49b =-49
Ta—b=-1 |1 Ta- b=-1
506 =-48
b:ﬂ__ﬁ
at7b=-7
c+7d=1 |7 coft Tc+49d="7
Te—d=-7[1| 5 \7c—- d=-7
50d=14
d=2 -7
c+7d =1
_1 _24
DusM:( 33 725)
25 25
14 2 28
Ditgeef‘cM-?=(§_f1 f)'(_3 = 72215_9
25 25 25
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a b
@ a Stel M= ( ), dan geldt
c d

by (1 1 : _ -
(C d)-(o)—/l(3)en dit geeft a =1 en c =34

b)Y [0 1 . _
(c d)-(l)—l(3)end1tgeeftb—ﬂend—3/1.

Q

Q

A1
= t(M)=A-31—1-34=342-322=0.
Dus M (3/1 3./l)ende(M) 31-4 3 A
b Stel k:y=ax.

A
x=igeefty=azlenx=,ugeefty=a,uenditgeeftdematrixM=( # )

al au
G b0
al aul \d Aac + pad
x = Ac + ud invullen bij y = ax geeft y = a(Ac + pud) = Aac + pad ... (2)
Uit (1) en (2) volgt dat M alle punteti van R? op k afbeeldt, en hiermee is de stelling bewezen.

¢ Er geldt 2t
p pt5s
4p=2p+5)
4p=2p+10
2p=10
p=5
Voor p = 5 liggen beide kolomvectoren op de lijn y = 23
Dus /: y = 23x.
@DaMa=|1 2 0 -1 |=]0], dus4'2,0,9).
0 -1 2 4 9
3 0 -1 Xg 3xp—zp
-
bM-b=|1 2 0 |-|ys|=| x5+2v5 |, dus B'Bxg—zp x5+ 2yp ~yp+22p).
0 -1 2 Zp -yp +2z4
Bladzijde 93
1 0 0 1 0 0
@ a | 0 | wordtafgebeeldop | 1 |,{ 1 | wordt afgebeeldop | 0 |,en | O | wordt afgebeeldop | O
0/ 0o/ \o/ \ 0 1 \1
010
DusM=|1 0 0
001
b y y %
b | y | wordt afgebeeld op | x | en | x | wordt afgebeeld op | y
z z z zZ

Dus M is gelijk aan zijn inverse.
1 00
e MP=M-M=M-M'=I=|0 1
0 01

o
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Bladzijde 94

D a z

(5]

A

X =
1 0 0 1 0
}) wordt afgebeeld op | -1 |, | 1 | wordt afgebeeld op | O |, en | 0 | wordt afgebeeld op | 0
0 0 0 0 1
0 1 0
Dus M=|-1 0 0
0 0 -3
0 1 0 2 3
bM-a=[-10 0][3]=]-2
0 0 -3 4 -12
Het beeld is 4'(3,-2,-12).
0 1 0\! /2 -3
e MGd=|-1 0 0o]-|3]=]2
0 0 -3/ \4 s I
Het origineel is (—3, 2k —1%).
A
|
_1/7
1 o U
1
=
De punten (1, 0, 0), (0, 1, 0) en (0, 0, 1) liggen in V.
1 1 0 -1 0 0
0 | wordt afgebeeldop | 1 |,| 1 | wordt afgebeeld op | 1 [, en | O | wordt afgebeeld op | 0
0 0/ \0 0 1 V2
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-1 1 -2 1 0
Twee richtingsvectoren van Wzijn | 1 | =11 |=| 0 |= [0 ]|en| O
0 0 0 0 V2
1 1 0
np={0]x[ 1 |=|\2

0 -2 1
W:\/f-y+z=d} d= 3

door (1, 1, 0)
Dus W \/§~y+z=\/§.

z

2
1
o) — 5
1 7
2 - 2
e R S =
X
0 0
' 0 | wordt afgebeeldop | 0 |.
1 1
Zie de figuur hiernaast.

De lijn k heeft vergelijking 4x — 3y = 0.

> - 4 - 3
= = o ,dus n,= 4

Ix+4y=c
door (1, 0)

Dus I: 3x + 4y =3.

c=3

x—3y=0 |3 ([12xr— 9y=0
{3x+4y=3 2|8 12x + 16y =12
25y=-12
~12_p
——25_25}4x—3-%=0,dusx=%
4x—3y=0
Dus A(%, 1),
1 9
25
Hieruit volgt dat { 0 | wordt afgebeeld op % .
0 0

Zie de figuur hiernaast.

3x+4y=c -4
door (0, 1)

Dus m: 3x + 4y =4,
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1 -1
-l1]=|-1]2&
0

V2

1
1

-\E‘

//
/|
0 : 4
A l
1 \\ !
ZERhNE
A
R Ay
/_/
B

Y R R,
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Ax—3y=0 3| o [12x= 9y=0
3x+4y=4 |4| 8 12x +16y=16 _
-25y=-16
_"16 4
Y= o573 4x—3-32=0,dusx =12
4x—3y=0
Dus B(1, 1),
0 2%
Hieruit volgt dat | 1 | wordt afgebeeld op %
0 0
Dus M=| 22 3¢ 0]
0 0 1
3
3 1-1 1
M,—>:( ) - :( ),d 471, 10).
@a A=, 4 5 ; 10 4us ( )

b P(xp, yp, zp) is een punt van R3.

3 1-1

xp
3xp+yp— I
) 4 2) Ny l= ( X TrpZp ), dus het beeld van P is P'(3x, + yp — zp, 2xp + 4yp + 22)

M-p =(
P 2xp + 4y, t+ 2z,

Zp

en dit is een punt in R2.

Dus M beeldt alle punten van R* af op R?.

5

5
a b c Sa+0b+0c 5a 2 b @ -2
1= - it ‘10 ]= lgt 5a=-2en 5d=-1
@(d e f) 5 (5d+0e+0f) (Sd)’dusul (d . ) 0 (_l)vog a en
ofwela=-2 end=-1.
0 0
b 3b b 3
(Z , ;) 3 =(3e),dusuit(z7 . ;) 3 =(0)volgt3b=3en5e=00fwelb=lene=0_
0 0
0 0
b 4 b 0
(a C) 0 :( C),dusuit(a C)- 0 :( )volgt4c=Oen4f=4ofwelc=()enf: 1.
: )'f 4 4f d e ¥ 4
Bladzijde 95
1100 3 2
33 (f 0 1)' 3 2(4)’ dus T'is in figuur 11.3 op de juiste plaats getekend.
T o\V3
3
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Bladzijde 97

D a y

v RN

-1

i 1 0 1
~cos(309)) [3\3 cos(30°)\ (33
0 | wordt afgebeeld op (—sin 3 00)) = ( B 1 | wordt afgebeeld op _in(30°) =1, Jen
0 0 2
2 0
0 | wordt afgebeeld op (1 .
1
13 1L/3 9
Dus M= ( 6 4 )
-1 -1 1
S
b vy
1
41,4° 7,2°
\_o / .
-1 _——-‘-‘L"""‘"L—--...____
A1
7 // .

1 . 0 e
—5005(41,4")) _ (—0,38) i ( cos(7,2°) ) ~ ( 0,99 )
g wordt afgebeeld op (_% sin(41,4%) = 033) (1) wordt afgebeeld op in(7.2°) 013/ en
0 0
0 | wordt afgebeeld op (l )
1
—— (—0,38 0,99 0)
BT 033 -013 1)
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@ In de figuur hieronder is in de onderste figuur op bladzijde 96 van het leerboek het midden U van de ribbe BC
getekend.

Kies je het assenstelsel zo dat C de oorsprong is en B het punt (2, 0, 0), dan is U het punt (1, 0, 0).
Er geldt niet M- b =2(M- If). Dus bij het afbeelden van IR? op IR? bij centrale projectie geldt de
regel M- (AV) = 2(M - V) niet. Er is dus geen sprake van een lineaire afbeelding, en dus kun je
geen matrix opstellen die bij deze afbeelding hoort.

€ Kubus in figuur 11.4a

a b ¢
StelM=( )

d e fI
3 1
M- 8 =(_1%)geeft3a=1en3d=—1%,dusa=§end=—%.
i 1
M1 =(0)geeftb=1ene=0.
0
0 0
M-10 =(1)geeftc=0enf=l.
1
10
Dus M= " g
-5 01

Kubus in figuur 11.4b

a b ¢
t: = i
Stel N (d . f)

/3
\)3 s

-

0
N-( =(1)geeﬁc=06nf=l.
) 1

. )geeft3a=—2en3d= 1,dusa=—% end=%.

A

0
1

1 =(0)geeﬁ:b=lene=0.

0

0

0
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11.3 Eigenwaarden en eigenvectoren

Bladzijde 99
3\ (6
€ a Het punt (3, 2) geeft M-( 2)=( 4), dus het beeld is (6, 4).

4
De beelden liggen ook op &, waarbij geldt (Xyeeid> Vooeld) = (2xorigineel’ 2yorigineel).

6 12
Het punt (6, 4) geeft M- ( ) = ( g ), dus het beeld is (12, 8).

1 -1
b Het punt (1, 1) geeft M(l) = (_1), dus het beeld is (-1, -1).

Het punt (2, 2) geeft M- (

2 -2
2) = (_2), dus het beeld is (-2, -2).

De beelden liggen ook op [, waarbij geldt (Xyeeid> Voeerd) = Forigineels —yorigineel).
Bladzijde 101

5
@ Van de lijn 5x + 10y=Ois(

1
) EaY ( ) een normaalvector.
10 2

1
Richtingsvectoren van de lijn 5x + 10y = 0 staan loodrecht op de vector (2)
2 1 2 1
d . =2~-2= .

Omdat (_1) (2) 2 0 staat (—l) loodrecht op (2)

2. . g . 2. .
Dus. q ) iseen richtingsvector van de lijn 5x + 10y = 0, dus de vector | -1 ) ligt op de lijn 5x + 10y = 0.

2. .
Dus _q)iseen eigenvector.

Bladzijde 102
@ Stel Mis een m X n- matrlx en’v is een n x 1-matrix, dan is M- v een m x 1-matrix ... (1)
Maal ook geldt M-V =17 waarbij AV dezelfde afmeting heeft als ¥, en dus een # x 1-matrix is. En dus is
M-V ook een n x 1-matrix ... (2)
Uit (1) en (2) volgt m = n, dus dat M een m X m-matrix is.
Dus M is een vierkante matrix.

o 0)()-()-()
(o) ()=(6)
(i i) (o)
(
.

ii&?l?ﬁ) (o)

SO0
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3 0 O x X
@ |5 8 9| |y|=-|r|geeftdx=—x,-5x+8y—9z=-yen-6x+6y—7z=-z.
-6 6 -7 z z

Uit 3x = -x volgt x = 0.
x=0en-5x+8y—9z=-ygeeft 9y ~ 9z=0 ofwel y —z = 0.
0
Dus een eigenvector bij A =-11is | 1
1

3.0 0\ /x X 3x=3x fox=0
-5 8 -9-|y]|=3|y | geeft hetstelsel { -5x + 8y —9z=3y ofwel { -5x+5y—-9z=0
-6 6 -7 z 7 ~6x+6y—7z=3z ~6x+6y—10z=0
00 0 O 1 -1 00
Invoeren van de matrix { -5 5 -9 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft [0 0 1 0.
-6 6 -10 0 0 0 0 0
Hieruit volgtz=0enx —y=0.
1
Dus een eigenvector bij A =3 is | 1
0
® . V-11)=0geeft
B—4 2 ]
1 4-2
B-H4-H-2-1=0
12-31-40+32-2=0
A2-=74+10=0
A-2)A-5=0
A=2vA=5
. . 3 2} (x x
De eigenvectoren bij 4 = 2 volgen uit . =2 ).
1 4/ \y 5%
Hieruit volgt 3x + 2y = 2x ofwel x + 2y = 0.
2
Dus een eigenvector bij A, =2 is 71 = (_1 )
3 2
De eigenvectoren bij A = 5 volgen uit ( ) . (x) =5- (x)
1 4] \y y
I it volgt 3x + 2y = 5x ofwel -2x + 2y =0.
1
Dus een eigenvector bij A, =5 is v, = (1 )
@ Voer de matrix M in op de GR, en voer vervolgens in y, = det([4] — x - identity(3)) (TI) of
y; = Det(Mat 4 — x - Identity(3)) (Casio).
De optie zero (TT) of ROOT (Casio) geeftx=1,x=5enx = 13.
Dus de eigenwaarden zijn A = [,A=5en A= 13.
5 0 0 x X
5 4 3 |- \y]|=|y]|geeftSx=x,5x+4y+3z=yen10x+9y+ 10z=1z.
10 9 10 z z
Uit Sx =x volgt x =0.
x=0enb5x+4y+3z=ygeeft 3y +3z=0ofwel y +z=0.
0
Dus een eigenvector bij 4, =1 is T}I = 1
-1
500 x X S5x=5x Ox =0x
5 4 3 |1y ]|=5]yp|geefthetstelsel { Sx +4y+3z=5y ofwel {5x—py+3z=0
10 9 10 z z 10x+ 9y + 10z =5z 10x+9+5z=0
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0 0 00 10 2 o0
Invoeren van dematrix [ 5 -1 3 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 - 0.
10 9 50 00 0 O
Hieruit volgt x + 2z = 0 ofwel x = -27eny—£z=0ofwel y =iz
-32
i z =155 geeft bij A, = 5 de eigenvector V,=| 5
55
5 00 x X
- 5 4 3 |-[y]|=13-|y|geeft 5x=13x,5x +4y+3z=13yen 10x + 9y + 10z = 13z.
10 9 10 z z

Uit 5x = 13x volgt x = 0.
x=0en5x+4y+3z=13y geeft -9y + 3z=0 ofwel 3y —z=0.

0
Dus een eigenvector bij 4, =13 is 73 =11
3

2

@ Het beeld van 4(2, 3) is 4'(4, 6) geeft eigenwaarde 1, = 2. Een bijbehorende eigenvector is 71 = (3)
-1

Het beeld van B(-2, 4) is B'(-1, 2) geeft eigenwaarde A, = % Een bijbehorende eigenvector is 72 = ( 5 )

Bladzijde 103

0-w-(3 92 (4 2)
w0 )

1 0y (70 0©
/=70 =
70170 (0 1) (0 70)

Dus M2-3M-70]=
(64 30) : (—6 30) (70 0 ) (64— -6—-70 30-30-0 )__ (0 0)
18 85 18 15 0 70 18—18—0 85-15-70/ \0 0/

00
b M2—3M—701=(0 0)geeft701=M2—3M0fwel[=71—0M2—73—0M

Il

Vermenigvuldigen met M geeft vervolgens I- M~' =L M?> M1 —2M-M™! )
I-M1! =7L0M'M'M_1 —73—0M'M'1
I M =3%M-1-3%1
M =M~ %1

DusM_lz%o‘(—z 10)_73_0_(1 0): —22—0 ol 5 (3) _ —3!%
6 5 0 1) \5% 7/ \0 %) \5

0 0
¢ Uit M2 —3M~ 701 = ( 0)volgtM2—3M+701
210 0\ (-6 30\ (70 0\ (64 30
pus s =3-(2 )ero-(§ V)= 10+ )-8 i)
us 70- 18 15) Vo 70/ " \18 85

00 0 0
Uit M? - 3M~ 7OI=( )volgtM3 3M2—70M=(0 O)endusM3=3M2+70M.

n

glu 3=
S———

00
64 30 47 ( 2 10) (192 90 )+ (—140 700) _( 52 790)
5 54 255 420 350 474 605/

Dus M? = (
ue 18 85
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8 £
(3 l;)-(x)=2-(x) geeft 8x + py = 2x ofwel 6x + py = 0, en 3x — 7y = 2y ofwel 3x =9y ofwel x = 3y.
- by y

Substitutie van x = 3y in 6x + py = 0 geeft 18y + py =0, dus p = -18.
8 —18)
3 -7/
det(4 — A-1) = 0 geeft
~8—/1 ~18
3 -7-1

B-)(-7-1)--18-3=0
-56—81+74+12+54=0

Dit geeft 4 = (

-0

AZ2-1-2=0
A+1D(A-2)=0
A=-1vi=2

De andere eigenwaarde van A4 is -1.
0 6\ (3 3

( )( )=/1( )geeft6=3len3q+5=l.
g 5/ \1 1

6=31geeft1=2
A =2 geeft 3qg + 5=2 ofwel 3¢ =-3, dus g =-1.

) 0 6
q/=—1 geeftB=(_ )

15
det(B —1-1) =0 geeft
-1 6

=0
[ 5%
“AS5-AH-6--1=0
“5A+A2+6=0
A2=51+6=0
“A-2)A-3)=0
A=2vi=3

De eigenwaarden van B zijn 2 en 3.

Na vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van O liggen de originelen en de beelden op dezelfde lijn, waarbij de
lengte van het beeld drie keer de lengte van het origineel is. Voor eigenvectoren ¥ van de bijbehorende matrix M
geldtdus M-7V =3-7.

Dus de bijbehorende matrix heeft één eigenwaarde.

j is geen vector waarvan het beeld bij rotatie om O over 120° op dezelfde lijn ligt.

sus de bijbehorende matrix heeft nul eigenwaarden.

Rotatie om O over 180° is hetzelfde als spiegelen in O. Voor eigenvectoren ¥ van de bijbehorende matrix M
geldtdus M-V =-7.

Dus de bijbehorende matrix heeft één ecigenwaarde.

Een lijn door O heeft vergelijking y = ax.

1

De vector ( ) ligt op de lijn y = ax en wordt bij spiegeling in deze lijn op zichzelf afgebeeld.
a

Hierbij hoort eigenwaarde 1.

De vector (_al ) wordt bij spiegeling in de lijn y = ax afgebeeld op de vector ( —la).

Hierbij hoort eigenwaarde -1.
Dus de bijbehorende matrix heeft twee eigenwaarden.

1 3 0 0
(0) wordt afgebeeld op (0), en (1) wordt afgebeeld op (2)

Dus A =3en A =2 zijn eigenwaarden.
Dus de bijbehorende matrix heeft twee eigenwaarden.

Lineaire algebra

89



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Bladzijde 104
@
b *
¢ M*=p-D-Pl'-p-p-pl.p.D-P1=pP-D-[-D-I-D-P'=P-D-D-D-P'=P-D*-P!

Bladzijde 106
4-20-3-30 -12-20412-30\ (4-3 -12+12) (1 0
=0 geeft b= )= J=(5 0)-reaop
D a n=0gee 20230 -3.2044.30 ) \1-1 -3+4 ) \o 1 8
1 secft I (4-21—3-31 —12-21+12~31) (8—9 —24+36) (-1 12) Tyl
n: = = p—t =3
& 21-31  -3.2144-31 ) \2-3 -6+12/ \-1 6 P

b Door de inverse van M te berekenen.
De matrix die je krijgt door n = -1 in te vullen moet hetzelfde zijn als de inverse van M.

@ det(M—A-D =0 geeft
12-4 -15
10 -13-2
(12-D-13-1)—-15-10=0
-156 =124+ 134+ A2+ 150=0
A2+i-6=0
A=2)A+3)=0
A=2vAi=-3
12 -15
De eigenvectoren bij 4 =2 volgen uit (10 B 13) . (;) =2- (;)

Hieruit volgt 12x — 15y = 2x ofwel 10x — 15y = 0.

=0

3
Dus een eigenvector bij A; =2 is v, = (2)

12 -15
De eigenvectoren bij A = -3 volgen uit ( ) . (x) =-3- (x)
10 -13) \y y

Hieruit volgt 12x — 15y = -3x ofwel 15x — 15y = 0.

1
Dus een eigenvector bij A, =-3 is 72 . ( 1 )

31 1 -1
P ﬁp-lz( )
(2 1)gee 203
Mn_(3 0 (20 0 )1 —1)_(3 1)( o o )ﬂ
2 1) (0 -3y (—2 3) " \2 1) 2.3y 33y
(3-2"—2-(—3)" -3-2n+3-(—3)n)
207 —2- (-3 -2-2n+3-(-3)"
3 5 2 -5
P= ft P! =
@ (1 2)gee (—1 3)
(3 5) (2 0) (2 —5) (—13 45)
M: . . -
12\ s/ '\ 3/ 6 20
(3 5) (2" o) (2 —5) (3 5) (2-2" —5-2n)
b M"= . i = 5 -
120 s/ \er 3T\ 2\ s 3
(6-2"—5-5" —15-2n+15-5")
225 -5.2716-5
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@ De eigenwaarden van Mzijn 4, =2,1,=-2en A, =35.

2 -2 1
Bijbehorende eigenvectoren zijn ?1 =131, 72 =]4 |en 73 ={0]{.
4 5 0
2 -2 1 2 0 0
P=13 4 0)enD=|0 -2 0.
4 5 0 0 0 5
Voer bovenstaande matrices in op de GR en bereken P-D- P\,
5 86 -66
Jekrijgt M=P-D-P1=[0 -62 48
0 -80 62

@ a det(4) - det(4!) =det(4 - 4) = det(]) = 1

" b M=P-D-P, dus det(M) = det(P- D+ P™) = det(P) - det(D) - det(P™!) = det(P) - det(P!) - det(D) =
det(P- P1)- det(D) = det(I) - det(D) = 1 - det(D) = det(D) = Avidyr Ay d,
Hierbij is gebruikt dat de determinant van een diagonaalmatrix gelijk is aan het product van de getallen op de
hootfddiagonaal.

Riadzijde 107
@ L=3end,=-2
det(M) = 24 geeft 3--2- A; = 24 ofwel -6, = 24, dus A, =-4.
Dus de eigenwaarden van M zijn 4, =3, 1, =-2en A, =-4.

5 -1
b Een bij A, = 3 horende eigenvectoris v, = | 8 |, en cen bij A, = -2 horende eigenvectoris v, = | 2 |,
-4 3
maar bij 4; = -4 horende eigenvectoren zijn onbekend. Dus met de gegevens kun je niet van alle punten van
IR? het beeld berekenen. R
Uit de regels die voor lineaire afbeeldingen gelden (zie bladzijde 88 van het leerboek) volgt dat ¢ =24 + 35
15 6 48
- - i - 4 - -
geeft M- ¢ =M-(2a +3b)=M-Qa)+M-3b)=2(M-a)+3(M-b)=2-| 24 |+3-[-12]=| 12
-12 -18 -78

Dus het beeld is C'(48, 12, -78).
¢ Viax+ by + cz =d gaat door O(0, 0, 0), 4(5, 8,-4) en B(-3, 6, 9).

5 -3 96 32

o
)V=be= 8 x| 6]=[-33]21[-11
-4 9 54 18

32x -1y +18z=d d=0
door O(0, 0, 0)

Dus V:32x — 11y + 18z =0.

@ a dei(M—1-1)=0 gecft
22-4 -3
B -2-3
(2 -DE2-H—--3-1=0
523+ 22+ 22 +4L =0

0

A2-34-5=0
(A+H@-1n=0
A=-3vai=1

) (27 -3
De eigenvectoren bij 4 = -1 volgen uit (li _2) : (x) =-1. (x)
2 Y
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Hieruit volgt 25x — 3y = —3x ofwel 3x — 3y = 0.

1
Dus een eigenvector bij A, =-1 is ¥, = (l)

2 -3
De eigenvectoren bij 4 = 1 volgen uit ( 2 ) . (x) = (x)
I 2] W
Hieruit volgt Z%x — 3y =x ofwel 13x —3y=0.

2
Dus een eigenvector bij 4, =1 is 72 = 1).

P=(i ?)geeftP‘l:(-l1 _21),
o (1) o
L gy e
(S e B )

o0 e mle ] B Yo

l
2
n—)oo n—)oo - oo 0
b M+M*+ M3+ .. . +M"=P-D-P'+P D2P1+P D¥-P'+ .. +P-D"P'=P-(D+D*+D*+ ..+ D"-P!
1 3
2 0 0
) (() 1)"’ +(() ....1.n)):
(3) 0 (3)

(% O (%33+ -+ Ly (1P + (;))3 +..+ (%)") o ;% ) (1 (%))

lim M i ( £ %
¢ lim M"= lim
n— co n—>oea 1_( f 2 _%

1
2)

10
lim (D+D?+D*+..+D%)=lim||2 |+
n— oo n—> o 0 3

S
=)

lim
n—> o

(1 3 ‘1_(—2 3)
P—(l 2)g‘°’6ﬁP 1

Dus lim (M+ M?*+ M3+ .+ M")= lim(P-(D+D*+D*+ ...+ D")-P )=

n—> oo n—> o0
(1 3)_(1 0)'(—2 3)_(—% 1%)
1 2/\0 i/ \1 -1/ \-1 2/

@ De karakteristieke vergelijking van een 2 x 2-matrix is van de vorm ai? + bA + ¢ =0.
b Een diagonaliseerbare 2 x 2-matrix heeft twee eigenwaarden.

Stel de diagonaliseerbare 2 x 2-matrix M heeft de eigenwaarden A, en 4,.
Dan geldt

aM?+ bM+ cl=

aP-D-P Y +bP-D-PY+c(P-I-P V)=
a-P-D*-P'+p-P-D-Pl+c-P-I'Pl=

0¥ . (4 O 10
P-(aD2+bD+cI)-P-1=P-(a(’11 )+b( ! )+c( ))-P1=
0 4 0 A,

2
Pl ) els 2o V)
o 22/ No 2] Vo 1
2
P_((ail 0)+(b/11 O)+(c O)).P—1:
0o a2} \o w,) \o ¢
P.((a/112+b/11+c 0 )).P-1:
0 al}+ bl +c
0
(9]
0 0 00

Hiermee is het bewijs geleverd dat elke diagonaliseerbare 2 x 2-matrix voldoet aan zijn eigen karakteristieke
vergelijking.
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@ De cigenwaarden zijn a, b en ¢, dus (A - a)(A — bYA—c)=0.
Herleiden van deze vergelijking geeft
(= a)A—bB)A—c)=0
= a)(A2 = (b +)d+bc)=0
A3 = (b + c)Ar+ bed ~ al® + (ab + ac)d — abe = 0
—(a+b+c)A?+(ab +ac+ bc)d — abc =0
Volgens de stelling van Cayley-Hamilton geldt dus
M3 (a+b+c)M? + (ab + ac + be)M — abe = 0 en hieruit volgt
—(a+b+c)M+ (ab+ ac + be) — abeM ™ = 0, dus

Mz—(a+b+c)M+(ab+ac+bc)1:LM2_a+b+cM+ab+ac+bcI
abc abc abc abc

M=

11.4 Machtreeksen en differentievergelijkingen

Bladzijde 109

2 3 9 2 3 9
D a + 2. DD . +D—=1+2+D—+D—+...+ 2
2t 31 9! 2 6 362880

1
10 2012201230 L (22 0
0 1/ 3/ o 32)Felg 3)ttm@ml g )"
M+2+3-224 523+ 4 5kes - 20 0 ) (7,389 0)
362380 -3

\ 0 1+3+3-32+1.33+  + Lo 0 20,1

b e?~7389en e’ ~20,1
Ik denk dat de bewering klopt.

— I1n2,41n3 o | 9 _
=I+D+;D*+ D ot gD’ =

Bladzijde 112
@ a det(M—A1-1)=0 geeft

3-1 1

lo 2—,1"0

B-H2-H-1-0=0

BG-H2-H=0

A=3vi=2
31

De eigenvectoren bij A = 3 volgen uit ( ) B (x) =3. (x)
0 2/ \y 5%

Hieruit volgt 3x + y = 3x ofwel y = 0.

. . . 1
s een eigenvector bij 4, =3 is V= (0)
. " (3 1Y) (x %
De eigenvectoren bij A = 2 volgen uit o 2) =2-1 )

Yy
Hieruit volgt 3x + y = 2x ofwel x + y = 0.

1
Dus een eigenvector bij 1, =2 is v, = (_1 )

— (3 O)P (1 1) o ( 1)

= = en = .

us 5 B 0 1 -

eM:P-eD-P‘Iz(1 1).(63 O).(l 1):(1 1).(33 03)=(e3 e3—ez)
0 -1 0 e%/ \0 -1 0 -1 0 -e2 0 o2

b sin(]M)ZP'SiH(D)'P_IZ((l) _11)(Sln(3) ' 0 )((1) _]I)=

[u—

0 sin(2)
(1 1 ) ' (sin(3) sin(3) ) 3 (sin(3) sin(3) — sin(Z))
0 -1 0 -sin2)/ \ 0 sin(2)
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I~ Zfe

2 -3 4
P=(1 4)geeftP1—(_1;_ )
M_(Z -3)_(111(2) 0 ) L3 (2ln(2) —3ln(3)) 4 3

\1 4 0 @) \+ & @) 4mG3)) \-& &

L)+ @) Fn@) - Fn(3)
£10(2) - £1n@3) FIn2)+1n(3)

o (2 —3) (eln<2> 0 ) (ﬁ %) (2 3) (2 0) (li f—,) (2% -ﬁ)
e = . . = —3
1 4 0 e/ \-% &) \1 0 3/ \-&% & \-fF 2%

e (@ 0, (21 0).—
IM=2(P-D-PY)=P-2D- P’ P2(0 1n(3))P1 P( o 2mey) T

—
—

—N

S

o
—

2
Dus de eigenwaarden zijn 1, = 2In(2) en 4, = 2In(3). Bijbehorende eigenvectoren Zijn 71 = (1) en

(2

eM'eM=P'eD'P’1-P‘eD-P’1=P'eD-I-eD-P‘1=P-eD-eD-P’1=

et@ 0 eh@ 0 e?h@ 0 2In2) O
. . .p-l=p. pl=p. . p-l
d ( 0 ek‘@)) ( 0 61”(3)) pr=r ( 0 621"(3)) =0 ( 0 2InQ3) d

. 2h® 0\ 2In(2) 0 ]
Uit vraag ¢ volgt eZM:P-( N ezm(ay)'P 1=p.( 025G .p-l

Dus er geldt e eM = e?¥.,

(o)

P R A K i) B A S R Wil

o, 1) G
Y O H (e B VO Y H Y S P
SO = (g i) (8 1) (0 1)

o0~y o) (5 o){o o)

Dus sin?(M) + cos*(M) = (0 1)+((1) _()1)=((1) (1))

i

il
im0 0
IM=2{P-D-PY)=P-2D-Pt=p-2|* o P- ) P dus
—4LTC

SR (1 (l)) (Sino(n) sm(027t))( —1) ( 1 ( )( —11):(3 8)

[Jl !

Dus sin(2M) = 2 sin(M) cos(M).
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@ a x3=x2+2x1—3x0=1+2.1_3.0’:"1+2_0:*3
Xg=X3+2x)~ 3% =3+2-1-3-1=3+2-3=2

X5 1 2 -3 X, x4+ 2x5— 3x,
b [x,]=]1 0 0 [-[xg]= X4 en dit komt overeen met de gegeven differentievergelijking.
X3 01 0 b5 X3
P . 2 =3 2 5
=1 0 0 3)1=12{ dusxs=5.
X, 01 0 1 3
c|x, =11 0 O X,
x 01 0 Xy
X4 1 2 -3 X, 1 2 -3 1 2 -3 X, 1 2 -3V [x,
x)={1 0 0 x|={1 0 0 1 0 0 x]=|1 0 0 X
X, 01 0 X 01 0 01 0 X 01 0 X,
X5 1 2 -3 x 1 2 -3 1 2 3V (%5 1 2 -3V [x,
x{=11 0 0 x =1 0 0 1 0 0 x |=11 0 0 ]-|x
b2 01 0 X, 01 0 01 0 b 01 0 Xy
)
Bladzijde 114
*; 1 -2 3 -4 X,-1
iy 5 " 1 0 0 O %
@ De differentievergelijking is te noteren als | ! | = | Fnm2
X, o 01 0 0 X3
X, 3 0 0 1 0 A
%30 1 -2 3 -4\'7 /3 755
X9 1 0 0 0 2 58
= = ,d =755.
x| [0 1 0 o 1] |-242 | O F20
F1n 0 0 1 0 0 =]

4 -3
@ De differentievergelijking is te noteren als ( o ) = (1 0 ) . (x" R 1).
X Xn—2
det(M —A-1) =0 geeft

n-1

d -3
=0
S
@-2)-1--3-1=0
A2—41+3=0
A-—1DA-3)=0
A=1vi1=3
. - 4 -3\ (x x
De eigenvectoren bljl:lvolgenmt( )( )=( )
1 0 y y

Hieruit volgt 4x — 3y = x ofwel 3x ~ 3y = 0.

1
Dus een eigenvector bij A, =11is v, = (1)

4 -3
De eigenvectoren bij A = 3 volgen uit (1 0 ) g (x) =3- (x)
y

Hieruit volgt 4x — 3y = 3x ofwel x — 3y = 0.

3
Dus een eigenvector bij A, =3 is v, = (1)

D (1 0) % (1 3) P 1(—1 3)
= B en == g
o 0 3/ 11 A
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) L e O L A Pt )
IS P A R S R R )

Dus x, = (-1 + 3.

=

Bladzijde 115
1 1 -1
@am=[1 2 2
3 -2 1
X0 1 1 “1NY [ 1 1 -1Y\° 100 23075900
blyol=l1 2 2] -|»j=l1 2 -2]-| 1500 |=| 37928200
215 3 2 1 75 3 =2 1 800 -3702100

V.=V, =02V, =08V, _,
@ a Uit de gegevens volgt het stelsel differentievergelijkingen § Z,=Z2,_, + 0,2v,_,—03Z, ,=0,7Z,_,+02V,_,
1,=1,_ ,+03Z,_,=03Z _,+1,_,
08 0 0
Hieruit volgt =] 0,2 0,7 0.
0 03 1
b det(M— A-1)=0 geeft
0,8-41 0 0
102 07-12 0 [=0
0 03 1-2
0,8-A)0,7-H(1-4)=0
A=08v1=07vi=1

08 0 0} [x x 0,8x = 0,8x 0x=0
02 0,7 0]-|y]=08-|y|geeft het stelsel § 0,2x + 0,7y = 0,8y ofwel  0,2x~0,1y=0
0 03 1 7 Z 0,3y +z=10,8z 0,3y +0,22=0
0 0 0 0
Invoeren van de matrix | 0,2 -0,1 0 0 | en de optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft
0 03 02 0
1030
0120
0 000
Hieruit volgt x + %z =0 ofwel x = —%z eny+ %z =0 ofwel y= —%z.
-1
z =13 geeft bij 4, = 0,8 de eigenvector T}l =1-2].
3
08 0 0 b X
02 07 0}-|y]|=07-|y|geeft08c=0,7x,02x+0,7y=0Tyen 0,3y +z= 0,7z.
0 03 1 z z

Uit 0,8x = 0,7x volgt x = 0.
0,3y +z=0,7z geeft 0,3y + 0,3z=0

0
Een eigenvector bij 4, =0,7 is 72 =11
-1
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0,8 0 0 X x
02 0,7 0)-{y|=|y]|geeft08x=x 02x+ 0,7vy=yen03y+z=z
0 03 1 z z

Uit 0,3y + z =z ofwel 0,3y = 0 volgt y = 0.
y=0en0,2x+0,7y=y geeftx =10

(=]

z= 1 geeft bij A; = 1 de eigenvector v, = | 0

08 0 0 =1 -1 0 0
¢ D=0 07 0],P=|-2 1 enP'=|-2 1 0
0 0 1 3 1 1 1
v, -1 0 0 -1 .0 0 9500
Z =21 o] 070 21 0] 500 |=
4 3 -1 1 111 0
-1 0 0 0,87 ! -1 0 0 9500
2 1 0] o 07”' 21 0] 500 |=
8 = i 0 1 1 1 0
I -0,87"! 0 0 -9500 9500 - 0,8
k—z-o,gn-l 0,7=1 0 |-| -18500 | = 19000+ 0,871~ 18500 0,771
3.08"°1 -0,7m 1 | 10000 -28500- 0,871 + 18500+ 0,77~ + 10000

Dus Z,=19000-0,8""1 - 18500- 0,77 1.
Voer in y; =19000- 0,81 - 18500 0,7 1.
De optie maximum geeft het maximale aantal zieken 3397.

b
@ Als de som van de getallen van elke kolom van M= ( ¢ d) gelijk is aan 1, dan is M te schrijven als
c

a b
M_(l—a l—b)'

det(M—A-1)=0met A =1 geeft
a—1 |

l—a -b
(a-1)-b=b(1-a)=0
—ab+b—b+ab=0

0  klopt
Hicumee is het bewijs geleverd.

Bladzijde 116
0 05 03 0,1
o1 0 02 o1
Da M= 02 03 0 08
0,7 02 05 0

0 05 03 0,1\ /1 0,18
01 0 02 0, o [omn
02 03 0 08 0] | 059
07 02 0,5 0 0 0,12

De gevraagde kans is 0,18.
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0 05 03 01\ /1 0,213
0,0 0 02 0,1 0 0,135
02 03 0 08 |0 0,290
07 02 05 0 0 0,362

u

C

De gevraagde kans is 0,362.

0,198 0,198 0,198 0,198
0,122 0,122 0,122 0,122

d lim M"=
AESTes 0,345 0,345 0,345 0,345
0,335 0,335 0,335 0,335
0,198 0,198
e Uit vraag d volgt dat M- 0,122 1f . | 0.122
mia hac-the 0,345 0,345
0,335 0,335
0,198
3 . v ) 0,122
Dus heeft M een eigenwaarde die gelijk is aan 1 met eigenvector 0.345
0,335

f Naar verwachting 0,198-200 = 40 dagen in 4.

Diagnostische toets

Bladzijde 118

O - y

(6]

w

oL/

-2

+

1 12 0 -23\2 22
(0) wordt afgebeeld op ( %?' N7 ), en (1) wordt afgebeeld op (_22 2), dus M= ( ! N7 _22 \/\g)

-1\2 -2 (6) 10342
- .7 =|2 PGl I T (-10L/2. —4L
Dit geeft M- @ (%\/i —2%@) ) L\ , dus A'(-101+/2, -4%2).
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1 -1 0 1.3 1
(O wordt afgebeeld op 1 \73— ,en (1) wordt afgebeeld op [? % 5 du§ M= % 23

N f—

N = Q'
(%)

S

3 33\ (6 (-3+43
itgceft M- = 2 2 ()= dus B'(-3 + 4.3, 4 + 3./3).
lgee (%\/g % ) 8 4+3\/§ H us ( f’ [)
C y
y=x
1Jr
0 I~
_1 ] X
-1

MI'—' N p—

1 0 3
(0) wordt afgebeeld op ( ) en ( 1) wordt afgebeeld op ( 2 ) dus M= (

NI'—' N p—
|

N N |—

S

MI'—‘

1 L 1 ll
DitgeeftM-?=( A 1)-(2): 1) dus €'(15.-15).
2

2 2

© 2 St lM—(a b)
a € d)

&
a b\ (2 4
. — “+ = —+ —
(c d) (1) (2)geeft2a b=4en2c+d=2.
a b 1 -3
A2 )= +3b=- +3d=11.
(c d) (3) (ll)geefta 3b=-3enc+3d=11
2a+b=4 |1 2a+ b=4
at+3b=-3 1|2 2a+6b=-6
 -5h=10
a+3i;-§}a+3 -2=-3,dusa=3
2c+d=2 |1 f 2¢c+ d=2
c+3d=11 2c+6d=22
~5d=-20
d=4

C+3d=11}c+3'4:11,duS(3=—1

N M—(3 —2)
us o4
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b y |
y=13x
S /!
-3 -2 = 0) ¢ )
-1 \
/ N
/.
Het beeld van (2, 3) is (2, 3).
Het beeld van (3, -2) is (-3, 2).
a b

tel M= ;

Ste (C d)

a b\ (2 2

. = +3b=2 +3d=3.

(c d) (3) (3) geeft 2a + 3b en 2¢ + 3d

Q

b 3 -3
(c d)-(_z)—(z)geeft3a—2b——3 en3c—2d=2.

{2a+3b=2 |3| {6a+9b=6
geeft

3a—-2b=-3 |2 6a — 4b =6
T 13h=12
b=8l0a13. 222 dusa=-35
2a+3p=2 77 7B TS MRS
2c+3d=3|3 ft{6c+9d:9
3c—2d=2|2| 8" \6c-4d=4
13d=5
d:%}2a+3~i=3 dusc=13
2e+3d=3 ERAS 13
_5 12
DusM=(1123 153)
13 13

[ TS

| S (4
Dit geeft M- b =(12
131

3 =
( ): B, dus B'(-25, 25).
-1/ \ 25

%
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B

(%]

-3

-1

3
K -2
X
/1 0\ /0 -4 0 0
10 | wordt afgebeeldop | 4 |, | 1 | wordt afgebeeldop [ 0 |,en| 0 | wordt afgebeeld op | O
\o 0/ \o 0 1 4
0 -4 0
DusM=14 0 0
0 0 4

Het beeld is 4'(-8, 4, 12)
0 4 0\ /-2 .
e M1-B=[-t o0 of[|-1]=[1
0 0 3/ \3 3
Het origineel is —%, %,%.
O st Mz(a b c).
) d e f
2
M-|1 =(?)geeft2a+b=2en2d+e=l.
0
=0
M-| 3 =(_26)geeft—2a+3b=—6en—2d+3e=2.
0
: 3
M-l 1 =(4)geefta+b+2c=3end+e+2f_=4.
2

2a+b=2 2d+e=1
Dit geeft de stelsels { -2a+3b=-6 en { 2d +3e=2
a+b+2c=3 d+e+2f=4

2 10 2 1 00 1}
Invoeren van de matrix | =2 3 0 -6 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio)geeft{ 0 1 0 -1
1 2 3 0 0 1 13

1
Dusa=15,b=-1enc= 1.
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2 1 01 1 00 %

Invoeren van de matrix | =2 3 0 2 | en de optie rref (TT) of Rref (Casio) geeft | 0 1 0 2
1 12 4 001 12

© det(M—1-1)=0 geeft
5-4 1
2 6-4

(5-6-)-1-2=0
30— 54— 6A+A2—2=0

|-

A2—=11A+28=0
A-HA-7=0
A=4 v A=T
. . (5 1Y) (x X
De eigenvectoren bij 4 = 4 volgen ult( )( )=4~( )
2 6/ \y y

Hieruit volgt 5x + y = 4x ofwel x + y = 0.

1
Dus een eigenvector bij A, =4 is 71 = (_1 )

. . (5 1) (x x
De eigenvectoren bij 4 = 7 volgen uit s 6) =71 |
Vi

_ Hieruit volgt 5x + y = 7x ofwel -2x + y = 0.

Dus een eigenvector bij 4, =7 is ¥, = (2)

[\

b 1 1
o( )( )=/1( )geeft2+b=/1ena+3=/1,dus2+b=a+3.
a 3 1 1

2 b\ (2 2
( )( )=,1( )geeft4+b=2/len2a+3=/10fwel4a+6=2/1,dus4+b=4a+6.

e 3/ \1) "1

2+b=a+3geeftb=a+1
Substitutievanb=a+1in4+b:4a+6geeft4+a+1=4a+6ofwel—3a=1,dusa=—%.
a=v%geeftb=—%+1=§

Bladzijde 119
0 Voer de matrix M in op de GR, en voer vervolgens in y, = det([4] — x - identity(3)) (TI) of
y, = Det(Mat 4 — x - Identity(3)) (Casio).
De optie zero (TT) of ROOT (Casio) geeft x =-1,x =2 enx =3.
Dus de eigenwaarden zijn A=-1,A=2 en A =3.

0 2 0 x X 2y =-x x+2y=0
3 5 0 |-|y|=-1-|p|geefthetstelsel { -3x+5y=-y ofwel {-3x+6y=0
5 -2 -1 z z Sx=2y—z=-z Sx—2y=0
1 2 00 1 000
Invoeren van de matrix | -3 6 0 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 0 0
5 -2 00 0 00O
0
z=1 geeft bij 4, =-1 de eigenvector 71 =10
1
0 2 0 x x 2y =2x “2x+2y=0
-3 5 0 |-ly]=2]y|geefthetstelsel { -3x+5y=2y ofwel {-3x+3y=0
5 -2 -1 z 7 Sx —2y—-z=2z Sx—2y—3z=0
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-2 2 0 0 10 -1 0
Invoeren van de matrix { -3 3 0 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft [ 0 1 -1 0
5 =2 =3 0 00 0 O

Hieruit volgt x —z=0 ofwel x =z,eny — z = 0 ofwel y = z.
1

z =1 geeft bij 4, =2 de eigenvector 72 =11
1
0 2 0 x x 2y =3x “3x+2y=0
=3 5 0 |-ty ]=3-|yp|geefthetstelsel { -3x+35y=3y ofwel {-3x+2y=0
5 -2 -1 z Z Sx—2y—z=3z S5x=2y—-4z=0
-3 2 0 0 10 -2 0
Invoeren vande matrix [ -3 2 0 0 | en de optie rref (TI) of Rref (Casio) geeft | 0 1 -3 0
5 -2 40 00 0 0
Hieruit volgt x — 2z = 0 ofwel x =2z, en y — 3z = 0 ofwel y = 3z.
2

z=1 geeft bij A, = 3 de eigenvector v, = | 3

0 7-(o )r=( JJer=l’ )

2 -3} (3 0 5 8 12 30
rorr=( 1 (5 240 )
e 3 5)\0 -2 3 24 B\7§ W

L {2 3 (3" 0O 5 3) (23" -3-(-2y 5 3
M"=P'D"'P1=( )( )L( ):( )L( ):
b 3 5/\0 27/ "\-3 2/ \3:3» s5.-2)n) P\-3 2
L(10.3n_|_9.(_2)u 6.3n_6.(_2)n)
P\15-37-15-(-2)" 9-3"+10-(-2)"

0- D:(lné4) In(()9))’P:(i 3)"“’”:(-21 _35)

35\ [eh® 0\ (2 -5\ (3 5\ /(4 O\ [2 -5\ (21 75
rer ) 0 AHE T D D D2 1
¢ © 12/ Vo e/ \-1 3)7\1 2/ V0 9o/ \c1 3/ 10 34

b det(eM—A-1) =0 geeft
-21-4 75
-10  34-4
21 -DB4-1)-75--10=0
~714+ 214 — 341+ 12+ 750 =0

[u—

S

-0

A2—131+36=0

A-HA-9=0

A=4vi=9
-21 75

De eigenvectoren bij A = 4 volgen uit ( ) . (x) =4- (x)
-10 34/ \y %

Hieruit volgt -21x + 75y = 4x ofwel -25x + 75y = 0.

. . . 3
Dus een eigenvector bij A, =4 is v, = ( ) )

-21 75
De eigenvectoren bij 1 = 9 volgen uit ( ) 2 (x) =9- (x)
-10 34) \y y
Hieruit volgt -21x + 75y = 9x ofwel -30x + 75y = 0.

5
Dus een eigenvector bij A, =9 is v, = (2)

Het valt op dat je de eigenwaarden van ¢ met de eigenwaarden van M kunt berekenen via e"® = 4 en el = 9,
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¢ Ergeldt M=P-D-P7! en dus ook eM=P-eP- Pl
De eigenwaarden van e zijn hetzelfde als die van e” dus 4, =4 en 4, =9.
Verder volgt uit e = P+ eP+ P! dat bijbehorende eigenvectoren ¥, en ¥, zijn.

X, 01 -2 1 X,
N 10 0 0 X,
) De differentievergelijking is te noteren als i:-; {01 0 o x:-j
Xy _a 00 1 O X, 4
Xys 01 -2 1\? /1 17
X14 1000 2 -10
= = ,d =17.
X3 010 0] |3 7 [
X2 001 0 A -4
4, 0,3 02 04V [4,
@ Het stelsel is te noteren als | B, |=| 04 0,4 02 |-| B, |
C, 03 04 04 Co

Ay 03 02 040 /400 304
n=20geeft| B, |=| 04 04 02] {250 |=[326
Cpo 03 04 04/ \350 370

Dus A,, ~ 304, B,, =326 en C,, ~ 370.
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