7 Bewijzen

Voorkennis Definities, vermoedens en stellingen

Bladzijde 99

© <4=2C, (Z-hoeken)
£ B = £C, (Z-hoeken) }LA + 4B+ £C,=180°
LC+ £Cy+ £C, = 180° (gestrekte hoek)

e Teken diagonaal AC. c
LA, + LB+ £C| = 180° (hoekensom driehoek) } D g
LA, + 2D+ £C,=180° (hoekensom drichoek)

LA+ LB+ LC + LAy + £D+ £Cy=360°
LA+ LAy)= LA LA+ ZB+ LC+ £D=360°
ZLC+£Cy=£C

© 4B, + £B,=180° (gestrekte hoek) }
= +
LA+ £B+ £C=180° (hoekensom driehoek) LBy =L AREG
© 4D/ BC, dus L4 = /B, (F-hoeken) Ld=C
AB /! CD, dus £C = £B, (Z-hoeken) }
Op dezelfde manier kun je bewijzen dat £/ B = £D.
Dus de overstaande hoeken in een parallellogram zijn even groot.

© 2 £4+ 4B+ £C+ £D=360° (hoekensom vierhoek)
LA=ZCen LB, = £D (gegeven)

LA+ £B,=180° _
£ B, + £B, = 180° (gestrekte hoek) }AA =<B,
Uit LA = £ B, volgt dat AD // BC (F-hoeken).
b Zie de figuur hiernaast. 1
LA+ LB+ ZC,+ £D=360° (hoekensom Vierhoek)} R
—+ =
ZA=ZCen £LB= £D (gegeven) S g =iles

ZB+ £C, =180° 3
Z C,+ £C, = 180° (gestrekte hoek) } 2B=26
Uit £B = / C, volgt dat AB // CD (F-hoeken). 2 B

} 2/A+2/B, =360°

Bladzijde 100
o a Zie de figuur hiernaast.
£ B+ ZB,=180° (gestrekte hoek) e
/B, =90° £B,=90
Uit £A4 = £ B, volgt dat AD // BC (F-hoeken).

Zie de figuur hiernaast.

ZLCy+ £C,=180° (gestrekte hoek) _ ano n| -
£C,=90° £C,=90

Uit £B = £C, volgt dat AB // CD (F-hoeken).

Uit AD // BC en 4B // CD volgt dat ABCD een parallellogram is.
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b Zie de figuur hiernaast.

]
O

AD /! BC, dus £A4 = ZB, (F-hoecken) ano

£LA=90° <B; =90

ZB,=90° B =90° |

ZB, + £B,=180° (gestrekte hoek) ! AL 12
B

ABZ — 900 _ o

AB /! CD, dus £B, = £ C (Z-hoeken) } Z =0

LA+ LB+ £LC+ £D =360° (hoekensom vierhoek) /D =90°

LA=LB =/LC=90°

LA=ZLB,=ZC=4ZD=90° dus ABCD is een rechthoek.

o a Zie de figuur. De diagonalen staan loodrecht op elkaar, D

toch is het geen ruit.

L' _{eem bijvoorbeeld parallellogram ABCD met £ A = 60°,
Uit de eigenschappen van een parallellogram volgt dan
ZC=60%°en £LB= /D =120°. - N

De buitenhoek van £ B is 60°. il 5
LA+ LC+ ZD  60° +60° + 120° o
3 = 3 =80
Dus de buitenhoek van £ B is niet gelijk aan het derde deel van de V4 120°/60°
B

niet-aanliggende binnenhoeken.

o a De stelling is niet omkeerbaar.

Tegenvoorbeeld:
D

™

A / c
\ AC=BD
B
b De stelling is omkeerbaar.
Als de diagonalen van een vierhoek elkaar middendoor delen, dan is de vierhoek
een parallellogram.

¢ De stelling is niet omkeerbaar.
Tegenvoorbeeld:

D

I
|
I
I
1
1
1
I
I
I

7.1 Bewijzen in driehoeken en vierhoeken

Bladzijde 101
© » £4BC= £DBE omdat dit dezelfde hoek is.
b £BAC= ZBDE omdat dit F-hoeken zijn.
¢ AABC en ADBE zijn gelijkvormig omdat ze twee paar gelijke hoeken hebben.
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o a FEén driehoek.

A

b Eén drichoek.

C
7
=
5 B

A

¢ Twee verschillende driehoeken.

c .
C
7
5
50°
5
A 5 B
A L B
6

d Eén driehoek.

c
6
50°
A s B
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e Eén driehoek.

c
60°
50° 70°
A
3 B
f Eén drichoek.
C
50° 70°
A B

5
g Meer verschillende driehoeken.

Bladzijde 104
o Teken de hoogtelijn CD.
c

A Dj
CD=CD

ZADC = ZBDC=90°
ZLCAD = ZCBD (gegeven)
Dus AC = BC.

AADC 2 ABDC (ZHH)
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(4

Teken de hoogtelijn CD.
c

A

CD=CD

LADC = ZBDC =90°

AC = BC (gelijkzijdige driehoek)
Dus LCAD = ZCBD.

Analoog kun je bewijzen dat LABC = £LBCA.
Dus LCAB= LABC= £ZBCA.

Teken de hoogtelijn CD.
c

AADC 2 ABDC (ZZH)

L1
D

CD=CD

LADC = ZBDC=90° } AADC L ABDC (ZHH)
LCAD = ZCBD (gegeven)

Dus 4C = BC.

Analoog kun je bewijzen dat 4B = BC.

Dus 4B =BC=AC.

Omdat AB = BC = AC is de driehoek gelijkzijdig.

A

Teken de diagonaal AC.

ZBAC = £ DCA (Z-hoeken)

ZBCA = Z/ DAC (Z-hoeken) }AABC 2 ACDA (HZH)
AC=AC

Uit AABCL ACDA volgt dat AB= CD en 4D = BC.
AB = CD (gegeven)

BC = AD (gegeven) }AABC L2 ACDA(Z277)
AC=A4C

Uit AABCZ ACDA volgt dat ZBAC = £DCA,

dus AB // CD (Z-hoeken) en

dat ZBCA = £ZDAC, dus 4D // BC (Z-hoeken).

Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee paar
evenwijdige zijden heeft.

Teken de diagonaal AC.

AB = CD (gegeven)

£/ BAC = £ DCA (Z-hoeken) ; AABCL ACDA (ZHZ)
AC=A4C

Uit AABCZ ACDA volgt dat LZACB = ZCAD,

dus AD // BC (Z-hoeken).

Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee
paar evenwijdige zijden heeft.

Verleng zijde 4B aan de kant van B.

AD Il BC, dus LA = £ B, (F-hoeken) }AA =£C

AB !l CD, dus £C = £B, (Z-hoeken)

Analoog kun je bewijzen dat LB = /D.
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e LA+ LB+ £LC+ £D=360° (hoekensom vierhoek
LA=/C(gegeven) 2/A4+24B,=360°
£ B, = 4D (gegeven)

LA+ ZB, =180°
ZB, + ZB, =180° (gestrekte hoek)
Dus 4D // BC (F-hoeken).

}4A=432

Analoog kun je bewijzen dat AB // CD.
Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee paren evenwijdige

zijden heeft.

wl

f AB= CD (vraag a)
AB /I CD, dus ZBAC = ZDCA (Z-hoeken) ; AABS L ACDS (HZH)
AB /] CD, dus ZABD = £ CDB (Z-hoeken)
Uit AABS £ ACDS volgt dat AS = CS en BS = DS.

g AS=CS (gegeven)
DS = BS (gegeven) } AASD 2 ACSB (ZHZ)
ZLASD = £ BSC (overstaande hoeken)
Uit AASD £ ACSB volgt dat £ DAS = £ BCS, dus AD // BC (Z-hoeken).
Analoog kun je bewijzen dat AB // CD.

Dus ABCD is een parallellogram omdat ABCD twee paar evenwijdige
Ajden heeft.

o a Teken de diagonalen AC en BD.
D H c

A H B
AB = CD (ruit)
BC=AD (ruit) ) AABCL ACDA (2ZZ7)
AC=AC
Uit AABCZ ACDA volgt LA, = £C, dus AB // CD (Z-hoeken),
en LC, = LA, dus 4D // BC (Z-hoeken).
l)us een ruit is tevens parallellogram.
b Teken de diagonaal AC.

D H C

A H B
AB = BC (ruit) dus £4, = £, (gelijkbenige driehoek).
AD = CD (ruit) dus £A4, = £ C, (gelijkbenige drichoek)
LA, = £C, (Z-hoeken)
LA, = £C, (Z-hoeken)
£LA,=LC,
ZA4,=2C,

Dus AC deelt £ A4 en £ C middendoor.

Analoog kun je bewijzen dat £ B en £ D door BD middendoor worden gedeeld.

LA =ZLAd,=LC = ZC,
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A == B
LA, = £C, (Z-hoeken)
£ A, = ZC, (Z-hoeken) }AA1 =LA,=2C =ZLC,
LA, = L4, (gegeven)
AACD en A ABC zijn gelijkbenig (gelijkbenige drichoek).
AD = CD (gelijkbenige drichoek)
AB = BC (gelijkbenige drichoek) ; AABC L AADC (ZZZ)
AC=AC
Dus AB =BC = CD = AD, dus ABCD is een ruit.

d Uit vraag a volgt dat een ruit ook een parallellogram is.
Teken de diagonalen 4C en BD. Het snijpunt is S.

D o c

A H B

BS = DS (parallellogram)

AS =48 AABS L NADS (Z77)
AB = AD (ruit)

L8, =4S,

£S, + 8, = 180° (gestrekte hoek) }451 =45,=90

Dus de diagonalen snijden elkaar loodrecht.
D c

A B

BS = DS (parallellogram)

LS, =4£8,=90° }AABS L AADS (ZHZ)

AS=AS

Uit AABS & AADS volgt AB = AD.

AB=A4D

AB = CD (parallellogram) } AB=BC = CD=AD, dus ABCD is een ruit.
AD = BC (parallellogram)
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@ 2 Teken de diagonal
D

en AC en BD.

c

A

ZA=ZB=90°(gegeven)

AB=A4B

AD = BC (rechthoek)

B

}AABC 2L ABAD (ZHZ)

Uit AABC 2 ABAD volgt dat AC = BD.

b b

=

e

c

A

AB=A4B

AD = BC (parallellogram)

AC = BD (gegeven)

Dus L/4=/B.

B = CD (parallellogram)
AD = BC (parallellogram)

BD=BD

Dus LA=ZC.
AB = CD (parallellogram)

AD=AD
BD = AC (gegeven)

Dus L4 = /ZD.

LA=LB=LC=4D
LA+ LB+ ZLC+ £D =360° (hoekensom vierhoek)

} AABC L ABAD (ZZZ)

} AABD L ACDB (2Z7)

}AABD © ADCA (ZZZ)

Dus ABCD is een rechthoek.

Bladzijde 105

© 4=4D

ZLEAD = ZFAD (gegeven)

LAED = LAFD = 90°
Uit AADE £ AADF volgt DE = DF.

Dus ADEF is gelijkzijdig.

© Noordhoff Uitgevers bv

AD‘Z BC = AC (gelijkzijdige driehoek) }

}L\ADE © AADF (ZHH)

BD=CE=AF

}AADF £ ACFE (ZHZ)

}AADF © ABED (ZHZ)

AD = BE = CF (gegeven)

AF=CE

AD = CF

LA =2C=60° (gelijkzijdige driehoek)
Dus DF = FE.

AF=BD

AD = BFE

£ A= /LB =60° (gelijkzijdige driehoek)
Dus DF = ED.

DF=FE B

DF - ED }DF—FE—ED

}LA=LB=4C=LD=90°

AB—AD=BC—-BE=A4C~-CF

Bewijzen
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A B

i £ C, = 60° (gelijkzijdige driehoek) }

= = +60°
£ C, = 60° (gelijkzijdige drichoek) LCpy=£C S 26+ 60)

AC = QC (gelijkzijdige driehoek) }AAPC L AQBC (ZHZ)
PC = BC (gelijkzijdige driehoek)
Dus AP = BQ.

(11) c

x

A B

LsA+L/B+ £ANB = 180° (hoekensom driehoek), dus £A4 + £ZB +2£LANB = 360°
2 2 > . — o
LA+ £B+ £ C=180° (hoekensom drichoek) } PZANT -2 6 = K0

) 2/ANB = /C + 180°
' D LANB=90°+1/C

@ Teken de lijn k door D evenwijdig met AB.
k snijdt BC in F.
Z CAB = £ CBA (gelijkbenige drichoek)
Z CDF = £ CAB (F-hoeken) } Z/CDF=ZCFD
£ CFD = £ CBA (F-hoeken)

Omdat AC = BC en CD = CF (gelijkbenige driehoek)
geldt AD = BF.

LE=ZE
Z EBP = £ EFD (F-hocken) }AEBP » AEFD (hh)
Uit BE = AD = BF volgt EF = 2BE.

D F Kk
EP_EB_, - :
Dus = =} ofwel DE 2EP}DP:EP A/\ \
=]
P

DE=EP+DP

Alternatieve uitwerking E
Teken de lijn ! door E evenwijdig met AC.

! snijdt het verlengde van 4B in F.

£ BAC = £ ABC (gelijkbenige driehoek)

c
£ BAC = £ BFE (Z-hoeken) ZBFE=/ZFBE
Z ABC = Z FBE (overstaande hoeken)
Pk

Uit ZBFE = £ FBE volgt EB = EF (gelijkbenige driehoek). .
ggzig( e even)} 4D =EF

Ece AAPD & AFPE (ZHH) . 5 F

P\/

£ APD = / FPE (overstaande hocken)
ZDAP = L EFP (Z-hoeken)

Uit AAPD £ AFPE volgt DP = EP. E

58 Hoofdstuk 7 © Noordhoff Uitgevers by



7.2 Bewijzen in cirkels

Bladzijde 107
® <4+ LB+ £C,,=180° (hoekensom driehoek)
}401 +LCy+ £LCpp=180°
dus 2+ ZC,, = 180°
dus £C,,=90°

AM = CM, dus L4 = ZC, (gelijkbenige driehoek)
BM=CM, dus £B = £C, (gelijkbenige drichoek)

QD a L4ABC= ZMBN
~ ACB = 2 MNB = 90° }AABC o AMBN (hh)
Uit AABC v AMBN en M is het midden van 4B volgt dat N het midden is van BC, dus BN = CN.

BN=CN

MN = MN }ABMN%’ ACMN (ZHZ)

£ MNB=ZMNC =90°

Uit ABMN £ ACMN volgt dat BM = CM, dus C ligt op de cirkel met middellijn 4B.
b Teken rechthoek 4ADBC en de diagonalen AB en CD.

c
H H B
M
D
M is het snijpunt van de diagonalen, want AM = BM (4DBC is een rechthoek, dus ook een
parallellogram).

AB = CD (rechthoek)

CM = DM (parallellogram) }AM= BM=CM
AM=BM

Dus C ligt op de cirkel met middellijn AB.

Bladzijde 108
@ ZA =90° dus 4 ligt op de cirkel met middellijn BC (Thales).
M is het midden van BC, dus M is het middelpunt van de cirkel door 4, B en C.
AM=BM=CM 1
BM+ CM=BC }AM_ 2 PG

@ a L)eken de lijnstukken MA, MB, MC en MD.
In AABM is £ A, = ZB, (gelijkbenige drichoek)
In ABCM is £C, = £ B, (gelijkbenige driehoek)
In ACDM is £C, = £D, (gelijkbenige drichoek)
In AADM is £A, = £ D, (gelijkbenige driehoek)
Hieruit volgt £A4,+ LA, + LC,+ £LCy= 4B+ LB,+ LD, + 4D,
dus LA+ £LC= LB+ £D.

LAY LC=ZB+ 24D . .
LA+ LB+ £C+ 2D =360° (hoekensom vierhoek) }LA TECE180%en 2B+ LD < 180

b Teken de lijnstukken MA, MB, MC en MD. D
In AADM is £A,, = £ D, (gelijkbenige driehoek) /§ .
In ACDM is £C, = £D, (gelijkbenige driehoek) ‘
In ABCM is £C| = £B,, (gelijkbenige driehoek) Al =5=\8
In AABM is £ A, = £ B, (gelijkbenige driehoek)

Hieruit volgt LA, + LC,+ LC, — LA,= 24D, + £ZD, + £B,, — 4B,
dus L4, + £LC,=4LB,+ £LD,,.

LA+ LC,=4B,+ LDy, o o
= -+ =
LA+ LBy + LCp, + £Dy, = 360° (hoekensom vierhoek) LA 2= 150" en Abgsi £l = 160
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&

¢ Teken de lijnstukken MD en MC.
In AADM is £ A4 = £ D, (gelijkbenige driehoek)
In ACDM is £C,= £D, (gelijkbenige drichoek)}
In ABCM is £C, = £ B (gelijkbenige drichoek)
Hieruit volgt LA+ £C,+ £C, = LD, + £D,+ ZB
dus LA+ /C= LB+ £D.

LA+ ZLC=/LB+ 4D
LA+ LB+ ZLC+ £D =360° (hoekensom vierhoek)

}LA+4C= 180° en LB+ £ D =180°

Bladzijde 110

@ Kies een punt E op de cirkel binnen vierhoek ABCD en teken BE en DE.
c

LB, + £D, =180° (koordenvierhoek) dus £B,, + £D,, > 180°

T 4B, + £D;,>180° } N .
' D LA+ LB, + ZLC+ £D,, =360° (hockensom vierhoek) - A aS

@ Teken CF, AB en DE.

ZLC,+ £B,=180° (koordenvierhoek)
£ B, + £B, =180° (gestrekte hoek)

£ B+ £D, =180° (koordenvierhoek)
4D, + £D, = 180° (gestrekte hoek)

Dus CF'// DE (F-hoeken).

}zc1 = /B,
£Cy= 4D,
}41)1 = /B,
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@ Vermoeden: ook in deze situatie is CF // DE.
Teken G op de kleinste boog AE. Teken CF, AB, DE, AG en EG.

£ C, + £B, =180° (koordenvierhoek)
£B, + £B, = 180° (gestrekte hoek)

Z B, + LAGE = 180° (koordenvierhoek)
£D; + LAGE = 180° (koordenvierhoek)

Dus CF // DE (Z-hoeken).
3\
i
@ a LBED+ ZCED = 180° (gestrekte hoek)
ZLCED= /A (gegeven)
Dus ABED is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
b R

}401 = /B,
ZC, = 4D,
}431 = /D,

}LBED + Z£A4=180°

P Q
Teken lijnstuk S7.

Z85=90° dus S ligt op de cirkel met middellijn PQ (Thales)
ZT,=90°dus T ligt op de cirkel met middellijn PQ (Thales) }
Dus Sen T liggen beide op de cirkel met middellijn PQ.

Dus PQOST is een koordenvierhoek.
Z£Q,, + £T,3=180° (koordenvierhoek)

£ T, + £T,; = 180° (gestrekte hoek) }ZQIZ = £T, ofwel ZPOR= £ S5TR
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€ Het punt S is het snijpunt van de cirkels ¢, en c,.
Teken PS, OS en RS.
c

LS|+ 48, + LA+ ZB=360°

£S, + £A=180° (koordenvierhoek) }
LS+ LS, + £85;=360°

£8,+ £ B =180° (koordenvierhoek) }LA + £ZB= /S,
LA+ ZB= /S,

LA+ £ZB+ £C=180° (hoekensom driehoek) }4S3 TLC=180

Hieruit volgt dat COSR een koordenvierhoek is (koordenvierhoek),
dus § ligt op de cirkel door C, Qen R.
Hieruit volgt dat ¢,, ¢, en ¢, door één punt gaan,

Bladzijde 111

(22} D

A

LA, + £D, + LAHD = 180° (hoekensom driehoek)
LAHD = ZEHG (overstaande hoeken)

4B, + £C,+ £ZBFC = 180° (hoekensom driehock)
ZBFC = ZEFG (overstaande hoeken)

ZEHG+ ZEFG=180°— LA, — 4D, +180° — 4B, — £LC,=360°— LA, - LB, - ZC, - 4D,

LA+ LB, + £LCy,+ £D,, =360° (hoekensom vierhoek) } " o o
+ -

LA =LA, £LB,= £B,, £C,= £C,, LD, = £D, (bissectrice) ey ¥ LB & A6, T4, =160

Dus ZEHG + ZEFG = 180° en hieruit volgt dat EFGH een koordenvierhoek is (koordenvierhoek).

}AEHG =180°— LA, — 4D,

}LEFG= 180°— 4B, — LC,
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@ £ BAD + ZBCD = 180° (koordenvierhoek)
LBCD + £DCQ = 180° (gestrekte hoek)

£LBAD = ZDCQ
£DCQ = £PCR (overstaande hoeken)

}ABAD = /DCQ
}ABAD = ZPCR

£LBAD = /PAT = ZPCR
LAPT = £ CPR (bissectrice)

Uit AAPT v ACPR volgt LZATP = ZCRP.
LATP + £S8STQ = 180° (gestrekte hoek) LSTQ = ZSRQ
ZLCRP+ £SRQ = 180° (gestrekte hoek)

}AAPT » ACPR (hh)

£STQ = ZSRO
£8SQT = 2/ SQOR (bissectrice) ) ATSQ £ ARSQ (ZHH)
0S =08

Uit ATSQ 2 ARSQ volgt £TSO = ZRSO.

LTSQ + ZRSQ = 180° (gestrekte hoek) }ZTSQ =90

Dus de bissectrices snijden elkaar loodrecht.

D -

C

E

b LACB+ £LAEB = 180°, want AEBC is een koordenvierhoek.
ZADB + ZAEB = 180°, want AEBD is een koordenvierhoek.
¢ LACB+ LAEB =180° _
ZADB+ £ AEB = 180° }AACB —MADE

Bladzijde 112
& a £ACB+ ZAEB = 180° (koordenvierhoek)
LACB = ZADB (gegeven)
us AEBD is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
dlieruit volgt dat C en D op dezelfde cirkelboog 4B liggen.
b In vierhoek ABCD liggen C en D aan dezelfde kant van AB.
Als ZADB = ZACB, dan liggen C en D op dezelfde cirkelboog AB (constante hoek),
dus 4, B, C en D liggen op één cirkel, dus ABCD is een koordenvierhoek.

}LADB + ZAEB =180°

Bladzijde 113
@ a /£A4, = 2C, (gelijkbenige drichoek)
LA+ LC+ LAMB = 180° (hoekensom driehoek)

£B, = ZC, (gelijkbenige driehoek)
LB, + £C, + £BMC = 180° (hoekensom driehoek)

ZAMB =360°—(180°—2- £C)) - (180°—2- LC,)
=360°—180°+2-£C, — 180°+2- £C,
=2-(LC + £Cy)
=2-/ACB c
Dus ZACB =1/ AMB.
b /ACB =90° (Thales)
ZLAMB = 180° (gestrekte hoek)

}LAMB= 180°—-2-£C,

}LBMC= 180°—-2-Z£C,

}AACB =1/ AMB

=
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@ a AM= CM (straal cirkel)
BM = DM (straal cirkel) } AAMB L ACMD (ZZ7)
AB = CD (gegeven)
Hieruit volgt ZAMB = £ CMD, dus boog AB = boog CD.
b boog AB = boog CD, dus LAMB = ZCMD
AM = CM (straal cirkel) }AAMB £ ACMD (ZHZ)
BM = DM (straal cirkel)
Hieruit volgt AB = CD.

Bladzijde 114

(28] c

A B

ZLCEF+ ZCDF =90° + 90° = 180° dus CEFD is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
ZLECF = ZEDF (constante hoek)

In AAFC is LECF = 90° — £ A (hoekensom drichoek) }LCDE =/ZA

LEDF =90° — £CDE (rechte hoek)

@) £APB=]/ACB (gegeven), dus LAPB is een omtrekshoek die dezelfde koorde AB insluit als de
middelpuntshoek ZACB (omtrekshoek). Hieruit volgt dat de punten 4, B en P op dezelfde cirkel met
middelpunt C liggen.

Dus BC = CP (straal cirkel).

@ LECD = ZABE (constante hoek)
ZLABE = ZEBC (bissectrice)

ZECD= /EBC
ety ZBEC}AEDC v AECB (hh)
DE CE

: o CL 2_ BE.
Uit AEDC v AECB volgt CE - BE ofwel CE?=BE- DE.

}AECD =/ZEBC

@ a Teken de lijnstukken AC en BD.

LA = £D (constante hoek) c
£ B = ZC (constante hoek) }AACP & BDEFON) (

. P4 _PC . B
Uit ACP « ADBP volgt = 5= dus P4 PB = PC- PD. ] » D

b Teken de lijnstukken AC en BD.

ZA+ 2D, =180° (koordenvierhoek) } JAd= D c

— o - 2 D
ZD,+ ZD, = 180° (gestrekte hoek) p—_p }AAPC v ADPB (hh) )
Uit AAPC v ADPB volgt £ RC dus PA-PB=PC-PD. A B

PD PB
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Bladzijde 115
@ a Teken BC, AM, BM, CM en DM.

ZACB =} Z AMB (omtrekshoek)

=1 +1
ZCBD =L £ CMD (omtrekshoek) £APB = ; LAMB +3£CMD
ZAPB = ZACB + ZCBD (buitenhoek drichoek) | ZAPB =L(L£ AMB + £ CMD)

b Teken BD, AM, BM, CM en DM.

£ ADB = 5 Z AMB (omtrekshoek)

ZCBD =} £ CMD (omtrekshoek) 1 1
ZADB = £ APB + £ PBD (buitenhock drichoek) LU = g AME g GMD)
ofwel Z/APB= Z/ADB— £ CBD ZAPB =3(£LAMB — £ CMD)

@ Noem het middelpunt van de linker cirkel M en van de rechter cirkel .
Teken MB, MP, NB, NQ en AB.

£ BAP =5 Z BMP (omtrekshoek)

£BAQ =12 BNQ (omtrekshoek)
ZBAP= £BAQ

ZBMP = ZBNQ
MB = NB (cirkel) ¢ABMP £ ABNQ (ZHZ)
MP = NQ (cirkel)

Uit ABMP £ ABNQ volgt BP = BQ, dus driehoek BPQ is gelijkbenig.

ZBMP = /BNQ

& ZCEH + £CDH = 90° + 90° = 180° dus vierhoek CDHE is een koordenvierhoek (koordenvierhoek)

ZEDH = £ ECH (constante hoek)
ZLEGC= £ZDGH (overstaande hoeken) } ACGE © ADGH (hh)
CG  GE

i H t—=—— . = - GE.
Uit ACGE »» ADGH volg PG GH dus CG-GH=DG- GE
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7.3 Volledige inductie

Bladzijde 117

D a

n=1geeftA=7'+32=7+9 =16 is deelbaar door 4

n =2 geeft A =7>+3%>=49 + 27 = 76 is deelbaar door 4

n=73 geeft A =7+ 3%=343 + 81 = 424 is deelbaar door 4

n=4 geeft A =7+ 35 =2401 + 243 = 2644 is deelbaar door 4
n=>5geeft A =7°+3%= 16807 + 729 = 17536 is deelbaar door 4
7201 - 7200+1 - 7200 . 71 =7 7200 - o0 500 =
3202 = 3201+1 — 3201, 31 — 3. 3201 }7 +3202=7-T7+3-3
7.7200_|_3.3201:7.7200+7.3201 — 43201 :7.(7200+3201)_4.3201
Gegeven is dat 72%° + 320! deelbaar is door 4.

Dan is 7- (7290 + 3201 — L?jﬂ het verschil van twee getallen die beide deelbaar zijn door 4.

deelbaar door 4 deelbaar door 4
Stel 7200 + 3201 = 4 en 320! = p, Dan is 7- (729 + 3201) — 4- (30 = 7-4a0 — 4b = 4(Ta — b),
dus deelbaar door 4.
Dus 720! + 3202 = 7. (7200 4 3201y — 4. 3201 j5 ook deelbaar door 4.
Uit vraag d volgt dat 720! + 3202 deelbaar is door 4.
7202 4 3203 = 7.7201 3. 3202 = 7.7201 7. 3202 — 4.3202=7. (7201 + 3202) — 43202

Dus 722 + 3203 jg te schrijven als het verschil van twee getallen die beide deelbaar zijn door 4.

Dus 7202 + 3293 j5 deelbaar door 4.

Bladzijde 118

D !
?

n =4 geeft 4! > 24 ofwel 24 > 16 en dit klopt.
Neem aan dat p! > 27 en bewijs dat (p + 1)! > 2" voor p > 4.
(p+ D>2*!
(p+1)-pl>2-20
2

1>—2 .20
P p+1
Dit klopt omdat p! >2* en

21<1V00rp24.

Hiermee is bewezen dat n! > 2" voor alle natuurlijke getallen n > 4.

n=1 geeft 9' — 1 = 8 en dat is deelbaar door 8.

2 Neem aan dat 97 — 1 deelbaar is door 8 en bewijs dat 97*! — 1 deelbaar is door 8.

optl—1=9r-91—1=9-97—-1=8-97+9P — |

Nu is 8 - 97 deelbaar door 8 omdat deze term een factor 8 bevat en 9 — 1 is deelbaar
door 8 vanwege de inductiehypothese, dus 8- 97 + 9# — 1 is deelbaar door 8.
Hiermee is bewezen dat 97 — 1 deelbaar is door 8 voor alle natuurlijke getallen n> 1.

n =0 geeft 22+ 3! =7 en dat is deelbaar door 7.

2 Neem aan dat 272 + 3%*! deelbaar is door 7 en bewijs dat 27+1*2 + 320+ D! ofwel

2 Neem aan dat p° — p deelbaar is door 10 en bewijs dat (p + 1)° — (p + 1) deelbaar is door 10.

3

2°+3 4+ 3%%3 deelbaar is door 7.

2p+3 + 32p+3 - 21 ) 2p+2 + 32 5 32p+l =2. 2p+2 +9- 32p+1 =7. 2p+2 +2- 32p+1 +7- 32p+1 -
2. (2p+2 + 32p+1) +7- 32p+1

Nu is 7-3%*! deelbaar door 7 omdat deze term een factor 7 bevat en 2272 + 3%*!

is deelbaar door 7 vanwege de inductiehypothese, dus 2 - (22+2 + 3%P*1) is deelbaar door 7.
Dus 273+ 32p*3 =2 (272 4+ 32 1) + 7.3%*1 jg deelbaar door 7.

Hiermee is bewezen dat 27+2 + 327*1 deelbaar is door 7 voor elk natuurlijke getal.

n =0 geeft 0°— 0 =0 en dat is deelbaar door 10.

(p+1yY-(pt D=

pP+5pt+10pP +10p* +5p+1—p—1=

pP—p+5p*+5p+10p°+10p% =

(p° —p) +5p(p* + 1) + 10(p* + p?)

p’ — p is deelbaar door 10 vanwege de inductichypothese.

5p(p3 + 1) is deelbaar door 10 voor alle even waarden van p omdat 5p deelbaar is door 10.
5p(p? + 1) is deelbaar door 10 voor alle oneven waarden van p omdat p? + 1 dan even is.
10(p* + p?) is deelbaar door 10.

Dus (p + 1)° = (p + 1) is deelbaar door 10.

Hiermee is bewezen dat n® — n deelbaar is door 10 voor elk natuurlijke getal.
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Bladzijde 119

@ 1 n=1geeft f(x) =x' geeft f(x)=1-x""1, ofwel f(x)=x geeft f(x) = 1 en dit klopt.

2 Neem aan dat de regel geldt voor n = p, dus dat f(x) = x” geeft f'(x) = p-x"~! en bewijs dat de regel
dan ook geldt voor n=p + 1, dus dat f(x) =x*"! geeft f'(x)=(p+ 1) "
S =xP"=x-xP geeft f(x)=1-P+x-p@ l=x+p-x-x» '=xP+p-xP=(p+ 1

3 Hiermee is bewezen dat f(x) = x" geeft f'(x) = n*x"~! klopt voor alle natuurlijke getallen n > 1.

5

(41 JF E B=13+22+334+42+53=1+8+27+64+125=225 é/é (1424344457

k=1

(1 2+3+4+5)2=152=225

2
b 1+2+3+4+5= Ek dus(1+2+3+4+5)2—(2k)

k=1 k=1
c Volgens de somformule van een rekenkundige rij geldt som = 5 - aantal - (eerste + laatste),

dusEk——-5-(1+5).

d (Ek) =(1+2+3+..+n2=(n-Q+n)=1n20n+1)

k=1

313472341334+ 3453463 = + + 6
eS‘lk PAPAP L1812 164125 4206= M1 [ S0 1 o6

116 (6+1)2=5-36-49 =441

Bladzijde 120
1

®1n=1 geeftE(Sk—4)=%-l-(5 —3) ofwel 1 =1 en dit klopt.
=1
p+1

2Neemaandat2(5k 4)=3p-(5p—3) enbewijs dat > (Sk—4)=3-(p + 1)-(5(p + 1) - 3).
k= k=1
ptl

HethnkerhdgecftE(Sk 4) = E(Sk H+S(p+D)—d=L-p-5p-3)+5p+5-4=20p2+3lp+1.
=1

Het rechterlid geeft} - (p + 1) (5(p+ 1) = 3)=(p+)Gp+2)=21p2 +3Lp + 1.

prl

DusE(Sk H=L-(p+1)-(S(p+1)-3).

3 Hiermee is bewezen dat E(Sk — 4y =2n(5n - 3) voor elk natuurlijk getal n > 1.
=1

1
® 1 r[): 1 geeftzk(k+ D=1-1-(1+1)-(1 +2) ofwel 2 =2 en dit klopt.

ptl
2 Neem aan datzk(k+ 1)=1p(p + 1)(p +2) en bewijs dat 2k(k+ D=3(p+ D(p+2)(p+3).
=1 k=1

p+1

Ek(kﬂ) Ek(k+1)+(p+1)(p+2) (P D(p+2)+(p+ D (p+2)=

(gp +)(p+ 1(p+2) :in(P +3)(p+ D(p+2)=3(p+1)(p+2)(p +3).

3 Hiermee is bewezen dat Ek(k +1) = 3n(n + 1)(n + 2) voor elk natuurlijk getal n> 1.
k=1 -
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1
@ 1 n=1geeft >2F=21"1-2 ofwel 2 =2 en dit klopt.
k=1
p+l
2 NeemaandatEZ"—Z’“ Zenbewusd.at22"—21”r2 25
k=1 k=1

ptl P
N 2k=N 2k 2t =0ptl -2 4 Q¥ =2. 2P 2 =2P72 -2
k=1 k=1

3 Hiermee is bewezen dat 22" =271 -2 vyoor elk natuurlijk getal n > 1.
k=1

@1 n—lgeeftzk(k+1) 1+ ofwel 5 =1 en dit klopt.

p+1
1 p+1
en bewijs dat 2k(k+ D pi2

2 Neemaandatzk(k+1) pil

il 21 1 _p 1 B
Zk(kﬂ) 25D G e D prl DD
p(p+2)+1 _ p2+2p+1 _ (p+1)2 :p+1
(p+1(p+2) (p+D(p+2) (p+1)(p+2) p+2

3 Hiermee is bewezen dat ?1 k(k1+ D n-’Z 1

voor elk natuurlijk getal n > 1.

1
@ | n=1geeft >k*=%-1-(1+1)-(2+1)ofwel 1 =1 en dit klopt.
k=1

P
2 Neem aan dat >, k> = ¢p(p + 1)(2p + 1) en bewijs dat

k=0
Pl
SE=Lp+D(p+1+D2p+1H+D=§p+1)(p+2)2p+3).
k=0
+1
Sie=S ket (p+12=lp(p+ D)2p+1)+(p+ 1=
=0 k-0

Yo+ D) pQp+D)+ip+ 1) 6(p+t1)=t(p+ 1) (p2p+ 1) +6(p+1))=
Lp+ 1)@ +p+6p+6)=Ltp+1)2p*+Tp+6)=g(p+1)(p+2)2p +3)

3 Hiermee is bewezen dat Ekz = In(n+1)(2n + 1) voor elk natuurlijk getal n > 1.
k=0

@ Stel u, = uy-r"
1 n=0 geeft iuozuo(l_l__f_ll
k=0
2 Neem aan dat i u,= M en bewijs datpEHuk= M
p+l k=0 M ;o(ol—fpﬂ)Jr“rpﬂ(l_")

Euk Euk 1= 1-r 1=r

uo(l - rP”) + uorP”(l =) Uy ugP At ugrPt = ugrPt? oy Pt (1 - rP?)

ofwel u; = u, en dit klopt.

1—-r

o+l —
uo r

1-r 1-r 1-r 1-r
uy(1 —rm*h)

n
3 Hiermee is bewezen dat voor een meetkundige rij geldt 2 U, = 1
k=0 -r
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Bladzijde 121
@ Voor de termen van de rij van Fibonacci geldt S=f 1t
0

1 n=0geeft > f,2=f,-f, ofwel 1 =1 en dit klopt.
k=0
prl

p
2 Neem aandat >\ f;2 =/, f,,, en bewijs dat >, ;> =1, ., f,.,.
k=0 k=0

ptl P

kE_Osz . szkz i = S T = T ) = hi S

=0
3 Hiermee is bewezen dat voor de termen van de rij van Fibonacci geldt 2 L2 =Sf Loy
k=0
@ a In de derde figuur kun je zien dat L, = 7.
. De vierde lijn heeft drie snijpunten met de eerste drie lijnen. Bij het eerste snijpunt komen er 2 vlakdelen bij
en byj elk volgend snijpunt komt er 1 vlakdeel bij. Dus L, =7 +4=11.
De vijfde lijn heeft vier snijpunten met de eerste vier lijnen. Bij het eerste snijpunt komen er 2 vlakdelen bij
en bij elk volgend snijpunt komt er 1 vlakdeel bij. Dus L =11+ 5 = 16.
b Bij p getekende lijnen heeft de volgende lijn precies p snijpunten met de al getekende lijnen. Bij het
cerste snijpunt komen er 2 vlakdelen bij en bij elk volgend snijpunt komt er 1 vlakdeel bij. Dus komen er p + 1
vlakdelen bij.
¢ Ly=2geefta+b+c=2.
L,=4geeft4a+2b+c=4.
n="7geeft9a+3b+c=17.
We hebben nu drie vergelijkingen met drie onbekenden. Trek de eerste vergelijking af van de tweede en
de derde vergelijking. Je krijgt het stelsel:
{3a+b=2 2‘ ft{6a+2b=4

8a+2b=5]|1 8a+2b=5_
-2a =-1
1
a=3 1 -
3a+b=2}12+1b :
b=3

a=Xenb=1geeftc=1.

Dus L, =3n+in+1.
d 1 n=1geeftL,=5-12+1-1+1 ofwel 2 =2 en dit klopt.

2 NeemaandatLp=%p2+%p+lenbewijsdatLp+1=%(p+1)2+%(p+1)+1.
Uit vraag b volgtdat L, ., =L, +p + 1.
Het linkerlid geeft L, ,, =L, +p+1=3p2+3p+1+p+1=3p>+ 1ip +2.
Het rechterlid geeft 3(p + 12 +3(p+ D+ 1 =3(p? + 2o+ D+ip+i+1=ip2+p+l+lp+l+1=
2+ 1lp+2.
3 Hiermee is bewezen dat L, = %nz +2n+ 1 voor elk natuurlijk getal n> 1.

0
@ 1 n=0 geeft Eu():% “(0+ 1) (uy + uy) ofwel uy = u, en dit klopt.

k=0
)4 p+1
2 Neem aan dat > u, = 3(p + 1)(uy + u,) en bewijs dat > u, = 5(p + 2)(uy + Uy +1)-
k=0 k=0
ptl
Het linkerlid geeft Euk= gt + o tu, =3(p+ D(uy + u)+tu,, .
k=0 ‘

Gebruik u,,, | = u, + v, met v het verschil van de rij.

Het rechterlid geeft dan %(p +2)(ug+ U, ) = 2+ Dy + u, tv)+ 2y + U, +v)=
%(P'{' 1)(uo+”p)+%(17+ 1)'V+%(uo+up+v):
3O+ Dg+ ) +3(p+ 1) v+ug+u, +v) =
3P+ D ) + 5 T 1) v+, +v) =

T Uy

20+ Dy + ) +3Q2 u,,,) =
%(p + Dy + up) + Upty
3 Hiermee is bewezen dat voor een rekenkundige rij geldt 2 U, = %(n + D(ug + u,).

k=0
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7.4 Andere bewijsmethoden

Bladzijde 123

a L gaat langzamer dan Z, dus heeft L volgens Aristoteles een remmende werking op Z.

b N is zwaarder dan Z, dus valt N volgens Aristoteles sneller dan Z.

¢ De antwoorden van a en b zijn met elkaar in tegenspraak. Het uitgangspunt moet dus onjuist zijn: de
zware bal valt niet sneller dan de lichte bal.

Bladzijde 124

1 Stelling: er bestaat geen kleinste getal x € R waarvoor geldt x > 0.

2 Negatie: er is wel een kleinste getal x waarvoor geldt x > 0.

3 Stel y=1x. Omdat x> 0 geldt 0 <y <x, en dit is in tegenspraak met de negatie.

4 Uit de tegenspraak volgt dat er geen kleinste getal x € R bestaat waarvoor geldt x > 0.
Hiermee is het bewijs geleverd.

Stelling: er bestaan oneindig veel natuurlijke getallen.
Negatie: het aantal natuurlijke getallen is eindig.
3 Omdat het aantal natuurlijke getallen eindig is, moet er een grootste natuurlijk getal x zijn.
Stel y=x+ 1. Omdat x € N geldt ook y € N. Omdat bovendien geldt y > x is dit in tegenspraak met de negatie.
4 Uit de tegenspraak volgt dat er oneindig veel natuurlijke getallen zijn. Hiermee is het bewijs geleverd.

N —

Bladzijde 125

a De rest is steeds 1.

510511
19

¢ Voor het getal N zijn er twee mogelijkheden. N is een priemgetal of N is geen priemgetal.
Als N een priemgetal is, dan hebben we een priemgetal gevonden dat groter is dan P.
Als N geen priemgetal is, dan is N deelbaar door een of meer priemgetallen. Maar dat kunnen niet de
priemgetallen 2, 3, 5, ..., P zijn, want die geven bij deling altijd 1 als rest. Dus is N deelbaar door een
priemgetal groter dan P.
Uit de tegenspraak volgt dat er geen grootste priemgetal P bestaat.
Het aantal priemgetallen is dus oneindig. Hiermee is het bewijs geleverd.

b Uitproberen van priemgetallen groter dan 17 geeft =26869. Dus 510511 is geen priemgetal.

Bladzijde 126

1 Stelling: de karretjes houden elkaar in evenwicht als hun gewichten zich verhouden als de lengten van de
hellingen waarop ze staan.

2 Negatie: de karretjes houden elkaar niet in evenwicht als hun gewichten zich verhouden als de lengten
van de hellingen waarop ze staan.

3 Als de karretjes elkaar niet in evenwicht houden dan zou ook het kralensnoer niet stil kunnen blijven liggen
op de driehoek, maar gaan bewegen. Deze beweging zou bovendien oneindig lang voortduren. Dit kan niet,
en is dus in tegenspraak met de negatie.

4 Uit de tegenspraak volgt dat de karretjes elkaar in evenwicht houden als hun gewichten zich verhouden als
de lengten van de hellingen waarop ze staan. Hiermee is het bewijs geleverd.

Bladzijde 127

1 Stelling: minstens één werknemer heeft 7 of meer mails ontvangen.

2 Negatie: geen enkele werknemer heeft 7 of meer mails ontvangen.

3 Omdat 73 werknemers ieder maximaal 6 mails ontvangen is het totale aantal mails hoogstens 73 - 6 = 438.
Dit is in tegenspraak met het gegeven dat er 439 mails zijn binnengekomen.

4 Uit de tegenspraak volgt dat minstens één werknemer 7 of meer mails heeft ontvangen. Hiermee is het bewijs
geleverd.

a In het ongunstigste geval vinden de kinderen eerst alle rode en alle blauwe eieren. Vervolgens moeten ze nog twee
(gele) eieren vinden om er zeker van te zijn dat ze minstens twee gele eieren hebben. Dus 10 + 30 + 2 = 42 eieren.
b In het ongunstigste geval vinden de kinderen eerst alle gele en alle blauwe eieren. Vervolgens moeten ze nog twee
(rode) eieren vinden om er zeKker van te zijn dat ze minstens twee rode en drie blauwe eieren hebben.
Dus 20 + 30 + 2 = 52 eieren.
¢ Als er geen drie eieren met dezelfde kleur bij zijn, dan hebben de kinderen maximaal zes eieren gevonden: van
iedere kleur twee. Bij het zevende ei ben je er zeker van dat minstens drie eieren dezelfde kleur hebben.
Dus zeven eieren.
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Bladzijde 128
@ a Het mogelijke aantal haren zijn de laden en de inwoners van Rotterdam zijn de knikkers. Er zijn dus

250001 laden en 618000 knikkers.
Leg in elk van de laden 2 knikkers.
Er blijven dan 117 998 knikkers over die ook verdeeld moeten worden.
Er is dus altijd een lade met minstens 3 knikkers.
Er zijn dus minstens drie inwoners in Rotterdam met precies hetzelfde aantal haren op het hoofd.

b Nee. Bij vraag a is alleen bewezen dat er minstens drie inwoners van Rotterdam zijn met precies
hetzelfde aantal haren. Daar hoeft Elise niet bij te zijn.

@ Verdeel de driehoek in vier gelijkzijdige driehoeken met zijden van 1 cm door de middens van de zijden
met elkaar te verbinden
Deze 4 drichoeken zijn de laden en de 5 punten zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Er zijn dus minstens twee punten die minder dan 1 cm van elkaar af liggen.

@ a Stel de getallen zijn 3p, + g en 3p, + q. Het verschil is 3p, + g — B3p, + 9) =3p, — 3p, = 3(p; — p,).
Dit verschil bevat een factor 3 en is dus deelbaar door 3.
b Schrijf elk getal in de vorm 3p + g met g € {0, 1, 2}. De 3 waarden van ¢ zijn de laden en de

" \getallen a, b, c en d de knikkers.

" Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er is dus minstens één paar getallen bij waarvan het verschil een drievoud is.

@ Er zijn vier mogelijke tweetallen met verschil 4. Dit zijn {1, 5}, {2, 6}, {3, 7} en {4, &}.
Deze 4 tweetallen zijn de laden en de 5 gekozen getallen de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er is dus minstens een tweetal getallen bij waarvan het verschil 4 is.

22
@ Er zijn ( 5 ) = 231 mogelijke tweetallen leerlingen.

Deze 231 tweetallen zijn de laden en de 22 - 11 = 242 verstuurde kaarten zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.

Er blijven dan 11 knikkers over die ook verdeeld moeten worden.

F  ijn dus altijd laden met minstens 2 knikkers.

k. ,ﬁjn dus minstens twee leerlingen die elkaar een kaart sturen.

@ Iedere oud-leerling heeft 0, 1, ..., n — 1 kennissen onder de aanwezigen.
De mogelijkheden ‘0 kennissen’ en ‘n — 1 kennissen’ sluiten elkaar echter uit, want dan zou er 1 persoon
zijn die iedereen kent en 0ok 1 persoon die niemand kent, en dat kan niet. Er zijn dus » — 1 mogelijkheden
voor het aantal kennissen.
Dit aantal mogelijke kennissen zijn de laden, de » aanwezige personen zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.
Er zijn dus minstens twee oud-leerlingen die hetzelfde aantal kennissen hebben onder de aanwezigen.

Bladzijde 129
@ Bepaal voor iedere gast hoeveel posities de tafel gedraaid moet worden zodat de gast op de goede plek zit.
Dit aantal posities is voor elke gast minimaal 1 en maximaal 7. Zo krijg je 7 laden, de 8 personen zijn de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Het is dus mogelijk de tafel zo te draaien dat minstens twee van de acht gasten op de goede plek zitten.
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@ =

b

at+b=2n+1+2p+1=2n+2p+2=2n+p+1)

Dus a + b kan geschreven worden in de vorm 2g met g € N, dus a + b is even.
Stel de getallen zijn a en b met a < b. Dan geldt b=a + 1.
atb=gta+1=2a+1

De som is van de vorm 2n + 1 met n € N, dus de som is oneven,

Bladzijde 131

@ a

Stel de getallen zijna=2p+ lenb=2g + 1, metp,g € N.

Danisa-b=2p+ 1)2q+1)=4pg+2p+2g+1=2-Cpg+p+gqg)+1.

Dus a- b kan geschreven worden in de vorm 2n + 1 met n € N, dus a- b is oneven.
Stel de getallen zijna=2penb=2¢g + 1, met p, g € N.

A+b+1 (2py+QRq+1y+1 4p*+4gi+4g+1+1 4p*+4g°+4q+2

Dani -
an is ) 2 >
207 +2q*+2g+1=2(p* +g*+¢q) + 1.
2 + B2 + 2 + 2 +
Dus 9—-—3—1 kan geschreven worden in de vorm 2z + 1 met n € N, dus a_g__l is oneven.

Negatie: als p? ~ 1 geen drievoud is, dan is p geen drievoud.

De mogelijkheden voor p zijn p=3g + 1 en p=3¢g + 2.
pPP-1=0CBg+1)>-1=9¢2+6g+1—-1=9¢4>+6g=33¢>+29)
PP—1=(3q+2)2-1=9¢+12g+4-1=9¢>+12g +3=33g* +4g +1)

Dus p? — 1 kan geschreven worden in de vorm 37 met n € N, dus p? — 1 is een drievoud.
Je vindt dus een tegenspraak. Dus als p? ~ 1 geen drievoud is, dan is p wel een drievoud.

Negatie: er bestaan natuurlijke getallen x en y waarvoor geldt x> — y? = 10.

x>—y*=10
(x+y)x—-y)=10
10
x+y—x_y
Het getal 10 heeft de delers 1, 2, 5 en 10. De som x + y kan geen 1 of 2 zijn omdat x + y dan kleiner is

danx—y. Dusx+y=50f x+y=10.
{x-l—y:f en{x-i—y: 10

x—y=2 x—y=1
Optellen van de vergelijkingen en delen door 2 geeft x = 32 en x = 55.
Hieruit volgen voor y de waarden y = 13 en y = 4%.
Deze vplossingen zijn in tegenspraak met het gegeven dat x en y natuurlijke getallen zijn.
Dus bestaan er geen natuurlijke getallen x en y waarvoor geldt x? —y? = 10.

zijn de stelsels.

Bladzijde 132

@D a

Negatie: x = %, waarbij a en b geen gemeenschappelijke delers hebben, is oplossing van de vergelijking
P+x+1=0.
x=%substitueren inx3+x+1=0geeft (%)3+%+ 1=0

@P+ab?+b3=0
Als a en b beide even zijn, dan hebben ze beide de deler 2. Maar we hebben aangenomen dat a en b geen
gemeenschappelijke delers hebben. Dus @ en b kunnen niet beide even zijn.

d De gevallen a en b beide oneven, a even en b oneven of @ oneven en b even.

Als a en b beide oneven zijn, dan is @ + ab? + b de som van drie oneven getallen en dus oneven.
Als a even en b oneven is, dan zijn a® en ab? beide even en is b3 oneven. Dus is @ + ab? + b oneven.
Als a oneven is en b even, dan is a® oneven en zijn ab? en b even. Dus is a® + ab? + b oneven.

Je vindt dus een tegenspraak, want a® + ab® + b’ is oneven en kan niet gelijk zijn aan 0.

Uit deze tegenspraak volgt dat de vergelijking x* + x + 1 = 0 geen oplossing van de vorm x = 2 heeft.
Hiermee is bewezen dat de vergelijking x* + x + 1 = 0 geen rationale oplossingen heeft.

Stel het natuurlijk getal » heeft k priemfactoren, dus n=p, p,-... p,.
Nu geldt n? = (py*p, .. P> =p1"P1" Py P - Dy Pre

Dus #n? heeft 2k priemfactoren.

Het aantal priemfactoren van een kwadraat is dus even.
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b Negatie: \/5 is een rationaal getal.

Stel \/5= %, met a, b € N en waarbij a en b geen gemeenschappelijke delers hebben.

Nu geldt (%)2 — 5 ofwel a? = 5b2.

Het linkerlid van a® = 5b” heeft een even aantal priemfactoren en het rechterlid een oneven aantal.
Je vindt dus een tegenspraak.

2
Dus (%) kan niet gelijk zijn aan 5, en hieruit volgt dat /S een irrationaal getal is.

@ a Negatie: er bestaan natuurlijke getallen x en y waarvoor geldt x2 — 4y =72.

b x2—4y=2
x*=4y+2
=202 +1)

x% is van de vorm 2n met n € N. dus x? is even.

¢ x?is even, dus x is even.
Stel x = 2n, met n € N. Dit geeft
Cn)? =22y + 1)
22n%) =22y + 1)
2n? =2y +1
Het linkerlid van deze uitdrukking is even, en het rechterlid is oneven. Je vindt dus een tegenspraak.
Sr bestaan dus geen natuurlijke getallen waarvoor geldt x> — 4y = 2.

!
@ 1 Stelling: \/10 is een irrationaal getal.
2 Negatie: /10 is een rationaal getal.

3 Stel /10 = %, met a, b € N en waarbij a en b geen gemeenschappelijke delers hebben. Dus @ en b

kunnen niet beide even zijn.

Nu geldt (%)2 = (JEY

2

a
ﬁ= 10
a?=10b2

Het rechterlid is even, dus @ is even en dus is g ook even.
Neem a =2n, met n € N. Je krijgt (2n)* = 1052

4n? = 10b?

2n? = 5b%
Hieruit volgt dat 5 en dus ook b even moet zijn.

Als a en b echter beide even zijn, kan de breuk % vereenvoudigd worden.

)t is in tegenspraak met de aanname dat g en b geen gemeenschappelijke delers hebben.
4 Hiermee is bewezen dat /10 een irrationaal getal is.

@ 1 Stelling: de vergelijking 2* = 3 heeft geen rationale oplossingen.
2 Negatie: de vergelijking 2* = 3 heeft rationale oplossingen.

3 Stelx=%,meta,be N.

Nu geldt 25 = 3.

ays
>
24 = 3b
Het linkerlid bevat alleen factoren 2, en is dus een even getal.
Het rechterlid bevat alleen factoren 3, en is dus een oneven getal.

Je vindt dus een tegenspraak.
4 Hiermee is bewezen dat de vergelijking 2* = 3 geen rationale oplossingen heeft.
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5
em S@:&_

O 2£4=24)

© £4CG=90°+ £4CB

O «c=«cC

Diagnostische toets

Bladzijde 134

© <4=24

4D _1

AC 3
AE 13

_1
AB 41 3

AABC v AAED (zhz)

Uit AABC v AAED volgt LAED = £ ABC, dus DE // BC (F-hocken).

ZDEF = £ BCF (Z-hoeken)
/EDF = /CBF (Z-hoeken)}ADEF v ABCF (hh)
AD _1 (ED _1
t 4 4D _ 1 1
Uit AABC v A EDenAC 3v1 o=y
DE 1

1

EF ——==v
Uit AD mABCFenBC 5 volgt o =7
BF _BF 3

BD DF+BF 4
4-BF=3-BD
BF =3BD

AF _ 1
AC 2 {AADF o AABC (7hz)
4D 1

AB 2 )
Uit AADF v AABC volgt LAFD = £ C, dus DF // BC (F-hoeken).
LB =/R)
BE _1

BC 2 \ABDE w ABAC (zhz)
BD 1

BA 2 )
Uit ABDE v ABAC volgt £ BED = Z C, dus DE // AC (F-hoeken).

ZBED = £ D, (Z-hoeken) _
/BED=/C 4D,=2C

ZDCB =90° + AACB} 2ACG = 2DCB

AC = CD (vierkant)
BC = CG (vierkant) } AACG £ ADCB (ZHZ), dus AG = BD.
LACG= £ZDCB

LCAD = ZLABC (gegeven)} A4BC » ADAC (hb)
AC _BC

i <& DS 2_
Uit AABC v» ADAC volgt D= AC’ dus AC*=BC-CD.
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e Zie de figuur.

LA+ Z£C,=180° (koordenvierhoek)} I
£C, = £C;(overstaande hoeken) =L G 10
LCy+ LPy+ Z£Q, = 180° (hoekensom driehoek)

Dus ZLCPQ + £COP = ZA.

}4A=4ﬂ+4Q1

Bladzijde 135
e a Teken DE.

A

£LF, = £D, (constante hoek)
ZE,,=90°Thales) LF, + Z£C;+90°=180°
LDy + LC) + LE |, =180° (hoekensom driehoek) | £LF, + £LC, =90°
Dus ZECD + LEFC = 90°.
b Zie de figuur.

LA+ £C;+90° =180° (hoekensom driehoek), dus L4 + £C; =90° A= JF
ZF + Z£C,=90° (vraag a) !

LA=LF, e
ZLF,+ ZF,=180° (gestrekte hoek)}AA tedg =1l
Dus ABFE is een koordenvierhoek (koordenvierhoek).
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o Noem de middelpunten van de cirkels M en N.

MA = NA (gegeven)
MB = NB (gegeven) | AMAB L ANAB (ZZZ), dus £ AMB = ZANB
AB=AB

ZAMB = ZANB
4P, =y £AMB (omtrekshoek) § /p — /0

ZQ, =12 ANB (omtrekshoek)

Dus driehoek PAQ is gelijkbenig en hieruit volgt AP = AQ.

031

n=1geeft 32°1*1 + 21"1=33 420 =27 4 ] = 28 en dat is deelbaar door 7.

2 Neem aan dat 327*1 + 27 "1 deelbaar is door 7 en bewijs dat 32(P*D*1 + 2 *+1-1 deelbaar

b1

c 1

3

is door 7.

32(p+1)+] +op+l-1 = 32p+2+1 +2pT1-1=732. 32p+1 + 21 . 2p—1 =9. 32p+1 +2.2p" 1=
7-32+1 4 2(32p+1 + 2p*l)

7-322*1 is deelbaar door 7 omdat deze term een factor 7 bevat.

2(3%*1 + 2P~ 1) is deelbaar door 7 vanwege de inductichypothese.

Dus 7-3%*1 +2(3%*1 42771 is deelbaar door 7.

Hiermee is bewezen dat 327 +1 + 27 ~1 deelbaar is door 7 voor elk natuurlijk getal n> 1.

1
n=1geeft > (4k—1)=2-12+ 1 ofwel 3 =3 en dit klopt.

k=1
P ptl

Neem aan dat 2(4k— 1) =2p? + p en bewijs dat E(4k— D=2(p+ 12+ (p+1).
k=1 k=1

ptl b4

> @k-1)=>@k-1)+4(p+ 1)~ 1=2p>+p+4(p+1)—1=2p2+p+dp+4—1=
k=1 k=1

202 +4p+2+p+1=2p* +2pt D tp+1=2(p+ 1y +(p+1)

Hiermee is bewezen dat 2(4k — 1) = 2n% + n voor elk natuurlijk getal n > 1.
k=1

0
n=0geeft > 3-2F=6-2°—3 ofwel 3 =3 en dit klopt.

k=0
P ptl
Neemaandat23-2k=6-21’—3 enbewijsdat23-2":6-21”1—3_
k=0 k=0
p+l y4
>3:26=33.2k+3.271=6-2P~3+3-2°71=3.2.2° -3 +3-2°%1=
k=0 k=0

3.2041-3 432041 =6-2041 =3

Hiermee is bewezen dat E 3-2k=6-2"—3 voor elk natuurlijk getal n.
k=0
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o a Er zijn tien mogelijke tweetallen met verschil 10, Dit zijn {1, 11}, {2, 12}, {3, 13}, ..., {10, 20}.
Deze 10 tweetallen zijn de laden en de 11 gekozen getallen de knikkers.
Leg in elk van de laden 1 knikker.
Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.
Er is dus altijd een lade met minstens 2 knikkers.
Er is dus minstens een tweetal getallen bij waarvan het verschil 11 is.
b Er zijn vier mogelijke tweetallen met som 12. Dit zijn {2, 10}, {3, 9}, {4, 8}, {5, 7}.
Dit zijn de vier laden. De getallen 1 en 6 hebben geen complement dat als som 12 geeft, en zijn dus
knikkers zonder bijpassende lade.

In het ongunstigste geval kies je bij de zeven getallen de knikkers 1 en 6 die je niet in een lade kwijt kunt.

Er blijven dan 5 knikkers over die wel een corresponderende lade hebben.
Leg in elk van de laden 1 van deze 5 knikkers.

Er blijft dan 1 knikker over die ook in een lade moet worden gestopt.

Er is dus altijd een lade met minstens twee knikkers.

Er zijn dus minstens twee getallen bij waarvan de som 12 is.

1 Stelling: er bestaan geen positieve gehele getallen waarvoor geldt 4x% — y? = 5.
2 Negatie: er bestaan positieve gehele getallen waarvoor geldt 4x? —y? = 5.
3 4x2-3y?=5
Cx—y)2x+y)=5
: ﬁx +y =

S 2x —y
Omdat 2x + y > 2x —ymoet gelden 2x + y=5en2x —y = 1.

2x+y=35

Dit geeft het stelsel { 2m—y=1"

Optellen van de vergelijkingen en delen door 4 geeft x = 13.
Dit is in tegenspraak met het gegeven dat x en y positieve gehele getallen zijn.
4 Dus er bestaan geen positieve gehele getallen x en y waarvoor geldt 4x? —y? = 5.
@ 1 Stelling: de som van een rationaal getal % en een irrationaal getal p is irrationaal.

2 Negatie: de som van een rationaal getal % en een irrationaal getal p is rationaal.

3 %+p is rationaal, dus stel % +p= 5, metc, d e Z.

a C

b P g
_c_a

P=a b
/ bc—ad

P=

Omdat in de teller en in de noemer gehele getallen staan is p een rationaal getal.
Dit is in tegenspraak met de aanname dat p irrationaal is.

4 Hiermee is bewezen dat % + p een irrationaal getal is.
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