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	 1	 a	 y = x2 − 12x − 4
	 y = x2 − 12x + 36 − 36 − 4
	 y = (x − 6)2 − 40
b	 y = 2x2 + 4x + 3
	 y = 2(x2 + 2x) + 3
	 y = 2(x2 + 2x + 1 − 1) + 3
	 y = 2(x + 1)2 − 2 · 1 + 3
	 y = 2(x + 1)2 + 1
c	 y = 3x2 − 6x
	 y = 3(x2 − 2x)
	 y = 3(x2 − 2x + 1 − 1)
	 y = 3(x − 1)2 − 3 · 1
	 y = 3(x − 1)2 − 3

d	 y = 1 12 x2 − 6x + 3

	 y = 1 12 (x2 − 4x) + 3

	 y = 1 12 (x2 − 4x + 4 − 4) + 3

	 y = 1 12 (x − 2)2 − 1 12 · 4 + 3

	 y = 1 12 (x − 2)2 − 3

	 2	 a	 f (x) = 3x2 − 6x − 24	 f (x) = 3x2 − 6x − 24
	 f (x) = 3(x2 − 2x − 8)	 f (x) = 3(x2 − 2x) − 24
	 f (x) = 3(x + 2)(x − 4)	 f (x) = 3(x2 − 2x + 1 − 1) − 24
	 						      f (x) = 3(x − 1)2 − 27
b	 Met f (x) = 3(x − 1)2 − 27, de top is (1, −27).
c	 Met f (x) = 3(x + 2)(x − 4), de snijpunten met de x-as zijn (−2, 0) en (4, 0).
d	 Met f (x) = 3x2 − 6x − 24 kun je handig het snijpunt met de y-as berekenen, 

deze is (0, −24).

	 3	 a	 f (x) = 0 geeft x = 6 of x = −12.
	 De snijpunten met de x-as zijn (−12, 0) en (6, 0).
	 xtop = 1

2 (6 + −12) = −3 en ytop = f (−3) = = −6 · −9 · 9 = 486
	 De coördinaten van de top zijn (−3, 486).
b	 De coördinaten van de top zijn (−1, −18).
	 g(x) = 0 geeft 2(x + 1)2 − 18 = 0 ofwel 2(x + 1)2 = 18.
	 (x + 1)2 = 9
	 x + 1 = −3 of x + 1 = 3
	 x = 2 of x = −4
	 De snijpunten met de x-as zijn (−4, 0) en (2, 0).
c	 h(x) = x2 + 4x − 12
	 h(x) = (x + 6)(x − 2)
	 h(x) = 0 geeft x = −6 of x = 2.
	 De snijpunten met de x-as zijn (−6, 0) en (2, 0).
	 xtop = 1

2 (−6 + 2) = −2 en ytop = h(−2) = (−2 + 6)(−2 − 2) = 4 · −4 = −16
	 De coördinaten van de top zijn (−2, −16).
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	 4		  De coördinaten van de top zijn (2, −3) dus
	 f (x) = a(x − 2)2 − 3.
	 De grafiek gaat door het punt (5,6), dus f (5) = 6.
	 f (5) = a(5 − 2)2 − 3 = 6
	 9a − 3 = 6
	 9a = 9, dus a = 1
	 Het functievoorschrift is f (x) = (x − 2)2 − 3.
	 f (0) = (0 − 2)2 − 3 = 4 − 3 = 1

	 5	 a	 y = (2t + 1)2			   c	 y = 42p(4
1
3 p − 4−3p)

	 y = (2t)2 + 2 · 2t + 1		  y = 42 
1
3 p − 4−p

	 y = 22t + 2t+1 + 1
b	 y = (32x − 4)(3−2x + 2)	 d	 y = (72p + p)(73p − 6)
	 y = 30 + 32x · 2 − 4 · 3−2x − 8		  y = 75p − 6 · 72p + p · 73p − 6p
	 y = 2 · 32x − 4 · 3−2x − 7

	 6	 a	 y =
1

√4x
· 3√x			  d	 y =

4

√5x
· x3 ·

1

2√3x
	 y = x− 

1
4 · 3x

1
2				    y = 4 · x− 

1
5 · x3 · 1

2 · x
− 

1
3

	 y = 3 · x
1
4					     y = 2 · x2 

7
15

b	 y = (−2x)3 · (√3x4)3	 e	 y = ( x

√3 2x)
3

	 y = (−2)3 · x3 · (x
4
3)3		  y = ( x

(2x)
1
3
)3

	 y = −8 · x3 · x4			   y = =
x3

2x

	 y = −8 · x7				    y = 1
2 x2

c	 y =
(1

2 x)3

4√3x
				   f	 y = (√5x)4 · (−2x)−3

	 y =
1
8 x3

4x
1
3

					     y = ((5x)
1
2)4 · (−2)−3 · x−3

	 y = 1
4 x− 

1
3 · 1

8 x3			   y = (5x)2 · − 18 · x
−3

	 y = 1
32 · x

2 
2
3				    y = 25 · x2 · − 18 · x

−3

	 							       y = −3 18 · x
−1

	 7	 a	 f (x) = 2 · 3log(x) + 3log(3x)
	 f (x) = 3log(x2) + 3log(3x)
	 f (x) = 3log(x2 · 3x)
	 f (x) = 3log(3x3)
b	 f (x) = 7log(x − 3) + 2 · 7log(x) − 2
	 f (x) = 7log(x − 3) + 7log(x2) − 7log(49)
	 f (x) = 7log((x − 3) · x2 : 49)
	 f (x) = 7log( 1

49 x2(x − 3))
	 f (x) = 7log( 1

49 x3 − 3
49 x2)
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c	 f (x) = 5 · log(x) + 2 · log(3x) − 1
2 · log(x4)

	 f (x) = log(x5) + log((3x)2) − log((x4)
1
2)

	 f (x) = log(x5) + log(9x2) − log(x2)

	 f (x) = log(x5 · 9x2

x2 )
	 f (x) = log(9x5)
d	 f (x) = 3 · log(2x) + 2 · log(4 + x) − 1
	 f (x) = log((2x)3) + log((4 + x)2) − log(10)

	 f (x) = log( 1
10 · 8x3 · (4 + x)2)

	 f (x) = log(4
5 x3 · (4 + x)2)

	 8		  f (x) =
2

x − 1
+

3
x

	 f (x) =
2x

x(x − 1)
+

3(x − 1)

x(x − 1)

	 f (x) =
2x

x(x − 1)
+

3x − 3
x(x − 1)

	 f (x) =
5x − 3
x(x − 1)

	 9	 a	 f (x) =
1
x

−
2

x + 3

	 f (x) =
1 · (x + 3)

x(x + 3)
−

2x
x(x + 3)

	 f (x) =
−x + 3
x(x + 3)

b	 g(x) =
2

3x2 −
1

x + 3

	 g(x) =
2(x + 3)

3x2(x + 3)
−

3x2

3x2(x + 3)

	 g(x) =
2x + 6 − 3x2

3x2(x + 3)

c	 h(x) =
sin(x)
x

−
2x

cos(x)

	 h(x) =
sin(x)cos(x)

xcos(x)
−

2x2

xcos(x)

	 h(x) =
sin(x)cos(x) − 2x2

xcos(x)

d	 k(x) =
1

√x
+

2
x

−
3

x√x

	 k(x) =
x

x√x
+

2√x
x√x

−
3

x√x

	 k(x) =
x + 2√x − 3

x√x
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	 10	 a	 y = √1
9 x + √121x = 1

3 √x + 11√x = 11 13 √x
b	 y = √27x − √75x = 3√3x − 5√3x = −2√3x

c	 y = 2√18x + 1
2 √288x = 6√2x + 1

2 · 12√2x = 12√2x

	 11	 a	 2pq = p + q			   c	 4p3 = q − 6

	 2pq − p = q				    p3 = 1
4 q − 1 12

	 p(2q − 1) = q			   p = √3 1
4 q − 1 12

	 p =
q

2q − 1

b	 √p + q = 4			   d	 ep = √q
	 √p = 4 − q				    p = ln(√q)

	 p = (4 − q)2				    p = 1
2 ln(q)

	 12	 a	 Bij spiegelen in de lijn y = x verwissel je y en x.
	 De formule y = x2 − 2x wordt dan x = y2 − 2y.
	 Nu kwadraat afsplitsen, dit geeft x = y2 − 2y + 1 − 1 = (y − 1)2 − 1.
b	 Uit x = (y − 1)2 − 1 volgt (y − 1)2 = x + 1 en hieruit volgt

	 y − 1 = −√x + 1 of y − 1 = √x + 1

	 y = 1 − √x + 1 of y = 1 + √x + 1.
	 Dit is niet de grafiek van een functie, want bij sommige x-waarden zijn er 

twee y-waarden.

	 13	 a	 Dit is het geval bij C: x − 3 = y2 − 4y + 4 want
	 x − 3 = (y − 2)2

	 y − 2 = −√x − 3 of y − 2 = √x − 3.
	 Bij sommige waarden van x zijn er twee waarden van y.

b	 A	 √xy = x geeft xy = x2 dus y = x (mits x ≥ 0)

	 B	 x + 1 =
2

y(x − 1)
 geeft y =

2
(x + 1)(x − 1)

=
2

x2 − 1

	 D	 x = 3log(y − 2

7 ) geeft 
y − 2

7
= 3x dus y = 2 + 7 · 3x

	 14	 a	 p =
t + 4
t + 3

=
t + 3 + 1
t + 3

= 1 +
1

t + 3
 dus p − 1 =

1
t + 3

b	 t = 2 − 1
2 s invullen in p − 1 =

1
t + 3

 geeft p − 1 =
1

2 − 1
2 s + 3

	 p − 1 =
1

5 − 1
2 s

	 5 − 1
2 s =

1
p − 1

	 1
2 s = 5 −

1
p − 1

 dus s = 10 −
2

p − 1
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c	 t = 2 − 1
2 s geeft 12 s = 2 − t ofwel s = 4 − 2t.

	 s = 3 invullen in s = 4 − 2t geeft 3 = 4 − 2t dus t = 1
2.

	 Dit laatste invullen in p =
t + 4
t + 3

 geeft p =
1
2 + 4
1
2 + 3

=
4 12

3 12
=

9
7

= 1 27

	 15	 a	 12 − 2(3q − 4) = 4	 c	 3p + 5(6 − 1,2p) = 0
	 12 − 6q + 8 = 4			   3p + 30 − 6p = 0
	 −6q = −16				    −3p = −30
	 q = 2 23						     p = 10
b	 4 − 3(k − 2) = 3 − 5k	 d	 2,3y − 5(5,3 − 2y) = 1,7y
	 4 − 3k + 6 = 3 − 5k		  2,3y − 26,5 + 10y = 1,7y
	 2k = −7					     10,6y = 26,5
	 k = −3 12					     y = 2,5

	 16	 a	 {3a + 2b = 14
−2a + b = 5

	 Uit de onderste vergelijking volgt b = 2a + 5.
	 Dit substitueren in de bovenste vergelijking geeft
	 3a + 2(2a + 5) = 14
	 3a + 4a + 10 = 14
	 7a = 4
	 De oplossing is: a = 4

7 en b = 2 · 4
7 + 5 = 6 17

b	 {0,1p − 1,3q = 2,4
0,4p + 2q = 2,4

 vermenigvuldigen met 10 geeft

	 { p − 13q = 24 
4p + 20q = 24

	 Uit de bovenste vergelijking volgt p = 13q + 24.
	 Dit substitueren in de onderste vergelijking geeft
	 4(13q + 24) + 20q = 24
	 52q + 96 + 20q = 24
	 72q = −72
	 De oplossing is: q = −1 en p = 13 · −1 + 24 = 11.

c	 { x2 + y = 5   
5x + 3y − 7 = 0

	 Uit de bovenste vergelijking volgt y = 5 − x2.
	 Dit substitueren in de onderste vergelijking geeft
	 5x + 3(5 − x2) − 7 = 0
	 5x + 15 − 3x2 − 7 = 0
	 −3x2 + 5x + 8 = 0
	 D = 25 − 4 · −3 · 8 = 121

	 x =
−5 − 11

−6
= 2 23 of x =

−5 + 11
−6

= −1

	 De oplossingen zijn: x = 2 23 en y = −2 19 of x = −1 en y = 4.
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d	 {x2 + 5y + 4 = 0
3x2 + 2y2 = 80

	 Uit de bovenste vergelijking volgt x2 = −5y − 4.
	 Dit substitueren in de onderste vergelijking geeft
	  3(−5y − 4) + 2y2 = 80
	 2y2 − 15y − 92 = 0
	 D = 152 − 4 · 2 · −92 = 961

	 y =
15 − 31

4
= −4 of y =

15 + 31
4

= 11 12 (voldoet niet)

	 y = −4 geeft x2 = 16, dus x = 4 of x = −4.
	 De oplossingen zijn: x = −4 en y = −4 of x = 4 en y = −4.

	 17	 a	 4 · 32x = 24			   d	 3x−5 = 96
	 32x = 6					     x−5 = 32
	 2x = 3log(6)				    x−5 = 25

	 x = 1
2 ·

3log(6)			   x = 1
2

b	 12 · 23−5x + 8 = 32	 e	 10 − (1
2 x)5 = −34

	 12 · 23−5x = 24			   (1
2 x)5 = 44

	 23−5x = 2					    1
2 x = √5 44

	 3 − 5x = 1				    x = 2√5 44
	 x = 2

5

c	 5 · 4−x+1 − 35 = 0	 f	 1
2 x8 + 12 = 15

	 5 · 4−x+1 = 35			   1
2 x8 = 3

	 4−x+1 = 7					    x8 = 6
	 −x + 1 = 4log(7)		  x = −√8 6 en x = √8 6
	 x = 1 − 4log(7)

	 18	 a	 3log(x) + 3log(7) = 2
	 3log(7x) = 2
	 7x = 9
	 x = 1 27

b	
1
2log(x + 4) −

1
2log(2x) = −1

	
1
2log(x + 4

2x ) = −1

	
x + 4

2x
= 2

	 x + 4 = 4x
	 4 = 3x
	 x = 1 13
c	 6 − 3log(x + 5) = 4
	 3log(x + 5) = 2
	 x + 5 = 9
	 x = 4
d	 4log(2x + 1) + 2 ·  4log(3) = 1 12 +  4log(9x)
	 4log(2x + 1) +  4log(9) = 4log(8) +  4log(9x)
	 9(2x + 1) = 8 · 9x
	 2x + 1 = 8x
	 1 = 6x
	 x = 1

6
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	 19	 a	 x2(2x − 1) = 36(2x − 1)
	 x2 = 36 of  2x − 1 = 0
	 x2 = 36 of  2x = 1
	 x = −6 of x = 6 of x = 0 

b	 (3log(4x − 1) + 2)2 = 16
	 3log(4x − 1) + 2 = 4 of  3log(4x − 1) + 2 = −4
	 3log(4x − 1) = 2 of  3log(4x − 1) = −6
	 4x − 1 = 9 of  4x − 1 = 3−6

	 4x = 10 of  4x = 1 + 3−6

	 x = 2 12  of  x = 1
4 + 1

4 · 729 = 730
2916 = 365

1458

c	 (x3 + 2)2 = (3 − 2x3)2

	 x3 + 2 = 3 − 2x3 of  x3 + 2 = −3 + 2x3

	 3x3 = 1 of −x3 = −5
	 x3 = 1

3  of x3 = 5

	 x = √3 1
3 of  x = √3 5

d	 (ln(x) + 5)2 (x − 1) = 16(x − 1)
	 x − 1 = 0 of  (ln(x) + 5)2 = 16
	 x = 1 of  ln(x) + 5 = −4 of ln(x) + 5 = 4
	 x = 1 of  ln(x) = −9 of  ln(x) = −1

	 x = 1 of  x =
1
e9  of  x =

1
e

	 20	 a	 5 + √3x − 10 = 8
	 √3x − 10 = 3
	 3x − 10 = 9
	 3x = 19
	 x = 6 13

b	 4x + √x = 2x + 6
	 √x = −2x + 6
	 x = 4x2 − 24x + 36
	 4x2 − 25x + 36 = 0
	 D = 625 − 4 · 4 · 36 = 49

	 x =
25 − 7

8
= 2 14 of x =

25 + 7
8

= 4 (voldoet niet)

	 Oplossing: x = 2 14

c	 √8 − 4x = 4x + 4
	 8 − 4x = (4x + 4)2

	 8 − 4x = 16x2 + 32x + 16
	 16x2 + 36x + 8 = 0
	 4x2 + 9x + 2 = 0
	 D = 81 − 4 · 4 · 2 = 49

	 x =
−9 − 7

8
= −2 (voldoet niet) of x =

−9 + 7
8

= − 14

	 Oplossing: x = − 14
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d	 4x − 3√6 + x = 2x − 7
	 3√6 + x = 2x + 7
	 9(6 + x) = (2x + 7)2

	 54 + 9x = 4x2 + 28x + 49
	 4x2 + 19x − 5 = 0
	 D = 192 − 4 · 4 · − 5 = 441

	 x =
−19 − 21

8
= −5 (voldoet niet) of x =

−19 + 21
8

= 1
4

	 Oplossing: x = 1
4

	 21	 a	
−27
x − 4

= 9x			   c	 1 +
3

x4 + 1
= x4

	 −27 = 9x(x − 4)			
3

x4 + 1
= x4 − 1

	 9x2 − 36x + 27 = 0		  (x4 + 1)(x4 − 1) = 3
	 x2 − 4x + 3 = 0			   x8 − 1 = 3
	 (x − 3)(x − 1) = 0		  x8 = 4
	 x = 3 of  x = 1			   x4 = 2
	 							       x = −√4 2 of x = √4 2

b	
5

2 − 3x
=

6
3x

			   d	
x

x + 5
=

4
x

− 3

	 5 · 3x = 12 − 6 · 3x		
x

x + 5
=

4 − 3x
x

	 11 · 3x = 12				    x2 = (x + 5)(4 − 3x)

	 3x = 12
11					     x2 = 4x − 3x2 + 20 − 15x

	 x = 3log(12
11)				    4x2 + 11x − 20 = 0

	 							       D = 121 − 4 · 4 · −20 = 441

	 							       x =
−11 − 21

8
 of x =

−11 + 21
8

	 							       x = −4 of x = 1 14

	 22	 a	 4x − 2x − 12 = 0
	 (2x)2 − 2x − 12 = 0 substitutie van 2x = t geeft
	 t2 − t − 12 = 0
b	 t2 − t − 12 = 0
	 (t − 4)(t + 3) = 0
	 t = 4 of  t = −3
c	 t = 4 of  t = −3 substitutie van t = 2x geeft
	 2x = 4 of 2x = −3
	 x = 2  (2x = −3 heeft geen oplossing)
d	 9x − 3x+1 = 18
	 (3x)2 − 3x+1 = 18
	 (3x)2 − 31 · 3x − 18 = 0 substitutie van 3x = t geeft
	 t2 − 3t − 18 = 0
	 (t − 6)(t + 3) = 0
	 t = 6 of  t = −3 substitutie van t = 3x geeft
	 3x = 6 of 3x = −3 (geen oplossing)
	 x = 3log(6)
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	 23	 a	
2

3log(x)
+ 1 = 3log(x) substitutie van 3log(x) = t geeft

	
2
t

+ 1 = t

	
2 + t
t

= t

	 2 + t = t2

	 t2 − t − 2 = 0
	 (t − 2)(t + 1) = 0
	 t = 2 of  t = −1 substitutie van t = 3log(x) geeft
	 3log(x) = 2 of  3log(x) = −1
	 x = 32 = 9 of x = 3−1 = 1

3

b	 (2a − 1
a + 1 )2

=
2a − 1
a + 1

+ 2 substitutie van 
2a − 1
a + 1

= t geeft

	 t2 = t + 2
	 t2 − t − 2 = 0
	 (t − 2)(t + 1) = 0

	 t = 2 of  t = −1 substitutie van t =
2a − 1
a + 1

 geeft

	
2a − 1
a + 1

= 2 of  
2a − 1
a + 1

= −1

	 2a − 1 = 2a + 2  (geen oplossing) of 2a − 1 = −a − 1 dus a = 0
c	 4(4x + 1)2 + 25 = 25(4x + 1) substitutie van 4x + 1 = t geeft
	 4t2 + 25 = 25t
	 4t2 − 25t + 25 = 0
	 D = 625 − 4 · 4 · 25 = 225

	 x =
25 − 15

8
= 1 14 of x =

25 + 15
8

= 5 substitutie van t = 4x + 1 geeft

	 4x + 1 = 1 14  of  4x + 1 = 5 

	 4x = 1
4  of  4x = 4

	 x = −1 of x = 1

d	 2 ·
ex − 1
ex − e

= (ex − 1
ex − e)2

 substitutie van 
ex − 1
ex − e

= t geeft

	 2t = t2

	 t2 − 2t = 0
	 t(t − 2) = 0

	 t = 0  of t = 2 substitutie van t =
ex − 1
ex − e

 geeft

	
ex − 1
ex − e

= 0 of  
ex − 1
ex − e

= 2

	 ex − 1 = 0 of ex − 1 = 2ex − 2e
	 ex = 1 of ex = 2e − 1
	 x = 0 of x = ln(2e − 1)

	 24	 a	 42x + 4x+2 + 4 = 516
	 (4x)2 + 4x · 42 + 4 = 516 substitutie van 4x = t geeft
	 t2 + 16t − 512 = 0
	 (t − 16)(t + 32) = 0
	 t = 16 of  t = −32 substitutie van t = 4x geeft
	 4x = 16 of 4x = −32
	 x = 2  (4x = −32 heeft geen oplossing)
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b	 lim
x→−∞

(42x + 4x+2 + 4) = 0 + 0 + 4

	 lim
x→∞

(42x + 4x+2 + 4) = ∞

	 Het bereik van f is 〈4, →〉 .

	 25	 a	 voorwaarde: x ≠ 3

	
x + 1
x − 3

= 2

	 x + 1 = 2x − 6
	 x = 7
	 Zie de plot hiernaast: de oplossing van

	
x + 1
x − 3

< 2 is x < 3 of x > 7.

b	 voorwaarde: x2 − 1 > 0
	 dus x < − 1 of x > 1
	 4log(x2 − 1) = 1 12
	 x2 − 1 = 41 

1
2

	 x2 − 1 = 8
	 x2 = 9
	 x = −3 of x = 3
	 Zie de plot hiernaast: de oplossing van
	 4log(x2 − 1) < 1 12 is −3 < x < −1 of 1 < x < 3.

c	 voorwaarde: 2x + 4 > 0
	 dus x > − 2

	
3

√2x + 4
= 1

	 √2x + 4 = 3
	 2x + 4 = 9

	 x = 2 12
	 Zie de plot hiernaast: de oplossing van

	
3

√2x + 4
> 1 is −2 < x <  2 12.

d	 voorwaarde: x > 0 èn x + 2 > 0
	 dus x > 0
	 2log(x) +  2log(x + 2) = 3
	 2log(x2 + 2x) = 3
	 x2 + 2x = 23

	 x2 + 2x = 8
	 x2 + 2x − 8 = 0
	 (x + 4)(x − 2) = 0
	 x = −4 of  x = 2
	 alleen x = 2 voldoet
	 Zie de plot hiernaast: de oplossing van
	 2log(x) +  2log(x + 2) ≤ 3 is 0 < x ≤  2.
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	 26	 a	 lim
x→∞

7x + 3
1 − x

= lim
x→∞

7 + 3
x

1
x − 1

=
7 + 0
0 − 1

= −7

b	 lim
x→−∞

5x3 + 4x2 − 1
2x3 + x4 = lim

x→−∞

5
x + 4

x2 − 1
x4

2
x + 1

=
0 + 0 − 0

0 + 1
= 0

c	 lim
x→∞

2x(3x2 − 4x + 1)

8x3 + x√x
= lim

x→∞

6x2 − 8x + 2

8x2 + √x
= lim

x→∞

6 − 8
x + 2

x2

8 + √x
x2

=
6 − 0 + 0

8 + 0
= 3

4

d	 lim
x→−∞

(x2 + 6)(x2 − 3)

x2(8 − 5x2)
= lim

x→−∞

(1 + 6
x2)(1 − 3

x2)
1 · ( 8

x2 − 5) =
(1 + 0)(1 − 0)

1 · (0 − 5)
= − 15

e	 lim
x→∞

3

√x + 1
= lim

x→∞

3

√x

1 + 1

√x

=
0

1 + 0
= 0

f	 lim
x→∞

7x2(8 − 2x)2

9x − 2x4 = lim
x→∞

448x2 − 224x3 + 28x4

9x − 2x4 =

	 lim
x→∞

448
x2 −

224
x

+ 28

9
x3 − 2

=
0 − 0 + 28

0 − 2
= −14

	 27	 a	 Voor de nulpunten geldt 3x2 − 81 = 0.
	 3x2 = 81
	 x2 = 27
	 x = √27 of x = −√27
	 x = 3√3 of x = −3√3
b	 Voor de verticale asymptoten geldt x2 − 16 = 0 en 3x2 − 81 ≠ 0.
	 x2 = 16
	 x = 4 of x = −4
	 De verticale asymptoten hebben vergelijking x = 4 en x = −4.

c	 lim
x→∞

f (x) = lim
x→∞

3x2 − 81
x2 − 16

= lim
x→∞

3 − 81
x2

1 − 16
x2

= 3 en ook lim
x→−∞

f (x) = 3.

	 Een vergelijking van de horizontale asymptoot is y = 3.

	 28	 a	 Voor het nulpunt van g geldt 2ex − e−x = 0 en ex − 1 ≠ 0.
	 Vermenigvuldiging met ex geeft 2e2x − 1 = 0.
	 2e2x = 1
	 e2x = 1

2
	 2x = ln(1

2)
	 Het nulpunt van g is x = 1

2 ln(1
2).

b	 Voor de verticale asymptoot geldt ex − 1 = 0 en 2ex − e−x ≠ 0.
	 ex = 1
	 x = 0
	 Een vergelijking van de verticale asymptoot is x = 0.

c	 lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

2ex − e−x

ex − 1
= lim

x→∞

2 − e−2x

1 − e−x =
2 − 0
1 − 0

= 2

	 lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

2ex − e−x

ex − 1
=

0 − ∞
0 − 1

= ∞

d	 Een vergelijking van de horizontale asymptoot is y = 2 (naar rechts).
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	 1	 a	 f : y =
2

3x − 6
 dus

	 f inv : x =
2

3y − 6
	 x(3y − 6) = 2
	 3xy − 6x = 2
	 3xy = 6x + 2

	 y = 2 +
2

3x
	 f inv(x) = 2 +

2
3x

b	 f : y = 23x+2 dus
	 f inv : x = 23y+2

	 3y + 2 = 2log(x)	
	 3y = 2log(x) − 2	

	 y = 1
3 ·

2log(x) − 2
3

	 f inv(x) = 1
3 ·

2log(x) − 2
3

c	 f : y = 2log(2 + 3x3) dus
	 f inv:x = 2log(2 + 3y3)
	 2 + 3y3 = 2x

	 3y3 = 2x − 2
	 y3 = 1

3 · 2x − 2
3

	 y = √3 1
3 · 2x − 2

3

	 f inv(x) = √3 1
3 · 2x − 2

3

	 2	 a	 Uit f : y = x2 volgt f inv : x = y2 dus y = −√x of  y = √x.
	 Dus zijn er bij sommige x-waarden twee y-waarden mogelijk.
	 Dit kan niet bij een functie.
b	 Tot x = −1 is de grafiek van g stijgend, tussen x = −1 en x = 1 is de grafiek 

van g dalend en vanaf x = 1 is de grafiek van g weer stijgend.
	 Een horizontale lijn kan de grafiek van g in drie punten snijden.
	 Het spiegelbeeld van de grafiek van g in y = x kan dan door een verticale lijn 

in drie punten worden gesneden. Dus zouden er bij sommige x-waarden (de 
x-waarden tussen −1 en 1) maar liefst drie functiewaarden zijn.

	 Dat kan niet bij een functie.

	 3	 a	 f (x) = 8x2 · x
1
5 = 8x2 

1
5

	 f ′(x) = 8 · 2 15 · x
1 

1
5 = 17 35 x√5x

b	 f (x) = 6x−3 + 5

	 f ′(x) = −18x−4 = −
18
x4

c	 f (x) = 5 − 3 cos(x)
	 f ′(x) = −3 · −sin(x) = 3 sin(x)

	 d	 f : y =
4

ln(2x + 4)
+ 3 dus

		  f inv : x =
4

ln(2y + 4)
+ 3

x − 3 =
4

ln(2y + 4)

ln(2y + 4) =
4

x − 3

2y + 4 = e 
4

x−3

y = −2 + 1
2 · e 

4
x−3

f inv(x) = −2 + 1
2 · e 

4
x−3

	 e	 f : y = e2x+4 dus
f inv : x = e2y+4

2y + 4 = ln(x)
2y = −4 + ln(x)
y = −2 + 1

2 ln(x)
f inv(x) = −2 + 1

2 ln(x)

	 f	 f : y = √x2 + 4 − x dus
f inv:x = √y2 + 4 − y

√y2 + 4 = x + y
y2 + 4 = x2 + 2xy + y2

2xy = −x2 + 4

y =
−x2 + 4

2x

f inv(x) =
4 − x2

2x

	 d	 f (x) = 8 ex + e
f ′(x) = 8 ex

	 e	 f (x) = 4 ·  2log(x)

f ′(x) = 4 ·
1

x · ln(2)
=

4
x · ln(2)

	 f	 f (x) = − 12 · 0,3x

f ′(x) = − 12 · 0,3x · ln(0,3)

		  Vaardigheden 11
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	 4	 a	 g′(x) = 2x · tan(3x) + x2 ·
1

cos2(3x)
· 3

	 g′(x) = 2x · tan(3x) +
3x2

cos2(3x)

b	 g′(x) = ln(5x) + x ·
1

5x
· 5 + 1

	 g′(x) = ln(5x) + 2

c	 g′(x) =
3(x2 − 4) − (3x + 1) · 2x

(x2 − 4)2

	 g′(x) = −
3x2 + 2x + 12

(x2 − 4)2

d	 g′(x) = 2x ·  4log(3x + 6) + x2 ·
1

(3x + 6) · ln(4)
· 3

	 g′(x) = 2x ·  4log(3x + 6) +
3x2

(3x + 6) · ln(4)

e	 g′(x) = 1
3 (10x2 + 7)− 

2
3 · 20x − 1

2 ·
1

2√x
	 g′(x) = 1

3 ·
20x

√3 10x2 + 7
−

1

4√x
	 g′(x) =

20x

3 √3 10x2 + 7
−

1

4√x

f	 g′(x) =
cos(4x) · 4 · (1 + cos(4x)) − sin(4x) · −sin(4x) · 4

(1 + cos(4x))2

	 g′(x) =
4 cos(4x) + 4 cos2(4x) + 4 sin2(4x)

(1 + cos(4x))2

	 g′(x) =
4(1 + cos(4x))

(1 + cos(4x))2

	 g′(x) =
4

1 + cos(4x)

	 5	 a	 Voor de nulpunten geldt f (x) = 0.
	 x3(3x2 − 20) = 0
	 x3 = 0 of 3x2 = 20
	 x = 0 of  x = −√20

3  of x = √20
3

b	 Voor de toppen geldt f ′(x) = 0.
	 f ′(x) = 15x4 − 60x2

	 f ′(x) = 15x2(x2 − 4)
	 f ′(x) = 15x2(x + 2)(x − 2)
	 f ′(x) = 0 geeft x = 0 of x = −2 of x = 2
	 Uit de grafiek blijkt dat er geen top is voor x = 0.
	 f (−2) = 64 en f (2) = −64
	 De toppen zijn de punten (−2, 64) en (2, −64).
c	 Voor de buigpunten geldt f″(x) = 0.
	 f″(x) = 60x3 − 120x
	 f″(x) = 60x(x2 − 2)
	 f″(x) = 0 geeft x = 0 of x = −√2 of x = √2.
	 f (√2) = 3(√2)5 − 20(√2)3 =
	 f (√2) = 12√2 − 40√2 = −28√2
d	 f (0) = 0 en f (−√2) = 28√2
	 De twee andere buigpunten zijn (0, 0) en (−√2, 28√2).
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	 6	 a	 Voor de nulpunten geldt h(x) = 0.
	 (3x − 2x2) · e−x = 0
	 x(3 − 2x) = 0
	 x = 0 en x = 1 12
b	 Voor de extreme waarden geldt h′(x) = 0.
	 h′(x) = (3 − 4x) · e−x + (3x − 2x2) · e−x · −1
	 h′(x) = e−x(2x2 − 7x + 3)
	 h′(x) = 0 geeft 2x2 − 7x + 3 = 0

	 x =
7 − √25

4
= 1

2 of x =
7 + √25

4
= 3

	 h(1
2) = (3 · 1

2 − 2 · 1
4)e− 

1
2 = e− 

1
2 en h(3) = (3 · 3 − 2 · 9)e− 

1
2 = −9 e−3

	

	 Uit de plot blijkt dat er een maximum h(1
2) =

1

√e
 is en een minimum 

h(3) = −
9
e3

c	 Voor de buigpunten geldt h″(x) = 0.
	 h″(x) = (−7 + 4x) · e−x − (3 − 7x + 2x2) · e−x

	 h″(x) = −(2x2 − 11x + 10) · e−x

	 h″(x) = 0 geeft 2x2 − 11x + 10 = 0

	 x =
11 − √41

4
= 2 34 − 1

4 √41 ≈ 1,15 of x =
11 + √41

4
= 2 34 + 1

4 √41 ≈ 4,35

	 h(1,15) ≈ 0,26 en h(4,35) ≈ −0,32
	 De buigpunten zijn (1,15; 0,26) en (4,35, −0,32).
d	 h′(0) = (3) · e−0 = 3 dus tan(α) = 3 en α ≈ 72°.

	 7	 a	 f (x) = 0 geeft sin(2x) − 2 sin(x) = 0 ofwel sin(2x) = 2 sin(x).
	 2 sin(x) · cos(x) = 2 sin(x)
	 sin(x) = 0 of  cos(x) = 1
	 x = k · π  of  x = k · 2π, dus x = k · π.
	 Op het interval [−π , 3π] zijn de oplossingen x = −π, x = 0, x = π, x = 2π en 

x = 3π.
b	 Voor een horizontale raaklijn moet f ′(x) = 0.
	 f ′(x) = 2 cos(2x) − 2 cos(x)
	 f ′(x) = 0 geeft 2 cos(2x) − 2 cos(x) = 0
	 cos(2x) = cos(x)
	 2x = x + k · 2π of 2x = −x + k · 2π
	 x = k · 2π  of  3x = k · 2π
	 x = k · 2π of x = k · 2

3 π
	 Op het interval [−π , 3π] zijn de oplossingen x = − 23 π, x = 0, x = 2

3 π, x = 4
3 π, 

x = 2π en x = 2 23 π.
	 f (0) = f (2π) = 0
	 f (− 23 π) = sin(− 43 π) − 2 sin(− 23 π) = 1

2 √3 + √3 = 1 12 √3

	 f (2
3 π) = f (2 23 π) = −1 12 √3 en f (4

3 π) = f (− 23 π) = 1 12 √3
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	 De punten met een horizontale raaklijn zijn 
(− 23 π,  1 12 √3), (0, 0), (2

3 π,  −1 12 √3), (4
3 π,  1 12 √3), (2π,  0) en (2 23 π, −1 12 √3)

c	 f ′(π ) = 2 cos(2π ) − 2 cos(π ) = 2 · 1 − 2 · −1 = 4
	 Een vergelijking van de raaklijn is van de vorm y = 4x + b.
	 Invullen van (π, 0) geeft b = −4π.
	 Een vergelijking van de raaklijn is y = 4x − 4π.

	 8	 a	 F(x) = −15 · ln(|5x + 7|) · 1
5

	 F(x) = −3 · ln(|5x + 7|)

b	 F(x) = 6 ex − 2 e2x−13 · 1
2

	 F(x) = 6 ex − e2x−13

c	 F(x) = −5 cos(3(x − 1
3 π)) · 1

3

	 F(x) = −1 23 cos(3(x − 1
3 π))

	 9	 a	 ∫
1
6 π

0

2 sin(3x) dx =

	 [− 23 cos(3x)] 
0

1
6  
π

=

	 0 + 2
3 = 2

3

b	 ∫
e2

e
(4
x

+ x) dx =

	 [4 ln(|x|) + 1
2 x2] 

e

e2

	 (4 · 2 + 1
2 · e4) − (4 · 1 + 1

2 · e2) =

	 4 + 1
2 · e4 − 1

2 · e2

	 10	 a	 f (0) = 30 = 1 en g(0) = 4√0 + 1 = 1
	 f (2) = 32 = 9 en g(2) = 4√4 + 1 = 8 + 1 = 9
	 Dus de grafieken snijden elkaar in (0, 1) en (2, 9).

b	 ∫
2

0

(g(x) − f (x)) dx =

	 ∫
2

0

(4√2x + 1 − 3x) dx =  

	 [4 · 2
3 · (2x)1 

1
2 · 1

2 + x − 3x ·  
1

ln(3)] 
2

0
=

	 [43 · (2x)1 12 + x − 3
x
·  

1
ln(3)] 

2

0
=

	 (4
3 · 8 + 2 −

9
ln(3)) − (0 + 0 −

1
ln(3)) = 12 23 −

8
ln(3)

		  d	 f (x) = 28(4x − 8)−3

	 F(x) = 28 · 1
−2 (4x − 8)−2 · 1

4

	 F(x) = −
7

2(4x − 8)2

		  e	 F(x) = 25 · 23x−1 ·
1

ln(2)
· 1

3

	 F(x) =
25 · 23x−1

3 ln(2)

		  f	 f (x) = 3 + 2 12 x−1 − 1 12 x−2 

	 F(x) = 3x + 2 12 ln(|x|) + 1 12 ·
1
x

	 F(x) = 3x + 2 12 ln(|x|) +
3

2x

		  c	 ∫
2

0
√3 13x + 1 dx =

	 [ 1

1 13
 (13x + 1)1 

1
3 · 1

13] 
0

2

	 ( 3
52 · 27 · 3) − ( 3

52 ·
1

13 · 1) =

	 243
52 − 352 = 240

52 = 4 8
13

d	 ∫
e

1
(6x3 + 4x2 + 3x − 1

x2 )dx =

	 ∫
e

1
(6x + 4 +

3
x

−
1
x2)dx =

	 [3x2 + 4x + 3 ln(|x|) +
1
x] 

1

e
=

	 (3 e2 + 4e + 3 + 1
e) − (3 + 4 + 0 + 1) =

	 3 e2 + 4e + 1
e − 5
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c	 π · ∫
2

0
(g2(x) − f  2(x))  dx =

	 π · ∫
2

0

(32x + 8√2x + 1 − 32x) dx =  

	 π · [16x2 +
8
3

 (2x)1 
1
2 + x −

32x

2 ln(3)] 
2

0
=

	 π · (16 · 4 +
8
3
· 8 + 2 −

34

2 ln(3)) − π · (0 + 0 + 0 −
1

2 ln(3)) =
	 π · (66 + 21 13 −

80
2 ln(3)) ≈ 159,98

	 11	 a	 ∫
1
3 π

1
6

 π

tan 3(x) dx ≈  0,78

b	 ∫
e

1

ln(x2 + 3) dx ≈ 3,20

	 12	 a	 De grafiek van y = ln(x) spiegelen in de lijn y = x geeft x = ln(y) ofwel y = ex.
	 Het functievoorschrift is dan g(x) = ex.

b	 De oppervlakte van het rode vlakdeel is ∫
1

0

(e − ex) dx.

c	 ∫
1

0

(e − ex) dx =

	 [ex − ex] 
0
1 =

	 (e · 1 − e1) − (e · 0 − e0) =
	 0 − −1 = 1
d	 De exacte waarde van ∫

e

1

ln(x) dx = 1.

	 13	 a	 F ′(x) = 2 · ln(x) + 2x ·
1
x

− 2 = 2 ln(x) + 2 − 2 = 2 ln(x) = f (x)

b	 ∫
e2

1

2 ln(x) dx =

	 [2x ln(x) − 2x] 
1

e2

=

	 (2 · e2 · 2 − 2 e2) − (0 − 2) =

	 2 e2 + 2
c	 Spiegel de grafiek van f in de lijn y = x
	 Bij het spiegelbeeld hoort de vergelijking x = 2 ln(y).
	 ln(y) = 1

2 x, dus y = e
1
2 x. De inverse functie is g(x) = e

1
2 x.

	 Wentel het gebied V om de x-as.
	

4

5

6

7

8

2

3

1

−1
1O

x
32 4 5 6 7 8

y

−1

f

g

V
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	 De inhoud I van het omwentelingslichaam is gelijk aan de inhoud van 

de cilinder met hoogte 4 en straal grondvlak e2 minus π ∫
4

0

(e
1
2 x)2 dx, dus 

I = π(e2)2 · 4 − π ∫
4

0

ex dx = 4 πe4 − π[ex]
4
0

= 4 πe4 − πe4 + π

	 I = π(4 e4 − e4 + 1) = π(3 e4 + 1) ( ≈ 518)

d	 ∫
p

1

(2 ln(x)) dx =

	 [2x ln(x) − 2x]p1 =

	 2p ln(p) − 2p + 2
	 De vergelijking 2p ln(p) − 2p + 2 = 100 moet worden opgelost.
	 Invoer: y1 = 2x ln(x) − 2x + 2 en y2 = 100
	 Optie: snijpunt
	 Dit geeftx = 22,9628…
	 Dus h(p) = 100 voor p ≈ 22,96.

	 14	 a	 f (x) = x3 − 2x
	 Een translatie 3 naar links geeft y = (x + 3)3 − 2(x + 3).
	 Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor 2 geeft 

y = 2(x + 3)3 − 4(x + 3).
	 Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 4 geeft

	 g(x) = 2((1
4 x + 3)3 − 4(1

4 x + 3) ofwel

	 g(x) = 2((1
4 x + 3)3 − x − 12

b	 f (x) =  2log(x)
	 Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 4 geeft
	 y = 2log(1

4 x).
	 Een translatie 3 naar links geeft y = 2log(1

4 (x + 3)) ofwel y =  2log(x + 3
4

).
	 Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor 2 geeft

	 g(x) =  2 ·  2log(x + 3
4

) ofwel g(x) =  2 ·  2log(1
4 x + 3

4).

	 15		  De grafiek van de functie f (x) =
1
x

 is puntsymmetrisch in (0, 0) immers

	 f ( p) + f (−p) =
1
p

+
1

−p
=

1
p

−
1
p

= 0 voor elke waarde van p.

	 Door de translaties 3 naar rechts en 2 omlaag verschuift (0, 0) naar het punt 
(3, −2) en daarom is de grafiek van g puntsymmetrisch in (3, −2).

	 16	 a	 Ga uit van de grafiek van f (x) = 3x.
	 Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor 2 geeft de grafiek 

van y = 3
1
2 x.

	 Een vermenigvuldiging met factor 4 ten opzichte van de x-as geeft de grafiek 
van g(x) = 4 · 3

1
2 x (deze volgorde mag ook andersom).

b	 Ga uit van de grafiek van f (x) = 4log(x).
	 Een translatie 4 naar links geeft de grafiek van y = 4log(x + 4).
	 Spiegelen in de y-as geeft de grafiek van y = 4log(−x + 4).
	 Een translatie 6 omhoog geeft de grafiek van g(x) = 6 + 4log(4 − x).
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c	 Bedenk dat g(x) =
3

12 + 4x
=

3
4(x + 3)

=
3
4

x + 3

	 Ga uit van de grafiek van f (x) =
1
x

	 Een translatie 3 naar links geeft de grafiek van y =
1

x + 3
	 Een vermenigvuldiging met factor 34 ten opzichte van de x-as geeft de grafiek 

van g(x) = 3
4 ·

1
x + 3

=
3
4

x + 3
 ofwel g(x) =

3
12 + 4x

d	 Ga uit van de grafiek van f (x) = √x.
	 Spiegelen in x-as geeft y = −√x.
	 Een vermenigvuldiging met factor 15 ten opzichte van de y-as geeft y = −√5x.
	 Een translatie 4 naar rechts en 6 omhoog geeft g(x) = −√5(x − 4) + 6 ofwel 

g(x) = −√5x − 20 + 6.

	 17	 a	 De noemer is x2 − 8x + 16 ofwel (x − 4)2.
	 Voor x = 4 is de noemer 0 en de teller ongelijk aan 0.
	 Dus heeft de grafiek een verticale asymptoot x = 4.
b	 Dan moet de grafiek 4 naar links worden verschoven.

	 Dit geeft de grafiek van g(x) = 2 +
3

(x + 4 − 4)2 ofwel g(x) = 2 +
3
x2

c	 g(−x) = 2 +
3

(−x)2 = 2 +
3
x2 = g(x), dus de grafiek is symmetrisch in de y-as.

d	 De grafiek van f is symmetrisch in de lijn x = 4.

	 18		  Een translatie 2 naar rechts geeft de grafiek van 
y = (x + 2 − 2)4 − (x + 2 − 2)2 + 6 ofwel y = x4 − x2 + 6.

	 g(x) = x4 − x2 + 6 is een even functie, dus deze grafiek is symmetrisch in de 
y-as. De grafiek van f is daarom symmetrisch in de lijn x = −2.

	 19	 a	 2x + 8 = 0 geeft een verticale asymptoot x = −4.

	 lim
x→∞

6x − 3
2x + 8

= lim
x→∞

6 − 3
x

2 + 8
x

=
6 − 0
2 + 0

= 3

	 De grafiek heeft een horizontale asymptoot y = 3.
b	 Het snijpunt van de asymptoten is het punt (−4, 3).
	 Door verschuiving 4 naar rechts en 3 naar beneden van de grafiek van f 

komt het snijpunt van de asymptoten van de beeldgrafiek in de oorsprong.
	 Nu moet aangetoond worden dat de beeldgrafiek symmetrisch is in O.

	 y =
6(x − 4) − 3

2(x − 4) + 8
− 3

	 y =
6x − 27

2x
− 3

	 y =
6x − 27

2x
−

6x
2x

	 y = −
27
2x

	 g(x) = −
27
2x

 is een oneven functie, dus de grafiek is symmetrisch in O.
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	 20	 a	 De grafiek heeft een verticale asymptoot als x − 3 = 0 en x2 + 5x + 1 ≠ 0.
	 De verticale asymptoot is x = 3.

	 f (x) =
x2 + 5x − 1

x − 3

	 f (x) =
x2 − 3x + 8x − 1

x − 3

	 f (x) =
x(x − 3) + 8x − 1

x − 3

	 f (x) = x +
8(x − 3) + 24 − 1

x − 3

	 f (x) = x + 8 +
23
x − 3

	 lim
x→∞

(  f (x) − (x + 8)) = lim
x→∞

23
x − 3

= 0, dus de grafiek heeft een scheve 

asymptoot y = x + 8.
b	 Het snijpunt van de asymptoten is (3, 11).
	 Door verschuiving 3 naar links en 11 omlaag van de grafiek van f komt het 

snijpunt van de asymptoten van de beeldgrafiek in de oorsprong.
	 Nu moet aangetoond worden dat de beeldgrafiek symmetrisch is in O.

	 y =
(x + 3)2 + 5(x + 3) − 1

(x + 3) − 3
− 11

	 y =
x2 + 6x + 9 + 5x + 15 − 1

x
− 11

	 y =
x2 + 11x + 23

x
−

11x
x

	 y =
x2 + 23

x

	 g(x) =
x2 + 23

x
 en g(−x) =

(−x)2 + 23
−x

= −
x2 + 23

x
= −g(x)

	 De grafiek van g is dus symmetrisch in O en daarmee is de grafiek van f 
symmetrisch in (3, 11).
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