6 Differentiaalrekening

Voorkennis Afgeleide en raaklijn

. Bladzijde 52
(1) @ f(x)=5x*—3x2+6x — 1 geeft f1(x) = 23— 6x+6

b gx)=(x>-2)*= 25x% — 20x2 + 4 geeft g'(x) = 100x* — 40x
®+4) - 1-(x—3)° 2x:x2+4—2xﬁ+6x=-x2+6x+4
(x2 + 4)2 (x2 + 4)2 (x2 + 4)2

x—3

x2+4

d kp)=-Lp* +1p*— 8 geeft k(p) =-3p* +3P

e Iq)=10-5¢*+9¢* - a* geeft I{q) =-10g +27¢*
(x+1):0-6-1 6

geeft m'(x) =4x — 1) =4x+ Gt 1)

c Ax)= geeft h'(x) =

f m(x)=2x o

Bladzijde 53
(2] a f(x)=x3—x2—4x+2gecﬁf"(x)=3x2—2x—4
Stel k: y = ax + b met a=f7(0)=-4.
y=-4x+b }b=2
£(0)=2, dus 4(0, 2)
Dus k: y=-4x + 2.
b f(x)=1 geeft 3x2-2x—4=1

3x2—2x—5=0
D=(-2*-4-3--5=64
_2+8 o Al
x=" 15vx 6 1

f(-1)=4 enf(1%) =222, dus B(-1,4) en c(1,-2%).

_2x—1 o tD-2-@x—1)-1 2x+2-2x+1_ 3
[_3] a f(X)- x+1 geeftf(x)— (x+1)2 - (x+1)2 _(x+1)2

Stel k: y=ax +bmeta=f12)=

g=ar s L4
f(2)=1,dus 4(2, 1)

3 _1
Q+1)? ¥
3
g+b:

Dusk:y=%x+-§-.

b fx)= % geeft

N

3 =
(x+1)?
(x+1)°>=4
x+t1=2vx+1=-2
x=1vx=-3
f(-3) =3} enf(1) =3, dus B(-3, 3} en C(1, 7).

6.1 Toppen en buigpunten

Bladzijde 54
[ﬂ In toppen is de richtingscoéfficient van de raaklijn gelijk aan 0.
f(x) =133~ 1522~ 18x + 50 geeft f{(x) =x*—3x— 18
f(x)=0 geeft x> —3x— 18 =0
(x+3)(x—6)=0
x=-3vx=6
Dusxy,=-3enxg=6.
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Bladzijde 55
W 8 f() =523+ 322~ 20+ 5 geeft fx) =22 + x — 2
S(x)=0geeftx*+x-2=0
x-DE+2)=0
x=1lvx=-2
y

—
N
!

max. is f(-2) = 83 en min. is f(1) = 33,
b g(x)=3x*— 16x° + 18x2 + 2 geeft g/(x) = 12x> — 482 + 36x
g'(x) =0 geeft 12x3 — 48x2 + 36x =0
12x(x2 ~ 4x +3) =0
12x(x — 1)(x—3)=0
x=0vx=1vx=3

>

O
<

min. is g(0) = 2, max. is g(1) = 7 en min. is 2(3)=-25.
Het bereik is B, =[-25, —).

5x (P +4) 5502 524201022 542420

B »- 2+4 geeft fx) = (% + 4)2 (2+4)?  (2+4y
” -5x2+20
Jx) =0 geeft ‘(xz Ty =0
-5x2+20=0
=5x-=-20
x2=4
x=2vx=-2
y
1
/\
- : .
o) 2

min. is /(-2) = -15 en max. is /(2) = 11,
Sx)=0 geeft 5x=0
x=0
De grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0), dus B,=[-1 }‘, 1 }T].
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£ .42

= - In
y= 10x+b _L_6+b:§_
£6)=3,dus 46, [ 1° 4
EYOSE
—
b=13;
1 i,
Dusk:y=-7x+ 155-
_ 5x
c f(x)—lgeeﬁx2+4—l
Sx=x>+4
x2—5x+4=0
x-1Dx—-4)=0
x=1vx=4
y
i TS y=1
]
I |
e ol 1 4 &

f(x)<1geeftx<1 vx>4

u a f_2(x)=(x2—2)(x2— 16) =x*— 18x? + 32 geeftf,z'(x)=4x3 —36x
£5'(x) =0 geeft 4x3 —36x=0
4x(x*—9)=0
4x=0vx2—9=0
x=0vx2=9
x=0vx=3vx=-3

=

————————0

X

-3

: 0
]

1

i

|

|

min. is £ ,(-3) = -49, max. is f5(0) =32 en min. is f,(3) =-49.
B, =[-49, —)
b /() =02 +p)? —16) =x* — 1637 + px? — 16p geeft /%) = 4x3 = 32x + 2px
1,(2)=0 geeft 32 - 64 +4p=0
4p =32
p=28

|-
X

N e o

Dus voor p = 8.
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So®) = (0 + p)(x? = 16) = x* — 16x2 + px? — 16p geeft Sy () = 4x3 —32x + 2px
Voorx=ngeldt4x3—32x+2px=0} AP 3242 14y - x=0
4% +28x2 - 32x=0
4x(x*+ 7x—8)=0
dx(x— 1)(x+8)=0
x=0vx=1vx=-8

p=14x

x=0geeftp=0

Sox) =x* — 16x2 geeft f,(x) = 4x3 — 32x

Jo'x) =0 geeft 4x> —32x =0
4x(x*—8)=0
4x=0vx*=8
x=0vx=2\/§vx=—2\/§

y
X

(242, -64) (22, -64)
By, = [-64, )

x=1geeftp=14
S14(0) = x* = 1622 + 14x2 = 16 - 14 =x* — 2x2 — 224 geeft f1a'x) =4x3 — 4x
J14x) =0 geeft 4x3 — 4x =0

4x(x*—-1)=0

dx=0vx2=1

x=0vx=1vx=-1

y
o) X
(0,]-224)
(-1,-225)' (1, -225)
B, =[-225, )

x=-8geeft p=-112
L) =x*—16x2 - 11252 - 16 - -112 = x* — 128x2 + 1792 geeft f1,7(x) = 4x3 — 256x
S112'0) =0 geeft 4x3 — 256x =0
4x(x* - 64)=0
dx=0v x% =64
x=0vx=8vx=-8
y

(0, 1792)

/N,

O

(-8, -2304) (8, -2304)
By, =[-2304, )
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I] o f)=gx*—x?—4x+3 geeft f(x)=x> ~2x—4
b f’(2)=23—2 c2—-4=8-4-4=0
¢ In de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = 2. Dus f heeft een extreme
waarde voor x = 2.

Bladzijde 57
a f(x)=4x—18x2 +24x— 10
f(1)=4-18+24-10=0
Uit de schets blijkt dat er geen extreme waarde is voor x = 1. Er is wel een
horizontale raaklijn.
b f(1)=1—6+12-10+7=4en f(25) =23
Dus de horizontale raaklijnen zijn y =4 en y = 21¢.

‘1[ a fix)= %x5 - %x3 — Tx geeft f(x) = Z%x4 - l%x2 =17

FD=25 (2 -1k (22 -7=25-4-13:2-7=10-3-7=0

y

f ’(\/—2_) =( en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/5
Dus fheeft een extreme waarde voor x = V2.

b gix)= 4lx4 + %x3 = l%x2 — 3x geeft g'(x) =x° +x2-3x—-3

g(3) =B+ (32 -33-3=3\3+3-33-3-0
Y

V3

I
|
I
|
I
|
I
|
I
I
I

g’(\/g) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/5 ;
Dus g heeft een extreme waarde voor x = NER
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Bl e SO =0+ D - 4) =x 4+ 22— 4= x* - 332 — 4 geeft L) =4x3 - 6x

SM=4-1"-6-1=4-6=-2
S11) is niet gelijk aan 0, dus S heeft geen extreme waarde voor x = 1.

rath=a-qfilp-6-Jil-4.11 13-6y1i=611-61L=0
y

f
\/G X

f ’(\/g) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = l%.

Dus f heeft een extreme waarde voor x = 1 %

Cx+1 , _(x3+1)-1—(x+l)°3x2_x3+1—3x3—3x2_—2x3—3x2+1
f(x)_x3+1 geeftf(x)_ (x3+l)2 - (x3+1)2 - (x3+1)2
f,(l):—z-(%)3—3-(§)2+1=-2-§—3-};+1=—5—%+1=£=0

2 @P+17 G +1)2 @ %

y

|

I

|

!' f
SE &

S ’(il-) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = %

1
Dus f'heeft een extreme waarde voor x = 3

CHDEP—x+ 1) =2+ x+x2—x+1=x3+1
_x+1= x+1 _ . ~

/&) B+1 (x+ 1D -x+1) xz_x+1m1tsx;£ I geoft

, _(xz—x+l)'0—l'(2x—l)_ el

Sx) = 2 —(x2_x+1)2

S(x) =0 geeft =1

dalend op («, -1) en (5, )
stijgend op (-1, 5)
toenemend stijgend op (-1, 2)
afnemend stijgend op (2, 5)
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b f(x)=-3x+12x+15

f’(x)=0geeft-3x2+ 12x+15=0
x2=4x=5=0
(x+1Dx—5)=0
x=-1vx=35

B 3

-1+
xp= 12 29

P

Bladzijde 59

e f)=x- 12063 + 30x2 +48x + 5

44

) =4x>— 36x2 + 60x + 48
) = 12x* = T2x + 60
fx) =0 geeft 12x2 —72x+60=0
¥ -6x+5=0
x—Dx-5)=0
x=1vx=3
f(1)=72enf(5)=120.
Y

i f
OV p i

0

Uit de schets volgt dat de buigpunten (1, 72) en (5, 120) zijn.

gx)=3x3—3x2+6x+4
gx)=x*—6x+6
g'(x)=2x-6
g’ (x)=0geeft 2x—6=0
2x=6
=3
Stel k: y=ax+bmeta=g’(3)=32-6"3+6="73.

y=—3x+b } =
2 ' -3-3+bh=4
g(3)—4, dus bulgpunt (3a 4) _9+b=4

b=13
Dus k: y=-3x+13.

Hoofdstuk 6

d Bijx =x, gaat de grafiek over van toenemend stijgend in afnemend stijgend, want

links van x = x, nemen de hellingen toe en rechts van x = x,, nemen de hellingen af.
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(qry

M o

Sy =z =520

S =323 =57

Sx)=-x*—2x

f7(x)=0geeft x2—2x=0
-x(x+2)=0
x=0vx=-2

f0)=0enf(-2)= 1.

Uit de schets volgt dat (-2, 1% ) en (0, 0) de buigpunten zijn.
S7(0)=0enf(0)=0, dus in het punt (0, 0) is er sprake van een horizontale
buigraaklijn.

) =5t =23+ 5255
fs)=x-6x2+10x-5
£ () =3x2—12x+ 10
S5 () =0 geeft 3x2 - 12x + 10=0
D=(-12)>-4 -3 - 10=24 >0, dus twee oplossingen
Dus f; heeft twee extremen.
y

0 \/ 4
/

De grafiek van f; heeft twee buigpunten, omdat f;’ twee extremen heeft.

f6(x)=‘1¢x4—2x3+6x2—5x—5
S =x3—6x2+12x-5
S x) =3x* - 12x+ 12
Js') =0 geeft 3x2 — 12x+ 12=0
32 —4x+4)=0
3(x—2)2=0
De vergelijking f5"(x) = 0 heeft één oplossing.
De grafiek van f;” heeft dus één horizontale raaklijn.

© Noordhoff Uitgevers by

Differentiaalrekening

45




46

1

De grafiek van f; heeft geen buigpunten omdat fg’ geen extremen heeft.

fi}(x)=‘|;x4—2x3+px2-5x—5

£, 0)=x3 — 6x% +2px = 5
[ (@)=3x*—12x+2p

f”(x) =0 mag geen of é&én oplossing hebben, oftewel D < 0.

(-12)2-4-3-2p <0
144 —24p <0

-24p <-144

p=6

Sy ()= 3x2—12x+2p

De grafiek van f,” is een dalparabool met twee, één of nul snijpunten met de x-as.

"

Heeft de grafick van f,” twee
snijpunten met de x-as, dan is
de grafiek van f,” stijgend-

dalend-stijgend, dus f,” heeft
twee extremen, dus de grafiek
van f, heeft twee buigpunten.

/ |

X

/
X

Heeft de grafick van f,” één
raakpunt met de x-as, dan is
de grafiek van f, stijgend-
stijgend, dus f,” heeft geen

extremen, dus de grafiek van
Jp heeft geen buigpunten.

Dus de grafiek van f, heeft of twee of geen buigpunten.

Hoofdstuk &

\/g
X
/
X

Heeft de grafiek van f,” geen
snijpunten met de x-as, dan is
de grafiek van f,’ stijgend,
dus £, heeft geen extremen,
dus de grafiek van f, heeft
geen buigpunten.
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Bladzijde 60
H oo f)=GP2—42-5=1x0—43+16-5= 16— 4x3 + 11 geeft
S10)=13x5 — 122
S1x)=0 geeft 1365~ 1252 =0
3% —24x2=0
3x%(x3 - 8) =0
3x*=0vx3=8
x=0vx=2
In de figuur in het leerboek is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = 2.
S(2)=-5, dus top (2, -5).
b () = 15x5 — 1222 geeft /"(x) = 71x* — 24x
J7(0) =0, in de figuur in het leerboek is te zien dat A een buigpunt is.
€ f7(x)=0geeft 73x*—24x=0
x(75x3 = 24)=0
x=0v 7%x3 =24

x=0vx= 3%
Q=G -3t-ap-5-2
Dus B({/g, é—?)_
B L) =x*+pxd+ %xz +10
J;;’(x):4x3+3px2+l%x

£ @)=12x2 + 6px + 11
De grafiek van J, heeft twee buigpunten als Jp twee extremen heeft
dus als £,”(x) = 0 twee oplossingen heeft.

b

twee oplossingen, dus D > 0 } 2
=(6p)2—4-12-112126,2 36p*—72>0
D=(6p)—4-12 15=36p=—72 36p2> 72
p*>2

p<-\2vp>\2.

Dus de grafiek van f, heeft twee buigpunten voor p < -\2vp> 2

o ) =ax® +bx®+cx + d geeft f(x)=3ax? + 2bx + ¢
Gegeven is dat f'een derdegraadsfunctie is, dus a # 0.
Hieruit volgt dat de grafiek van f* een parabool is, dus f” heeft één extreem.
Dus de grafiek van elke derdegraadsfunctie heeft één buigpunt.
b Omdat de grafiek van f twee toppen heeft, heeft de grafiek van f” twee snijpunten
met de x-as.
(%) =0 geeft 3ax? + 2bx +c=0

twee oplossingen, dus D > 0 } )
46— 12ac>0
= 2_4. ceo=4p2 —
D=Q2b)--4-3a-c=4b%-12ac 452 > 120¢
b*>3ac

¢ f1x)=3ax?+2bx + c geeft f”(x) = 6ax +2b
S7(x) =0 geeft 6ax +2b =0
6ax=-2b
b
3a

Dus xz = 34
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,p{ln

48

Voor een derdegraadsfunctie geldt dat a # 0, dus er is precies één buigpunt.
De x-cobrdinaten van de toppen zijn de oplossingen van f(x) = 0.
(%) =0 geeft 3ax? +2bx +c¢=0

D=4b?—12ac

-2b+\/5 —2b—\/5
x= VX=

N —2b+\[_ -2b - \/_ -2b+\f_ 2b - \/_ -4b_-2b ~
*PTRT T 6q 6a 6a 62 3a ° 3a
xP+xQ
Dus 2xp =xp + x¢ oftewel xp = 2

6.2 De afgeleide van machtsfuncties

Bladzijde 62
4 _ 6 ] 5 _ 1 1 -
= =4 2 - =6 3 = =5 4 - 1.2
e 3 a7 32 3°
B 1 K 3 - 2 1 - 1
b 4 == 3 2] — === S I3y e & Lo6 =
*EA ) 2 3 7% T 06
3 ok .3
e = +5x* x> Sx =2+ 5%
x x
2+
4x : 7X_4i3 +7)3c 45l + T2
e X x
25 +5x2 2x5  S5xr o )
T IR
1 2 % 4 x+4
d —+5="5+o5=
2 x2 wE 2 24P
1 3 x 3 ¥ 6 x+6
= +—=—+—:——+—-=
2T T2 2 2 22
1, 3 22 3 8 9 _82-9
3 4 3 4x 12x 12x 12x
2[7-1-[¥ x2-0-1-2x_ -2x_ -2
R R B
— —2_1 s, _ 2_ -3
b f(x)=x ——Egeeftf(x)—-—3——2x
X x
s 1 So[Y-1-[ x5-0-1-5x* _-5x*
C Y l/ nE | - — &40
¢ glx)=x s geeft g'(x) = =y = 10 =0 Sx
Bladzijde 63
a n=0 geeft f(x)=x"= 1 en hieruit volgt f(x) =0.

n=0geeft f(x)=0-x0"1=0
Dus f(x) = x" geeft f(x)=nx"""klopt voor n=0.
n=1 geeft f(x)=x'=x en hieruit volgt f(x) = 1.
n=1geeft f(x)=1-x"1=1 x0=1-1=1
Dus f(x) = x" geeft f(x)=nx"""! klopt voor n = 1.

b Dat lukte omdat de noemers uit slechts één term bestaan.
De functies g en % zijn te differentiéren door uit te delen.

Hoofdstuk 8
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o= 73
. X

Dus k:y= —gx + 1%.

© Noordhoff Uitgevers bv

b gx)=5- %= 5—3x72 geeft g'(x) = 6x73 =)%
b _ 4_ 3 54,3, 3D
¢ h(x)=ax* — = =ax* — bx* geeft h'(x) = 4ax3 + 4bx S = 4ax3 + =2
x b
_2x—1  2x 1 2, 1 . N 29,2 4 2 2 2x 2 2-2x
R e A kAR A e~ R e
b o= oo x-1)-6x-3x-2 12— 6x— 62 62— 6x
g0 =5, 1 geeltg ) = 2x—1)? @ -12  @2x—1)
3x 3x0=3 3xF 3 3 _ a3 SRR a4 9 9x® 9 9x6+9
€ Ax)= o ?——3-—3x = 3x7 geeft h'(x) = 9x +9.x4—9x2+;—x—4+g— A
e S _ 3 10
Jx)=5x ——2—5 - 5x72 geeft f(x) = 10x + 10x 10x+
x
5 2% 5. . 5 4x
b g(x)=ﬁ—?-—2x2—— geeft g'(x) = -5x73 — X=-3-7%
x2 2 1 -1 , =) 1
€ hx)=6- . —6 ;—; =6—x+x ' geeft h'(x)=-1—-x =—1—;
Bladzijde 64
0 f()= 0geeft3x+3=0
3x+3=0
3x=-3
x=-1
Dus A(-1, 0).
) = 3x+3 5% 3—3+3x ! geeft f(x)=-3x2=-~
x x
Stelk:y=ax+bmeta=f’(—1)=—$=—3.
y=-3x+b }
-1+6=0
doorA(l 0) 34b=0
b___
Dusk:y=—§’ax—3. ,
b ICraaklijn = ~ 3> dus f'(x) = 4
3.3
2 4
=4
x=2vx=-2
f(2)=4% en f(-2) =11, dus de raakpunten zjn (2, 43) en (-2, 1),
(x2—1)°l—x-2x ¥ -1-2%2  x2-1
= ﬂ == et =
f(x) lgee f() 1)2 (x2_1)2 (x2_1)2
-1 _ s
Stel &2 y=ax + b met a f(2)—(4 17 =-3
=-sx+b
=51 } B
f(2) 3, dus A(za 3)
1 +b=
b=13
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x2+1
2

3 _ 2
LIRS S geeft g’(x)=1+x2=1 +L2=
x

x X X
+
Stel l:y=ax+bmeta=g’(2)=%=l}‘.

b g)=> -

1
y=1lzx+b Loayp—1l
g(2) =13, dus B(2, 13) 141 A 112
2§+b=1§
b=-1

Dus/l:y= I%x— 1.
c g=1+ x2 geeft g"(x) = -2x3 = ;g
g"(x) =0 geeft % =0 en deze vergelijking heeft geen oplossingen.
x

g’ heeft geen extreme waarden, dus de grafiek van g heeft geen buigpunten.

. +4 x* 4 4 x*-4
26 = =—+4 —= -1 / =1—- 2 =] = —=
il e fx . . x+4x ! geeft f(x)=1-4x*=1 22
. x>—4
fx) =0 geeft 2 =0
x-4=0
x2=4

Zie de figuur in het leerboek.
max. is f(-2) =-4 en min. is f(2) = 4.
b ICraaklijn — -3 geeft f1(x)=-3

x2—4
= -
x2—4=-3x2
4x?=4
w2=1

x=1vx=-1
f(1)=5 en f(-1) = -5, dus de raakpunten zijn (1, 5) en (-1, -5).
2

¢ flx)=2geeft” & o

¥2

geen opl.
Dus er is geen raaklijn met richtingscoéfficiént 2.

, x2—4
d f(x)=%geeft7=%

4x2 =36
x2=9
5 x=3vx=-3
y=5x+h 5 i
f(3)=4%,dusdoor(3,4%)}923+b 143
lg-f'b=4§
_n2
b=23%

Dusdelijnk:y= %x + 2% raakt de grafiek van f.
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_XZ a_l 2 -2 ’, _1 _3_2)6 2a
fa(x)—a+x2—a +q-x geeftfa(x)—a 2x+a - -2x —a—x3
f’()c)=0geeft2—x=2—§Z

a x
2x4 =242
=g

¥=avil=-q

vold.  vold. niet

Yioppen = %4— §= 1 +1=2 en dus liggen de toppen op de lijn y = 2.

Bladzijde 65

a x-xi=x
[x% : x%]'= [x]’
[x2] - X3+ x5 - De)=1
2-x1- [x%]’= 1

b 2-x - [xi]'=1

31 B f(x)=x+\/;=x+x%geeﬂf'(x)=1+%x‘%=1+%._1=1_,_

b g(x)=x - r=x " xi=x'% geeft g'(x) = 130 =15 3

1 _1_ . 1! 1 1 1
€ hx)=—F="T=xT7Tgeeft h(x)=-iyli=- __ __
() \/)76 x% g () 2 2x1% 2x-x;' 2x\/)_c
d k(x)=x3.5x3=x3.x%:x3%geeftkl(x):3%x2%=3%x2.x%:3%x2.é/;j
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oa f(x)=x2-‘\‘/;c=x2-x,?=x2}I geeftf'(x)=2‘1¢x1%=2%x xi=25x - {x
2 2 2
_Axtt1 4x n 1 4 +L

Lo
i = =4y +x712 geeft
X oxew xext oxb

%
3 5 3 4x2 -3

x
y :2—1_1l 24 l__.___:l_
gl)=2x2 S . g B o N9 2% f 22+ Jx

¢ h(x) =02+ D1+ x)= x2+x2 \/_+1+\/§ R T +xb=x2 + 22+ 1+ geeft

h(x)=2x+23 x12+ x2—2x+2 X x2+— ——=2x+2 xf+—l——
xi 2\/;
x—4 x 2
d k(x)= ==——=x— 4 eeft
() %/)—C o g
1 4L 1 4 1 1 4 1 2 4 2x+4
ke :Zx3+‘lx13=2._+_.__l_:_._+_ -
() =35x713 3x%3x133x153xx%3%/;€3X'{/;63x%/;
1 1 1 L. 2 3 1 3 3
Fila f)=—F~= = X 15 geeft fi(x)=-15 - x21=-5+—7=" T=-
/&) X xext xb geeft f(0) =13 2 2 2e-xtex? 2x2 + \x
b g(x)=\/;——l—=xi—L,—x2—x2geeft
NI~
,_1-11_11_1L11_1 1 1 1
X)=sx24+zxli=5-—<t5 — 1~ ity =
gW=21 73 2 AT o fx 2-xex 24 2nx
-2 X 2 2 2
¢ hx)= = 2= N 2x 13 geeft
Vo oxex x-x xlr xb
) ) 1 3 3 ¥ +6
h(x “lyit3p=L. 5
@)=z zxzxz;z(xzﬁzﬁxfm(
d k(x)=x2(x\/3;—3) x3 \/— 3x2 = x2 =31 — 3x2 geeft

K() = 3ha2 —6x =332 - xi —6x =377 \/}—6x

7] a f)=(xyx—3)*=x"—6x x+9=x3—6x-x%+9=x3—6x1%+9geeftf’(x)=3x2—9x%=_3x2—9\/}

2x-—3 2x 3 2. B 1 1
b g(x)= e l=—1——7=2x'15—3x'25 eeft
g( ) 2 p x2 - x2 x2 » X2 x25 xzi g
31 3 15 1 3 15 3 15 -6x + 15
X)=-3x2+Tex =t 5 = - =S + =
g( ) 2 2% 2 x3% xz - x2 2x3 -x% x2 ) \/)7(? 2x3 ’ \/SC- 2x3 . \/;

¢ h)=@—3FP=(-xP=x"—2"x b+ () = 2 — 215+ xS geeft

h 2 2 3 = 2— +— == _n=.3 +
(x) X — X x 3 X — \/— 3 2x 23 \/;C 3. %/—

2% 2
4‘x—-l-i—xl‘*-I-4x’4L geeft

ko) =2
() ‘\‘/)7(? xZ x4
1 sl ] 131 724

_q3 2 1i-13. =13 3. -
k') = Zx4_x14—1z ‘\1/; xli—l : x-x}I 4 ‘\‘/; )C'A\‘/')E X \/7 4x'Q/;C

Al
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y=4x+b } )
@ =3 dusal, Bt st

Dus k:y =4x+ l.

Stel : y=ax+bmeta =f1(8) =
y=x+b _
7(8) =12, dus B, 12)} 2 :i’ Z

Dus/l:y=x+4.
Snijden van & en / geeft 4x+}'=x+4

3x=3%

1
x=1g N |
y=x+4}y—l4+4—54

Dus C(13, 51).

0 S =xx—3x=x - 3x geeft f(x) = 11xt-3 = I3vx—3
S ) =0 geeft 13/x~3=0
L/x=3

2

D[

Jﬁ%

HA”

f@)=44-3-
min. is f(4) = -4,
b Stel k:y=armeta=r10)=15/0-3=-3,

Dus k: y =-3x.
€ rc;=3,dus f(x)=3
I3Vx=3=3
1
15\f—6
=1
Ly=3x+b }
3 16+b—16
J(16) =16, dus A(16, 16) 48+ b=
b=-32

Dus A(16, 16) en I: y = 3x — 32.

Bladzijde67
37 [ f()—x = x3+£=x2+2x2geeft
N e
f’(x)=2%xl%—x“l%=2%x'xz————2 xf— = % ﬁ—)i:%
2P -1
Stel k: y = ax+bmeta—f(1)—T=1§.
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54

1
y=1§x+b i, _
(1) =3, dus A(1, 3) I3-1+b=3
13+b=3
b=13

Dusk:y= l%x-l- 1%,

Snijden met de x-as, dus y =0 geeft l%x + 1% =0
hx=-15
x=-1, dus B(-1,0)

— ]
hoes 3.__|1___
- 2__‘_____
| ____I%__
B | | "
I8 O A

O(r0AB)=%1-3=13
243 -1

f(x) =0 geeft i =0
2l3-1=0
2%x3=1
o=l
x=3%

Dus p= %

s() = 108/t = 10717 geeft ') = 156 =154/t

S(®8)=158=1522= 30,2

Dus de snelheid na 8 seconden is 30\/5 m/s.
108 km/uur = 13—02—= 30 m/s
s'(t) = 30 geeft 15/t =30
Jt=2
t=4
Dus na 4 seconden is de snelheid 108 km/uur.
5(9)=10-9\9=270ens(9) =15" \Jo=45
Dus in de eerste 9 seconden legt de trein 270 meter af en in de volgende 51 seconden
51 - 45 = 2295 meter.
Dus in de eerste minuut legt de trein 270 + 2295 = 2565 meter af.
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39 So®) = (2x ~ p\Jx)? = 4x2 — dpx\[x + p2x=4x2 — 4px1;‘ + p%x geeft
J'0) = 8x = 6pxi + p? = 8x — 6p Jx + 2

1,2 =0geeft 18— 6p- 11+ 2=
PP—9p+18=90
@-3)p-6)=0
pP=3vp=6

3/

/
/\ X
2

p = 3 geeft min. is f3(237) =0. Dus p = 3 voldoet niet.

)

y

/
/\ X
2

P =6 geeft max. is f(25) =201,

O

6.3 De kettingregel

Bladzijde 69
] a v(3)=32-5-3=9-15=-¢
u(v(3)) = u(-6) = (-6)* = 1296
b v(#)=42-5-4=16-20=-4
u(v(4)) =u(-4) = (-4)* =256
L’*[ a  f(x)=u(v(x)) met u(v) =15 en v(x) =3 — x5,
J&®) = u(v(x)) met u(v) = \/; env(x)=x%+ 1.

€ f(®)=u(v(x)) met u(v) = v% env(x)=x+8.

Bladzijde 71
@ f()=(4x+3)° geeft f1x) = 3(dx +3)2 - 4= 12(4x + 3)2

b g(x)=6(x— 4)° geeft g'(x) = 30Gx—4)* - 2= 15(1x — 4*
€ A(x)=3x2— (3 - 2)3 geeft h'(x) = 6x 3Gx—2)% - l=6x- 2Gx-2y
d ()= (4x? - 3)* geeft j(x) = 4(4x2 — 3)® - 8x = 32x(4x2 - 3)3

~N

= — 4 = — =3
e k(x)=5x Gx +2)} 5x = 4(3x +2)3 geeft
} 36
k(x)=5+ +2)4-3=5+ A
) =5+12(3x+2)*-3=5 36(3x+2)4=5+ Gx+2)
— 1 2
f ! — 4‘ + 1 ﬂ f"' T 4 =
®) F L geelt ) 2\4x+1 4x+1
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o n

fo)= —2(2x +1)4 geeft f1(x) =-8(2x +1)* - 2=-16(2x + 1)?
gx)= = (3x —2)? geeft g’(x) =-2(3x—2)73

-6
4= (3x —2)?
. o i

2 ~ -
h(x) = /2% + 4x geeft h'(x) = \/Télx c(4x+4) m
—1Y3 —_1 i1 s
Jx)= \/__/ = (4x — 1) 7 geeft j(x) (4x y'i-4= @1 \/4);—_
k(x)= (2 + 32 +3=(2+ 3)l1 geeft k'(x) = 13(* + 3)8 - 2 =3xx2 +3

l(x)=\/xT$T=(x2+2x+3)2geeft

x-1
Py =-Lo2 + 2+ 3y (Qx+2) = x
@)= (x x+3)1 - (2x +2) A2t R 2+

(3x 2)2

f(x) =40 + Tx — 2) geeft f(x) = 83 +7x—2) - Bx2+7)= 8(3x2+ ) + Tx —2)
18(2x +3)

g(x)= —(—%? = -6(x2 + 3x) 3 geeft g'(x) = 18(<* + 374 (2x+3)= (_W

2 _ #apl
h(x) = 33+ 3x = (3 + 3x)5 geeft hx) = Lod +3xy75- 32 +3) =7 = V@3
i = _1—1 =] — _1% i =- Lea— _2% 1= 3
J(x) @ —x)\/4Tx (4 —x)12 geeft j(x) =-15(4 — x) 1 2@ —xp- e

1 5(4x3 +x)

k() = 5~/2x% + x% + 4x? geeft k'(x =5-———- 83 +2x)+ 8x=——— 1+ 8

%
I(x) = \/—— =x*+4 geeftl(x)—2 2+ x—\/)m

y

\ /.

Raaklijn horizontaal dus f"(x) = 0.
£09) = (bx2 = 2003 geeft £10) = 3G2 — 20 - (x—2)
£(x) =0 geeft 3(3x% — 2x)? - (x—2)=0

I -2x=0vx-2=0

—4x=0vx=2

x(x—4)=0vx=2

x=0vx=4vx= 2
Stel k: y=ax +bmeta=f1(3)= 3(;-32-2-32-(3-2)= 63

”‘6 x+b 3. __q3

f(3)——38,dusA(3 38)}64 3+b="3;
201 +5=-33
_ 5
b=-233

Dus k: y = 63x — 235 en y5=-233.
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Ul e f)=Gr-1t-x+2 geeft f1(x)=4Gx— 1)} Aer=dr-1p-1
S(x) =0 geeft (‘%x— 1¥-1=0

Gr—1¥=1

x-1=1
%x=2
x=8

\ X

o} 8

].
I
I
|
I
I
|

min. is /(8) =-5 en B, =[-5, -).
b Stel k:y=ax+bmeta=rck=rcl=—2.

fx)=-2geeft Gx—1P-1=-2

Gx—1P3=-1

‘l‘x— 1=-1

ix=0

x=0
y=-"2x+b b=3
f(0) =3, dus door (0, 3)

Dus k: y=-2x+3.

I a g(x)=(%x—1)2+ax+b=%x2—%x+1+ax+b=Tlgx2+(a—%)x+b+1
Ook geldt g(x) = %xz - l%x +15.
Dus a—%=—1% oftewel a=-1en b+ 1 =15 oftewel b= 14.
b /() =g(x) geeft (Gx— 1)* —x+2 = Gx—1)2-x+14
Gr-14—(dx-12-12=0
Stel (Gx— 12 = 4.

wW—-u-12=0
w+3)u—-4)=0
u=-3vx=4

Gx—12=-3v(x-1)2=4
geen oplossing %x —-1=2v ix -1=-2
‘l‘x =3v }‘x =-1
x=12vx=-4
Bladzijde 72
e f3)=32-3-57+2=1. 13+2=2}
g3)=-7(33-10)*+2L= L. 1+25=21
S(3) =g(3), dus 4 ligt zowel op de grafiek van f'als op die van g.
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b f()=1(x—5)7+2 geeft f(x)= J2x -5 2=15(2x—5)
r@)=1i@-3-5%=13
o) =-1(3x—10)*+ 2% geeft g'(x) =-(3x — 10) - 3=-3(3x — 10)’

¢(3)=-33-3-10)*=

1(3)#g'(3), dus de raaklljnen in A hebben niet dezelfde richting.

Emma heeft dus geen gelijk.

& g = 133, dus f'(x) = 13 geeft 132x- 5)2 =131

(2x 52=9
2x—5=3v2x—5=-3
2x=8v2x=2
x=4vx=1

fi =83 en f()=-43
Dus de punten zijn (4, 8%) en (1, —4%).

x
[f a f)= [x2+9 —x2+ 5x geeft f()=——F5— \/_2— “2x—2x+5= —-2x+5
+9 Jx2+9

T, Fegal fels
f(\/_)\/——2\f5 L 7-2T+5=5-13J7#0

Dus f heeft geen extreme waarde voor x = T
b Stel k: y=ax+bmet a=rc,=r1¢;=5.

110 =5 geeft —=—=—2x+5=5
Jx2+9
X
Jyx2+9

kwadrateren geeft
o2
x+9
4x2(x2 +9) = x2
4t + 36x% = x?
4x*+35x%=0
x4 (4x* +35)=0
x2=0v4x?=-35
x=0 geen opl.

=2x

= 4x?

y=5x+b _3
£(0) =3, dus door (0, 3)
Dus k: y=5x+3.
¢ f(0)=3, dus 4(0, 3).
. 4 4 4 1
Stelm:y=ax+bmeta=f(4)=\/:——8+5=———— =z—-3=-23.
4219 V25
1

y=-23x+b l41ph=
Yty 9, dus B4, 9)f 25 4¥E0

83+p=9

b=17%

Dus m: y=-2Lx+17% en C(0, 179).
AC=17%-3=14%
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12153 -5
+ 1 1
B o fon)- Sx\/)_clo—sz%Jrle’igeeftf’(x)=12%x15—5x‘l%=12%x\/——i= 2

2% x/x

o 12523 -5
x)=0 geeftT—O
1253 -5=0
12503 =5
o = L:%

5-3+10 121 12 1®
S( Z)= g = NN
% B Gy & &

Dusa=12,b=6enc=§.

3
bk raakt de grafiek van g(x) = 2L \/t L +d.
800 =10 g oot gy~ 20
Vx f

2——5

Stelk'yzax+bmeta=g'(1)—- 1 :7%
Y = 7 5x+b .
g(l)—15+d dus A(1, 15+d)} “1+b=15+4
b= 7 +d
k door de oorsprong, dus 7 +d=0
d=-73

Bladzijde 73
=1 @ De tijd nodig van 4 naar B via Cis 2 80 + 110% é uur = 450 seconden.

De afstand 4B is 122 + 102 = \/104 km.
V104

80
Het verschil is 458,9... — 450 ~ 9 seconden.

AD BD \/2+22 10-x

De tijd nodig van 4 direct naar B is uur =458,9... seconden.

10 X 1
=L /2 = M 1 4 _
L 100 80 100 80 X +4+100 100 30 x<+4 0,1 0,0IX
Dus £ =& A2+ 4+0,1 - 0,01x.
1 X
C tx —_ x2+4+01—001x eefttx _—'\'ZX-O;OIZ\—O,Ol
) =35 V 8 ) W 0T a
(x)=0geeft —E—_001=0
& ¢ 80+/x2 + 4
#:0’01
80/x% + 4
x=0,8x2+4

kwadrateren geeft
x2=0,64(x2 + 4)
x?=0,64x2 + 2,56

0,36x%=2,56

2_ﬁ
9

—~92
x—23

123) =557/ 2H2 +4+0,1 - 0,01 - 22= 0,115 wur= 414 seconden
3 80 3 3

De snelste route is 450 — 414 = 36 seconden sneller dan via C naar B,
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L ) =(ax— 24+ %ax geeft f(x) =4(ax — 20 - a+t %a =da(ax—2)> + %a
Een extreme waarde voor x = 3, dus f(3)=0.
Dit geeft 4a(a - 3—2)° + 1a=0
4a(3a—2)} +5a=0
a(4Ba—27+3)=0
a=0v4(B3a—2P+5=0
a=0v4QBa-203=-3
a=0v(3a—2)3=—%

a=0va=%
a=0 geeft f(x)= (-2)*+0=16 en deze functie heeft geen extreme waarde voor x = 3.
a=7 geeft f(x)= (gx=32)* x

¥

1
H

) 3

fheeft een extreme waarde voor x = Jalsa= %

El ) =x+/2x + 1 is het product van de factoren x en J2x+ 1.
Dus volgens de productregel is /(x) = k] y2x+ 1+x- [V2x + 11~
De afgeleide van /2x + 1 bereken je met de kettingregel.

Bladzijde 74
(1] a fx)=xy2x+1 geeft
F=1- o RN SR JUY oy RS N T 2.8
v 2ax i1 i ymil el el
x+6
b = eeft
g(x) \/mge
4(x + 6)

1
5T9-1-(xr6) ———=-8 Bx+9-—T—=
)= 2y8x+9 V8x+9 Bx+9 gr+9-ax-24  4x—15
(\/8x +9)? 8x +9 J8x+9  (Bx+9)y8x+9 (8x+9)\/8x+9

] a flx)=xy3x+4 geeft

1 3x 2(3x+4) 3x
)=1-Px+d+x - ——="3=3x 4+ = +
A RPN XA Bxta 23x+4 23x+4

_6x+8+3x _ 9x+8

T 2 f3xt4 2 x+4
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b g(x)=x(3x+1)3 geeft
g)=1-Bx+1P+x 303x+1)2-3= (Bx+1)* + 9x(3x + 1)2
=GBx+ 1)’ Gx+1+9x)=3x + D?(12x + 1)

Vx2+1
c hx)= 1 geeft
1 (2x+1) x
&+ ) == 2x— X2+ 12 2yx?+1
" EL 22 +1 2 Vx2+1
= @t 1y TS AN~
@D x-262+1)  2245-252-5 N =2

@x+12- J2+1 _(zx+1)2-\/m_(2x+1)2-\/m

56| Voor—i<x<0is xy3x+4<0en \/3x3+4x2>0 dusx\/3x+ 4 #/3x3 + 4x2, Dit is de eerste fout.

7oA fx)=3xBx+ 1 geeft

Ox2 + 8x
2\3x3+4x2=2 . VB3x+4 #2035+ 4, dus ———e 9x% + 8

'x' 4+ 2x/3x u W (%% + 8x) £ ———2 2ol d
Dit is de tweede fout.

9x2+ 9x + 8 9x2 + 8x 9x+ 8

1s niet gedefinieerd voor x = 0 en wel, dus :
2\3x+4 g 2.3x+ 4 235 t4 2 fBrid

Dit is de derde fout.

B 1 1 1 3x 2(3x+1) 3x
X)=3 \Bx+1+ix —=—.3=-1 Ay 774
S T Bxel 0 VLA NSNS
6x+2+3x 9% +2

43x+1  4\3x+1

b Het randpunt is (—— 0).

: 0+2 1
Stelk: y=ax+bmeta=rc,= 0)= =z,
2 ARV i
K= 2X+b 1,1 _
door(—— O)} 5HR=0
b=1
Dusk:y=%x+%.
¢ )= 13 geeft
9x+2 1
43x+1 8
T2x+16=44/3x + 1
18x+4=11\3x+1
kwadrateren geeft
324x% + 144x + 16 = 121(3x+ 1)
324x2 + 144x + 16 = 363x + 121
324x2-219x — 105 =0
D=(—219)2—4 © 324 --105=184041
_219+429 _219-429
T —lvx—\648 0,324...
vold. vold. niet

S() =1, dus 4(1, 1).
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Bladzijde 75

Hla

B a

62 Hoofdstuk 6

8—2x=>0
2x>-8
x<4
Dus Dy = (¢, 4].
8—2x X 8 —3x

F(x) = x+/8 — 2x geeft
fy=1- 8—2x+x-——-—2 J8—2x— -
282 WJ B B-x (B2

f(x) =0 geeft \/3_32;

g V8
6= \f —\/_:3 3$—§'3 9
1

Dus de top is (2 %\/g) en By = (¢, 1;\/6]
8 —3x
=1 geeft =1
8—3x=+8—-2x
kwadrateren geeft

64— 48x +9x2 =8 —2x
9x2—46x+56=0
D=(-46>—4-9 - 56=100
46— 10

_46+10_ 1, _40—10
X="71g 35vx 13 2
vold. niet vold.
£(2)=4, dus A2, 4.
4x +4
x)= ecft
24 4—(4xt4) 0y adEERRED
X X =
P \/ YN Y 4p2+4) —x(@x t4)
x) = 2+4 x2+4 \/—2_|_—4 (x2+4)\/T+—
_ 42 +16— 42 —4x __ 16-4
(x2+4)\/2+4 (AR +4
6 —4x
x) =0 geeft =
fx)=0¢g 2+4) Zra
16—4x=0
-4x=-16
x=4
16 +4
4 === 2
=150 @ J20=2y5

De codrdinaten van de top zijn (4, 2\/3).
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b

J)=0geeft 4x +4=0

dx=-4
x=-1
Dus A4(-1, 0).
8 16 +4 20 4 4
Stel k:y=ax + b met a=f1(-1) = ==—=1 =4/
’ RN = e RN e

4
Y=35V5-x+bla o _
door A(-1, 0) 5\/i D=0
b=%/5
Dus k: y = ;—K/E ‘X % 5 en het snijpunt met de y-as is (0, i\/g).
£ =224 5 dus Bo, 2)

+
VO? +4
Dus bewering I is niet waar, de lijn £ gaat niet door 3.

16-0
Stel I: y=ax + b met a = 110 S =
y U

y=2x+b }b=2

door B(0, 2)

Dus I: y=2x +2.

I'snijden met de x-as, dus y=0geeft 2x+2=0
2x=-2
x=-1

Dus het snijpunt met de x-as is (-1, 0).
Dus bewering II is waar, de lijn / gaat door 4.

J&)=2x\/9—-2x-3 geeft
1

2x 2(9 -2x) 2x
®=2-9-2x+2 e 2=2{9 - =2 Y
S N> RN S AN e
=18—4x-2x=18—6x
V9 —2x V9 —2x
18 — 6x
) =0 geeft =
f(x) g \/5‘\2)5
18-6x=0
-6x=-18
x=3

Dt e i i

/
max. is f(3) = 6,/3 — 3.
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b 9-2x=0

-2x>-9

.vc442

Dus D, = (¢, 43 enB,= (¢, 63— 31.
¢ Raaklijn evenwijdig mety = 13 5%, dus f (x)=1%.

e il 18=6x_3

fx) =15 geeft ———— 9= 2 =5
36— 12x=39—2x
12-4x=+9—2x
kwadrateren geeft
144 —96x + 16x2 =9 —2x
16x2—94x+135=0
D=(-94%—-4-16-135= 196

94+14 3 _94-14 o1
x———_32 38vx 37 22
vold. niet vold.
72Y=1, dus 423, 7).
T p—pr = 2
. 23 3 2yx*+9 p(x2+9) —px
61 fp(x)= . geeft];,(x)= 5 2 2 2 2
(’9 249 @R TY @ +9N +9
0 —_——_
£, 0)= 9(

e |
b3
et

64

fu’(O) =1 geeft gp =1

£3(0) =0, dus voor p = 3 raakt de lijn y = x de grafiek van fpin de oorsprong.

6.4 Functies met parameters

Bladzijde 77

(7] Raaklijnk heeft richtingscoéfficiént 22, dus f, )= 2—

Raken in het punt 4 met x4 =3, dus f, 3)= 25.
_];,(X) ES ix2 +px +2 geeft fp,(x) — %x +p
qu’(3)=2%geeft% . 3+p=2%

1%+p=2%
p=1
p _Sxx p
a 2 2% + eft obxlit = —==
£@) =@ +p) - JE =R pgeeht 1) = 2055 4 Em T TS BT 2( T
b £, (4 =10
5-42+
SRR ST
2 i
80+p
=18
80+p=72
p=-8
c f8(4) (16— 8) - /4= 16, dus A(4, 16).
y=18x+gqg
18-4+q=16
doorA(4 16) 72+4=16
q=-56

Hoofdstuk 6
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1 2x
x) =2x% + p geeft £ (x T
B i et e~
2 2
(1) =2 geeft =%
S D=5g 24p
2+p=3
2+p=9
2 p=7
f(1) =3, dus 4(1, 3)[ 3 1
q=23

Dusp=7enq=2%.

@ f,(x)=6x\x+ px? = 6xli +px? geeft AGE Ox2 + 2px = 9[x + 2px
5@ =0geeft9- 242y -21=g
9-15+4lp=0

1 _ 1
43p=-13;
p=-3

ENpey

\ X
Dus f,, heeft een maximum voor x = 2}1 als p =-3.

b & y=5x+ g raakt de grafiek vanf,in 4 metx, =1 geeft /,(1) =rc,
9-V1+2p-1=5
9+2p=5
2p=-4
p=-2

Jo(x) = 6x/x — 252
k:y=5x+q . _
fa(l)=4, dusA(1,4)};=l_;’q :

Dusp=-2eng=-1.
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Bladzijde 78

— 4x+p
[l a j;,(x)=x2+1 geeft
) _(x2+1)-4-(4x+p)-2x_4x2+4—8x2—2px_—4x2—2px+4
-,;7 (x - (xZ + 1)2 - (x2 4 1)2 - (x2 + 1)2

“4-02-2p-0+4 4
174

a =f1‘7 (0»' = (0?. + 1)2 -
k. y = 4x + 4 snijdt de y-as in0,4| _ 4
£(0)=p, dus door (0, p) p

Dusa=4enp=4.
b [:y=-x+braaktde grafiek in 4 met x,=-1, dus f,(-1) =re;.

4 (1P-2p 144

L D= -1 geeft

(1P + 1)
-4+2p+4
,____———=._1
(1+1)
2p
—4-——1
2p=-4
p=-2
4x-2
f_Z(X)_x2+1
Ly=-x+b
_4:-1-2_ Y A
fal l)—————(_l2+1 3, dus 4(-1,-3) b= 4
Dusl:y=-x—4.

¢ Een extreme waarde voor x =2 geeft 5'(2) =0
~4:22-2p-2+4

(22_,_1)2
-12—-4p=0
-4p =12
2 i
, =—4x +6x+4
f—3(x) (x2+1)2
f_3'(x)=0geeft—4x2+6x+4=0
D=62-4--4-4=100
=—6-|r10:_lvx=—6—10:2
* , s -8

reeE———— O

2

min, is £3(-3) = 4.

Hoofdstuk 6
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i a JoX) = %x3 +px2—3x—p geeft £,(x) =x2+2px—3
/Jp heeft twee extremen als Jp () =0 twee oplossingen heeft.
D=(2pY-4-1--3=4p2112
4p? + 12 is voor elke b groter dan nul, dus J,(¥) = 0 heeft voor elke P twee oplossingen.
b/, heeft een extreme waarde voor x = 3, dus j%’(ﬁi) =0
3*+2p-3-3=90
9+6p—-3=0
6p=-6
p=-1
S =%x3 —x2—-3x+1 en i (x)=x2-2x-3
S () =0 geeft x2—2x-3=9
x+1DEx-3)=0
x=-lvx=3

A
O
————————dw

max. is f;(-1) =22,
¢ [y =-x+gqraakt de grafick van f, in B met xg = -2, dus o (-2)=1c
(2P +2p -2-3=-1
-4dp=-2
P=3
=13,12_ o 1

le(x)—3x tox°-3x—5

lgy=ﬁx+ 45

[1(-2)= 42, dus B(=2, 4%)} e > 4

q=2%
Dusp=%enq=2§.

2+p

4+¢q
2+p=24+q
P=2+2\A+q

U f(2)=2 geeft =2

:

x(x + p)

1
x2+q'1—(x+p)'—————'2x fx2+q_
2{x2+¢q B \fx2+q_x2+g—x(x+p)_ q—px
X tg ¥ +q (NP +q  (2+gPgq

fou @ =-ggeett —LP____
s Gronity

q-2p=-5(4+q)\Ja+q
2p=-q-5(4+qnA+q
P=39+5@+qfitq

Voerin y;=-2+2\/4+xeny, =3x+ 54 +x)\4+x,
De optie snijpunt geeft x = -4 eny=-2enookx=5eny=4.

\Oj—

x—2

x2—4

P =~2en g =-4voldoet niet, want A(2, 2) ligt niet op de grafiek van S, 4lx)=
Dusp=4enqg=5.
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S0 = 132+ px+ 3 geeft f,(0) = ~x+p
];,'(X) = () geeft -%x +p=0
1
pP=3x%

Bladzijde 80
i) a Jehoeft alleen de formule op te stellen van de kromme waarop alle toppen liggen.

Je hoeft niet aan te tonen dat alle punten van die kromme een top zijn.

b £,0)=3" 02+2p - 0+2=2+#0, dus voor elke waarde van p geldt dat £,0) #0,
dus (0, 3) is geen top van een van de graficken van f,.

¢ De formule van de kromme waarop alle toppen liggen, wil niet zeggen dat elk punt
op de kromme per se een top is. Het punt (0, 3) ligt dus wel op de kromme, maar
hoeft dus geen top te zijn.

Bladzijde 81
|71 QA %x3 +px? + 3x + 5 geeft £, (x) = x2+2px +3

f;)’(x)=0geeﬁx2+2px+3=0
2px=-x"—3
voorxiﬂgeldtp=:£2—_—3 1
2 py=3zx+

_1 1 1
y=3 3—§x3—1§x+3x+5

2 —
L 3-x2+3x+5

y=%x3+px?+3x+5

y=—%x3+1%x+5

Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = —%x3 + l%x +5.

[7] a Extreme waarde voor x =1, dus £,(1)=0.
3 Ay _(x2+4)-1—(x+p)-2x_x2+4—2x2—2px_—x2—2px+4
+4 geeft £, (0= (2 +4)? - (2 +4)? T 2+ 4

X
J)= 2

’1 —0 ft:l_z_'__2£'_]_+_4__0
J;J( )=0gee (12+4)2 -

-1-2p+4=0
2p=-3
1
2 p—li
. -3x+4
fl‘i(x) (x2+4)2
X2 —3x+4 _

flé_'(x)=0 geeﬁ—m—
x*—3x+4=0
x2+3x—4=0
x—Dx+4)=0
x=1vx=-4

4+13 23
e N Y ¢
b7
.
v I
; X

— —5|

Dus p= 14 en min. is fu1(-4) ="3-
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x2—2px+4
b £,(x)=0 geeft =

(x2 +4)2
—x2—2px+4=0
2px=x2-4 .
) -x¢+4
voor)c;IEOgeldtp=—x2jIri x+ %
_x+p Y= x2+4
Y 2 +4 _22-x2+4
2x(x? + 4)
__x*+4
2x(x2 + 4)
1
Y=o
Dus alle toppen liggen op de kromme y= Elx—
. P 1. P Sxx p-5¢2
73 | x)=@—x2) « \Jx=px — x2 geeft {1 =—=-2xli=—___T__F =
ﬁ}()(p )\/—SZP\/_ g fa(x) 2\/; 2 2\/)—6 9 2\/;
p—5x
) =0 geeft =0
L (0)=0g 20
D="Sx%=40)
p=3x* } —(5,2_ .2
= (=25 = P =D
y=e= Vel el
Dus de formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y = 4x2 - \/;c
b y=8
42 - \Jx=8
xz\/;c=2
x5=4ll
x=45 L 2
p=5x2}p=5-(4s)2=5-4s=5-2ﬁ6

e f)=3- 1241+ k=3 engl)=-1244-1=3
Dus 4(1, 3) ligt op de grafiek van Jfen op de grafiek van g.
b f)=3x2+x+ 1) geeft fx)=x +1
Stel k: y =ax + b meta=f{(1)=2.

ky=2x+b _
doorA(l,3)}i:i)_3

Dusk:y=2x+1.

8(x) = -x2 + 4x geeft g'(x) = -2x + 4
Stell:y=ax+bmeta=g’(1)=2.

Ly=2x+b _
doorA(1,3)}§:’1"3

Dus/:y=2x+1.
€ A is het punt waar de raaklijnen van de grafieken van f'en g samenvallen.

© Noordhoff Uitgevers by Differentiaalrekening 69



/| De grafieken hebben voor x = -3 geen punt gemeenschappelijk, dus ze raken elkaar niet.

70

Bladzijde 82

Wel geldt dat voor x =3 de raaklijn van de grafick van f'en de raaklijn van de grafiek
van g evenwijdig zijn.

a f(x)=x>+4x2+2x+1 geeftf/(x) = 3x? + 8x +2

g(x)=x2+ 11x +28 geeft g'(x) =2x + 11

() =g() Afx)=g'x)

Bral+2+1=x2+11x+28 A2 +8x+2=2x+11

B+3x2—9x—27=0A3x*+6x—9=0

32 +6x—9="0geeft x> +2x—3=0
(x-Dxx+3)=0
x=1vx=-3

Substitutie van x = 1 in x3 + 3x2 — 9x — 27 = 0 geeft

143 —9—27=0klopt niet.
Substitutie van x = -3 in x3 + 3x — 9x — 27 = 0 geeft

97 +27 +27 — 27 =0 klopt, dus de graficken raken elkaar voor x =-3.

f(-3) = 4, dus het raakpunt is (-3, 4).
b g'(-3)=-6+11=5

y=5x+b } _
5--3+b=4
door (-3, 4) b=19

Dus de gemeenschappelijke raaklijn is y = 5x + 19.

7710 f(x)=\/ﬂgeeftf'(x)=5\1[_2;_.2=_\/%

gix)= x2+1 geeft g’ (x) = 2x
@) =g1(x) Af00) =81 ()

2x=x2+l/\—1—=2x
V2%

X

V2 =x2+ 1A 220 =1
2x+/2x = | kwadrateren geeft 2x)?=1

2x=1

_ 1

27

Substitutie van x = % in \[2x =x% + 1 geeft
J1=1+1Klopt niet.

Dus de grafieken van f'en g; raken elkaar niet.

b ()= g, AS1) =8, )
\/'2;=x2+p/\—ﬁ=2x

Substitutie van x = % in \/EE =x2 + p geeft \/T = 211‘ +p

W

p:

Dus de grafieken raken elkaar voor p = %.

Hoofdstuk 6
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Bladzijde 83
] @ De grafieken van f(x)=x3 - 2x2 en gx)=3x3 — 22 raken elkaar als
J(¥) =g Af1x) = g'(x)
x3—2x2=%x3—2%/\3x2—4x=x2
3x% —4x = x? geeft 242 — 4x = ()
2x(x~-2)=0
x=0vx=2

Xx=0Ax3—242= %x3 - 2% geeft 0 = —2%, dus voldoet niet.

x=2Ax3 -—2x2=%x3 —2§geeft8—8=% . 8—2_3—’klopt.

Dus de grafieken raken elkaar voor x = 2.

J(2) =0, dus het raakpunt is 2, 0).

b A(x)=-x>+8x— 12 geeft h'(x) =-2x + 8

kep(x) = X%+ px geeft ky(x)=2x+p

h(x) = ky(x) A B (x) = k' (x)

X2+ 8x — 12 = x2 tOXA-2x+8=2x+p

—2x2+(8—p)x— 12=0A-4x+8=p

Substitutie van p =-4x + 8 in -2x2 + (8 ~p)x—12=0 geeft 2x% + (8 — (-4x + 8))x—12=0
2x°+ (8 +4x—8)x— 12 =0
22 +4x2-12=0
2 =10
=6
x=\6vx= —\/E

x=4/6
p=—4x+8}p:—4\/6+8

x=-y6 }p=4\/3+8

p=-4x+8
Dus p=-4\/6 +8vp=4./6+8.

B 0=~ geott
79 X) = ———gee
- p.q x2+
vV q
2+ 1= + .—_1___2 2+ _i(iip_)
x“+q (x+p) 2ZTa X \x“+g T K P

/x: _ =
I 2 Pre @rgrg Rroyiig

gx)= —I%x2 + 2§x geeft g'(x) = —Z%x + 2%

De grafieken van f;

'p,q €0 & raken elkaar voor x = 1, dus

TodD)=g) nf, (1) =g/1)

1+p 3 A7 q9-p 3, A7
=512 17 5 =92 1o
Jli+g 8 78 (1+g)f1+g “4 78
I+p 4 q-p 1
2

Ttg 2 (gt ¢
2+2p=3\1+gA8g-8p=(1+¢)/T7¢

2 =2+3\1+gr8p=-8g+(1+q)/T+¢
p=1415/T+gap=g-L1+9i+q
Hieruit volgt -1+ 15T+ g =¢ - 11 +1+q.

Voerin y, =-1+ 1%\/1 +x eny2=x—%(l +x)/1 +x.

De optie snijpunt geeft x = -1 eny=-1,x=3eny=2,enx=35 eny=38,

x—1
X -1

P =-1eng=-1 voldoet niet, want het punt 4 met x4 = 1 ligt niet op de grafiek van S, =

Dusp=2enq=3ofp=8€nq=35.
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72

b Ja, bij de lijn k ga je 1 naarre

AT

en 1 omlaag.
m loodrecht op &, oftewel m evenwijdig met /.

Stel m: y = ax + b met a =1¢,, =1¢; = ;

y—-—x+b
door A(4, O)} w00

Dus m: y—-—x+2

Ic, 4, dus bij p ga je 4 naar rechts en 1 omhoog.
Dus bij 7 ga je 1 naar rechts en 4 omlaag.
Stel n: y = ax + b met a =1c, =4.

y=-dx+b
door B(1, 3)} b4 71”’ 2

Dusn:y=-4x+7.

Bladzijde 84

0 0 f0)= et @)= eng) =bit 4 10 oo g9 =

fx)=g) Af1x) - g’ x)="-1
\/;=--12-x2+ 10A—l—-—x=—1

2/
L 1geeft ==1
2\/— X gee 2\/)_c
-
JE=2

x=4
Substitutie van x =4 in f——-x2+10geeﬂf——— 42+10
2=-8+10
2=2

Dit klopt, dus de grafieken snijden elkaar loodrecht.

Hoofdstuk 6

chts en 2 omhoog, bij de lijn / ga je 2 naar rechts
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hy(x) = pJx X geeft , (x)— en k(x) =-12 +82 geeft k'(x) =-1x,
X

hy(x) = k(x)/\h ) - k(x)——l
D 1
=g +82a L. 1,
DPVx=-¢x 2\/; 3X
4 ———x +83/\— p\/—=—1
px———gx2+83/\p\/_ 6
H1eru1tvolgt6=—gx +8§

=2}
=16
X=4vx=-4
x=4geeftp\/z=6
2p=6
p=3
X =-4 voldoet niet,

k4 =6
Dus p =3 en het snijpunt is (4, 6).

Bladzijde 85

L a f(x)=x2 —4x geeft f(x)=2x—4

S15)=10-4=¢
re, - 6=-1, dusrck——%.

k:y———x+b STap
doorA(S 5) } 5Tb=5

b=52
Dus k:y=~éx+ 5%.

2x—1 i
b () =" geeft gl(x) =

(x+2)? (x+2)?
8X)=-5x+pAg(x) rc,=-1
g 1
2x—1 5 -y
P 5x+p/\(x_'_2)2 5=-1
2x-1 25
22
P=5x P c+2)
E—%2—)—2-=1geeft(x+2)2=25
* X+2=5vx+2=-
x=3vx=-7
x=3
2x-1 p—15+——16
p=5x+==—= P
x=-7
=8
p= 5x+ -1 p= 35+?— 32

x+2
Dusp=16vp=-32.
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P
x

2P

=px ! geeft g, () ="px"="7-

CE a f() —x2 —x geeftf(x)=2x—1en g,(x) =
1) =gy AS ) = g, (x)
2P e

X x—xA(Zx l)—ch
B-=pa2d-xt=p
p=x3—x2z\p=—2x3+x2

X3 -2 =223 +x*
33 —2x2=0
x2(3x—2)=0
x=0 v xX=3
vol%. niet vold.

Dusp=—-24—7enA(%,—%).
b f)=g,®AS ) - gy ="1
p P
2=t 1y L=
XA x/\(2x 1) ) 1
x3—x2=p/\p(2x—l)=x2
(B3 —xH2x-1)= 2
x2(x—1)2x—1) =x?
x;ﬁO,dus(x—l)(Zx—l)=1
ar=3x+1=1

2x2—3x=0
x(2x—3)=0

x=0 v x= %
vold. niet vold.

Dusp= 1% en B(l%, %).

\1x2+q-1—(x+p)-’1-"2x
2l +g  xtq-xbtp)  47PX

B o 1ot ST o e e e S e I
[d ];,,q(x) \/m gee an,q ) (\f)c2 + q)2 (o2 + CI)\/JCZ +q (2 + q)\sz +q

glx)=x*—3x-— 1:]3. geeft g'(x)=2x— 3
De graficken van f, , €n g snijden elkaar loodrecht voor x = 4, dus
RORE- O PON g@=-1

4+p q—4p

P i, B

J16+g (16 +q)16 +q
4+p=2%\/16+qA5q—20p=—(16+q)\/16+q
p=-4+2516+¢ n-20p=-5¢ (16~ 16 +¢
p=—4+2%\f16+q/\p=%q+—216(16+q)w/16+q
Hieruit volgt —4+2‘5\/16+q=%q+21—0(16+q)w/16+q.
Voerin y = -4+ 2516 +% en yy = Lx+35(16 +X)/16 +x.

De optie snijpunt geeft x=-16eny= -4, enx=9%eny= 8%.

=i $5=-1

=

p=-4enq= -16 voldoet niet, want het punt A met x, = 4 ligt niet op de grafiek van foa16) = —_x\/xT;ilz .

Dusp=8%enq=9.
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Diagnostische toets

Bladzijde 88 3
1 6x ) =F D 6-6x 2 62454122 _g2 45y
I £
Sx)=0 geeft-6x2+ 54 =
—6x-=-54
x2=9
x=3vx=-3

min. is f(-3) =-1 en max. isf(3)=1.

Sx) =0 geeft 6x=0, dus x = 0.

De grafiek snijdt de x-as alleen in (0, 0), dus B =[-1,1].

JO) =94 +4x3 — 4552 — 305 + 5 geeft f(x) =36x> + 12x2 - 90x — 30

f’(ﬂ)=36-2§\/5§+12-2%-90@—3%90@%0—90 2L-30=0

3y

A
\/\ @/X

\/o

f ’(\/;%) =0 en in de schets is te zien dat de grafiek een top heeft voor x = \/;%
Dus f'heeft een extreme waarde Voor x = \/2‘%

w a f(x)=4-(x3+ 12=4- (0 +2x3 + D=-=x6-2s3+3 geeft f(x) =-6x° — 62
Sx) =0 geeft-6x5 —6x2 =
-6x2(x>+ 1)=0
6x2=0vx3=-1
x=0vx=-]
J(1)=4, dus de top is (-1, 4).
b /%) =-6x7—6x2 geeft f”(x)=-30x%— 12y
S7x) =0 geeft -30x4 - 12x =0
-6x(5x3+2)=0
“6x=0v 5x3=-2
x=0vx3= —%

x=0vx= Q/—?
fO=3enfG-H=a-(-F+12=q-2 =318
Dus de buigpunten zijn (0, 3) en ({/: g’ 3;—2).

!
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e f(® :%= 5x°6 geeft f(x)= -30x77 = —%Cg

X0 —

4 5,
b g()= 52x =x=2x" geeftg'(x)=1+2x‘2=1+;25=x 2
X

2

X

372 43— 352+ 2070 geeft

¢ h(x)=4x3—

R(x) = 1262 + 6x73 — 6x74 = 122+ 5—3— f—4= 12x% + 6i;—6—
X

5 f(x)=2x+%+1=2x+8x*1+1geeftf’(x)=2—8x‘2=2—x—2=——2—

f(x)=0 geeft 2x* =8 =0
2x2 =8
x2=4
x=2vx=-2
Y

S

max. is f(-2) =7 en min. isf(2)=9.
22— 8

b f(x)=-6 geeft 2 =-6
252 — 8 =-6x2
8x2=8
xt=

x=1vx=-1

f)=1enf(-1)=-9
Dus de raakpunten zijn (1, 11) en -1,-9).
2x* -8

¢ f(x)=3 geeft 2 =

geen oplossingen
Er is dus geen raaklijn met richtingscoéfficiént 3.

4 4

8x0—x* 8xb—x

B /0= 5

- 8t — x21 geeft f1(x)= 36532 — 2%xl% =36x3  \Jx— Z%x\/;
X 2

6x—x2'%/; 6x — x5 2 2 .z ~12 2l ‘36"'2?5'%/;
b gw="3 3 —ox? - xS geeft () =12 A5 B =TI E T T s

¢ h(x)= (2 +2y%)? —xtHax? e xHAx=xtt 4x%5 + 4x geeft
H(x) = 4x3 + 10x1T + 4= 4% + 10x+/x + 4
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e f(x)=x3-

2 L2 )
f(x)“ \/— 3—x 2= 3% geeﬁf(x)———x‘lz+71 -32_L+1\5=;15

2% 23 28y

S)=0geeft x2+ 15=9

¥ =15
x=y15vx=-/15
vold. vold. niet

1%
f
oty :
0 V15 X
15-3 g
Yop =S(15) = ==

15-\/E15\/‘5\/_

Dusa=4,b=5enc=15 zijn mogelijke waarden.

—502x2 —x)* geeft Sx) =322+ 20(2x2 —x)7 - (4x - 1)=3x2+ M

@R2-gft (2x? - x)

Y o = —6)=—=E3
VDT e St ) e

¢ h(x)=(x2+2)\/x2+2=(x2+2)l geefth(x)=15(x +2)7-2x=3x\/x2+2

' a f(x)=—(x —2)3 42 geeft f(x)=(x2 - 2)2'2x—2x=2x(x2—2)2—2x
S@) =0 geeft 2x(x2 - 2)2— 2y = ¢
2d((x* -2y~ 1)=0
2x=0v(x*-2)2=1
x=0vx2—2=1vx2—2=—1
x=0vx?=3yvx2=]
X=0vx= \/gvx——\/gvx—lvx——l
b Stelk: y= axt+bmeta=f(2)=4-22-4- 12,

y=12x+p } 1
= Al g 12 2+b——1
f(2)— 13, dus 4(2, -1} 24+ 1L
b=-251

Dusk:y= 12x—25l
y=0 geeft 12x — 25— =
_76
IZX—T

=76_ 41
x= —29

N

-5l
Dus x5 = 2.
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50 —x2 —x? 50 — 2x2

() a f () = x/50 — x* geeft
1 2
oy 1 - (SO — e 2= 50— _ _
) 2% 250 — »2 x =50~ 022 50—

£(x) =0 geeft 50— 2x2=0

x*=25

x=5vx=-5
min. is f(-5) = -25 en max. is f(5) =25.
Dus B, = [-25, 25].

50-2 48 6
b Stelk:y=ax+bmeta=f’(1)=\/f_,=-——=67.
50—1 49
6
y=63x+b 6.11p=
F(1)=17, dus AL, 7) 27: L
7

Dus k:y=6%x+%.

11 I ﬁ(x)=%x3—4x2+PX+2 geeftJ;'(x)=2x2—8x+P
ﬁﬂ$=0gwﬁ18—24+p:0
f6(x)=%x3—4x2+6x+2e"f(),(x)=2x2—8x+6
£.(x) =0 geeft 2x> —8x +6=0

x2—4x+3=0

x-Dx—-3)=0
x=1vx=3
y
e
I
I
I
|
I
R
| |
1 ] X
1 3

f)=i-4+6+2=43
Dus max. is fg(1) = 4%.

b Voor raken geldt f,(-1)= 12+gaf, D)= 12
L= 12 geeft 2 +8 +p =12
p=2
fHx)= %x3 —4x2+2x+2

F(1)=-12+g geeft-5—4-2+2="1244

L —

q=T7
Dusp=2€nq=7%.
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=1 2135 — g geeft £, (x) = x2+2px + 3
S = 0geeft—2+2px+3 0
2px=x2-3
_ =3

X2 +3x—4

2 _
y=-p+2
~_1 < 24 .
YET3X XT3 -4 y=—%x3+%x3—l%x+3x—4
y—lx +12x 4

De formule van de kromme waarop alle toppen liggen is y= —x + 12x 4.

e fo)=x3—3x geeft f(x)=3x2 -3
8p(¥) = px +16 geeft g, (x) = p
S (X) &X) A 1) =g, (x)
¥ —-3x= px+16/\3x2-3 =p
Substitutie van p = 3x2 — 3 jn x3 — 3x=px+16 geeft x3 — 3¢ = (B3x* -3+ 16
=3x=3x3-3x+16

Dus voor p = 9 raken de graﬁeken clkaar.

2 _ %
J&)=x*+1 geeft /1 )= \/m - Dx Tm
8,(%) = px + 4 geeft g, (x)=p
S0 =, A f ) - g0 =1

VX2 +1 =px+4na p=-1
X2+ 1

2 T
x

X t+1l=px+4ap=

-\x2+1
Dit geeft /x2 + ST x4

N~ e I
2\x2+1=4

¥ +1=2
X +1=4
x?=3

3vx=-\3

3+

g

x=\/§geeftp=~ 7 = %——2\/_
x=-\/3 geeft p=- 7 =\/§ V3

3+1 -
Dus voor p =-2./3 en voor p= —\/_ snijden de grafieken elkaar loodrecht.

WiN
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