19 Bewegingsvergelijkingen

Voorkennis

V1 a f(x)=(3x2—6)-sin(x)
f'(x) = 6x * sin(x) + (3x% = 6) * cos(x)

g(x) =\3x2+ x

g (x)=13Bx2+ )72 (6x + 1)
6x+1

g'(x)=
2\/3x2 +x

h(x) =% (2x = 1)*

o

(2]

h(x)=1%-4Qx—1)-2
h'(x)=22x - 1)}

1
d k=
, L2+ D) —(x+1)-2x
k'(x) = s
, o xTH 1= (2x2+ 2x)
k'(x) = @17
, . —x?=2x+1
K0 ==
V2 a f(x)=(4x - 3)- In(x)

f(x)=4-In(x) + (4x - 3) %

f(x) = 41n(x) +4- %

b g(x)=vV4x2+x+1
g0 =L@+ x+1)2-Bx+1)
o) = —xt L

204x2+ x + 1
_In(x)
c h(x)= .
1
, ;-2x—ln(x)-2
h'(x)= 42
, . 2=2In(x)
o) = 4x?
, . 1—In(x)
h'(x)= 2

d k(x)=x2-e>
kK'(x)=2x-e>+x2-e¥:2
k'(x) =2x-e* +2x2- e
k'(x) = (2x* + 2x) - e
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e m(x)=\4cos¥(x)+3

m'(x) = % (4cos’(x) + 3)‘% - 8cos(x) + —sin(x)

V3 a

V4 a

’ — — .8 . —q1
m’(x) 5 m cos(x) -+ —sin(x)

_ —4cos(x)sin(x)

m'(x) = W
n(x) = (4x — Sy\4x - 5
n(x)=(4x — 5)1%

n'(x)= 11 (4x - 54

n’(x)=6ydx -5
f(x)=—4+\—x2+6x+38

()= (=x2+ 6x +8)72+ (—2x + 6)
-x+3

S (X) = —=
\—x2+6x+38
—x+
)= 0 geeft—253

\—x2+6x+38
-x+3=0en\-x*+6x+8=%0
x=3
Uit de plot blijkt dat f'een maximum heeft

fB)=—4+-9+18+8=—4+417
In de snijpunten met de x-as geldt =4 + \—=x>+ 6x+ 8 =0

-x?+6x+8=4
-x2+6x+8=16
x2—6x+8=0
(x=4Hx-2)=0
x =4 of x =2 (beide oplossingen voldoen)
De snijpunten met de x-as zijn (4, 0) en (2, 0).

S@=-3

y=—ix+b

Door (4, 0) geeft 0 = —1 + b ofwel b = 1.
De raaklijn in (4, 0) heeft als vergelijking y = —%x + 1.

o=
y=ix+b

Door (2, 0) geeft 0 =3 + b ofwel b = —1.

NO[—

De raaklijn in (2, 0) heeft als vergelijking y = %x -

-]
|

X—lgeeft( ) (i

) ( )duspunt(S 1).

+

) ( )dus punt (7, 0).

s = o2 o

© Noordhoff Uitgevers bv
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V5

Vé

V7

Bewegingsvergelijkingen

Een normaalvector van de lijn is

1
)
Een vergelijking van de lijn is x + 2y = c.
(5, 1) invullen geeft 5+2-1=cdusc="17.

Een vergelijking van deze lijn is x + 2y =7 (of y= —%x + 3%)

()2 ()

4 —-3A=100

—-31=96

A=-32
X=-3+4r=-3+4--32=-131

De x-coordinaat van Pis —131.
x=ygeeft -3+4A=4-3A

TA=1

A=1
Danisx=-3+4-1=1endusook y=1.
De coordinaten van Q zijn (1, 1).

-3
4

-3

+A + N

De y-coodrdinaat is 70 groter dan de x-co6rdinaat dus y = x + 70.

4-31=-3+41+70

=TA =63

A=-9
x=-3+4--9=-39eny=-39+70=31.
De coordinaten van R zijn (—39, 31).

Het inproduct van de richtingsvectorenis —1-5+4-3=7.

7
R
o=173,072 ... °, dus £(I, m) = 73°.

Het inproduct van de richtingsvectoren is =2 -3 + 3+ =5=-21.

=21
1334
o=177,273 ... °,dus £(l, m) =180 — 177,273 ... = 3°.
— . (0 [4) (-4 _ -2 -2
Een richtingsvector van / is (6) (0) = ( 6 ) =2 ( 3 )dus( 3 )
-2
3 |
L . . (3).
Een richtingsvector van een lijn loodrecht op /is ( 2) immers

R

cos(a) = =0,2911...

cos(ar) = =-0,9988...

4
Een vectorvoorstelling van / is (x) = (0) + A
y

2]\ 3

. . (x
Een vectorvoorstelling van m is = 4 + A 5 )
y
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—_ - 4 - 4
AC = ( 3) - ( ) = ( 7), loodrecht daar op staat de vector ( 7).

4] o) |4

Het midden van AC is

Een vectorvoorstelling van de middelloodlijn van lijnstuk AC is

o)

1
3\ (4
2

2)4—%(7

Bewegen langs een

4+-3 0+4

75 dus (%, 2).

lijn of een cirkel

intro

De boot drijft per uur 2 km naar het oosten af dus x = 2z.
De snelheid in noordelijke richting is 5 km/uur dus y = 5¢.

Uit x =2¢ volgt ¢t = %x.

Dit substitueren in y = 5¢ geeft y =5 - %x dus y = 2%x.

t =0 invullen geeft x(0)=—-4+2-0=—-4en p(0)=5-0=35.

t = linvullen geeft x(1)=—-4+2-1=-2enp(1)=5-1=4.

t = 10 invullen geeft x(10)=—-4+2-10=16en y(10)=5—-10=—15.
Dus 7 =0 geeft (—4, 5), t = 1 geeft (=2, 4) en t = 10 geeft (16, —5).

De richtingscoéfficiént is

Een vergelijking van de lijn is y = —%x +b.

(=4, 5) invullen geeft 5 = —% - —4 + b ofwel b = 3.
Een vergelijking voor de baan van Pis y = — %x + 3.

t = =5 invullen geeft x(—=5)=—-1+3--5=—-16en y(-5)=4—--5=09.
t =0 invullen geeft x(0)=—-1+3-0=—-1en p(0)=4-0=4.

t = 5invullen geeft x(5)=—-1+3-5=14en y(5)=4-5=-1.

De lijn heeft eindpunten (—16, 9) en (14, —1) en gaat door (-1, 4)

s 10
8
6

2

y
12

\

-18-16-14-12-10 -8 6 -4 -20
-2

-4
© Noordhoff Uitgevers bv
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Bewegingsvergelijkingen

Uity=4—-tvolgtt=4-y.

Substitueren van ¢t =4 — y in x = —1 + 3¢ geeft.
x=-1+34-y)

x=-1+12-3y

x+3y=11

Een vergelijking van de baan van Pisx + 3y =11 of y = —%x + 3%.

1= 0 geeft (0, 12), =3 geeft (13, 6) en 1 = 6 geeft (3, 0).

14
124t=0

10

8

6

4

2

t=6

— X
2o 2 4 s
-2

Uit x = % t volgt t = 2x.

Substitueren van ¢ = 2x in y = 12 — 2¢ geeft

y=12-2-2x

y=12—-4x

Een vergelijking van de baan van Pis y = —4x + 12 of 4x + y = 12.

De steunvector is bij P en Q hetzelfde. De richtingsvector van Q wijst in
dezelfde richting als die van P maar is twee keer zo lang.

De snelheid van Q is twee keer zo groot als die van P omdat de
richtingsvector twee keer zo lang is.

De verhouding van de snelheden van Pen Qisdus 1: 2.

Als de kentallen van de richtingsvector twee keer zo groot worden gaat Q
twee keer zo snel. De baan van Q blijft hetzelfde.

e
Tant

-3

(X)) + (1)) =
(2cos())> + (2sin(1))* =
4cos?(r) + 4sin’(r) =
4(cos?(r) + sin*(1)) =
4-1=4

x(7) = 10cos(t)
y(¢) = 10sin(¢)

x(7) = =2+ 7cos(?)
y(t) =5+ 7sin(z)

De bewegingsvergelijkingen worden dan {

Dan worden de bewegingsvergelijkingen {
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x(t) = 4 + cos(?)
y(t) = -1 +sin(z)
x(t) = =2+ 5cos(?)
y(t) = —4 + 5sin(?)

P en Q doorlopen beide een cirkel met middelpunt (5, 3) en straal 3, alleen is
de beweging van Q twee keer zo snel als de beweging van P.

De baan is een cirkel met middelpunt (4, —3) en straal 2.
Een vergelijking van de baan is (x —4)> + (y + 3)> = 4.
De baan is een cirkel met middelpunt (0, 6) en straal 6.
Een vergelijking van de baan is x> + (y — 6) = 36.

De ellips en de cirkel met middelpunt (3, 3) en straal 4 hebben hetzelfde
middelpunt en de cirkel raakt de ellips in de uiteinden van de lange as.

Dan worden de bewegingsvergelijkingen {

t=0invullengeeftx(0)=2—1%°0=2eny(0)=6+2'0=6.
¢=1invullen geeft x(1)=2—13-1=1en y(1)=6+2-1=8.

¢ =5 invullen geeft x(5)=2—15-5==51en y(5)=6+2-5=16.

t = 10 invullen geeft x(10) =2 — 1%- 10=—13en p(10)=6+2-10 = 26.

Dus ¢ = 0 geeft (2, 6), t = 1 geeft (%, 8), t =5 geeft (—5%, 16) en
t =10 geeft (—13, 26).

28y
26
24
22
20

N B OO

-14-12-10 -8 -6 -20

© Noordhoff Uitgevers bv

x(t) =3+ 2cos(?)
y(t) = 3 + 4sin(¢)
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19 Bewegingsvergelijkingen

3. _ 1
( x+1y—6§
4x + 3y =126

d Uity=—3+%tvolgt%t=y+3ofwe1t=2y+6.
Dit substitueren in x = 3 — 2¢ geeft

x=3-22y+6)
x=3-4y-12
x+4y=-9

_ _ _24
U1 x(0) =0 en x(12) = 24 dus x(r) = 35 1.
$(0) =2en y(12) =20 dus y(1) =2 + Bs.

. 1) =2t
Dus een parametervoorstelling is ) 1
W)=2+15t
U2 a Voor P geldt: x =10 —2¢ ofwel 2t = —x + 10 dus 1 = —%x +5.
Dit substitueren in y = 8 + ¢ geeft

y=8+—%x+5

y=—%x+13

Voor Q geldt: x = =30 + 8¢ ofwel 8= x + 30 dus = %x + %.

Dit substitueren in y = 28 — 4¢ geeft
y=28—4(fx+2)
y=28-Ix—15

y= —%x +13

P en Q doorlopen beide de lijn y = —%x +13.
Of:
t =0 geeft P(10, 8) en ¢t = 5 geeft O(10, 8).

1 =2 geeft P(6, 10) en ¢ = 41 geeft O(6, 10).
De baan van zowel P als Q is een rechte lijn door de punten (10, 8) en
(6, 10). P en Q doorlopen dus dezelfde rechte lijn.
b 10—-2t=-30+8¢ en 8+1=28—4¢
—10t = —40 5t=20
t=4 t=4
Voor ¢t = 4 bevinden P en Q zich in hetzelfde punt.
De bijbehorende codrdinaten zijn (2, 12).

19.2 Werken met bewegingsvergelijkingen

intro Het plaatje is hetzelfde, maar bij Kevin start de beweging op 7 = 0 rechts
boven in het punt (6, 4) en gaat daarna via de punten (0, 0), (=6, —4) en
(0, 0) weer terug naar (6, 4).
Bij Joost start de beweging in (0, 0) en gaat daarna via de punten (6, 4),
(0, 0) en (-6, —4) weer terug naar (0, 0).
Het plaatje is dus hetzelfde, alleen wordt de lijn verschillend doorlopen.
Dit komt omdat cos(0) = 1 en sin(0) = 0.
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10 a

x(¢) = 0 geeft y(t) = 0 geeft
—2+61=0 —18+22=0
—1(t—6)=0 (t—6)=0

t=00ofr=6 t=00ofr=6

Voor t =0en ¢t = 6 bevindt P zich in de oorsprong.
x heeft een maximum als x’(z) = 0.

x(t)y=-2t+6

x(t)=0als —2t+6=0dusals t = 3.

x(3) =9 en y(3) =9 dus P bevindt zich dan in (9, 9).
yi()y=—-1+4t

y(t) =0 geeft =2 +4r=0

-t(t—=4)=0

t=0of t=4

Daarbij horen de punten (0, 0) en (8, 10%).
De afstand tot de assen is gelijk als y = x of als y = —x.

y=xgeeft 153 +22=—-1+61

—1A+32-61=0

£—-92+18t=0

HrP=9t+18)=0

Ht—6)(t—3)=0

t=0oft=60fr=3

t=0en ¢ = 6 horen bij de oorsprong, ¢ = 3 geeft het punt (9, 9).

y = —x geeft —%t3 + 212 = 1> - 6t

1A+ +61=0

#=32-18t=0

t(t—6)(t+3)=0

t=0oft=60ft=-3

t =0en ¢ = 6 horen bij de oorsprong, ¢ = —3 geeft het punt (—27, 27).
In de punten (9, 9) en (—27, 27) kan P zich dan bevinden.

A ligt op de y-as, dus x(7) = 0.

5t—12=0
L(15-0=0
t=0of t=15

y(0) =12 en y(15) =—-123

Omdat A4 op de positieve y-as ligt volgt hieruit dat 4 het punt (0, 12) is.
Bligt op de x-as, dus y(r) = 0.

6:t+12-7=0

D=36—-4--1-12=84

—6+84 —6— 84
= Y of t = )

1=3—21=-1,58...of t=3++21=7,58...
x(—1,58...)~ =8,7 en x(7,58...) = 18,7
Hieruit volgt dat de x-co6rdinaat van B ongeveer 18,7 is.

© Noordhoff Uitgevers bv
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11 a

12 a

14

Bewegingsvergelijkingen

x(1)=5-31
x(t)=0als5 - %t= 0 ofwel%t= Sdusalst= 7%.
y(t)=6-2t

y(t)=0als 6 — 2t =0 ofwel 2t = 6 dus als ¢ = 3.

De baan heeft een horizontale raaklijn als y’(£) = 0 en x'(£) # 0, dus als = 3.
x(3)=12en y(3) =21, dusin (12, 21) is de raaklijn horizontaal.

De baan heeft een verticale raaklijn als x’(f) =0 en y’(£) 20, dus als t = 7%.

x(7%) = 18% en y(7%) = %, dus in (18%, %) is de raaklijn verticaal.

(

0]

x()=3+4ten y (1) =2t

((11—)5=3+4-2= 11en%=2°2=4.

P beweegt zich in de positieve x-richting en in de positieve y-richting, dus
naar rechts en omhoog.

(x—=2yP+4x—-17y=-13

Bt +2r2 =21+ ) +4Bt+25) - 171 +?)=-13

Bt +22=2-202>+ 12t +82 = 17— 17 =-13
(Br=22+12t-92-17=-13

92— 12t +4+ 12t =92 - 17=-13

-13=-13

Dit klopt voor elke waarde van ¢, dus de punten van de baan van P voldoen
aan de vergelijking (x — 2y)*> + 4x — 17y = —13.

t =2 geeft

X(=s1 -+
t
1+ 22

x(t) =0 geeft t = 0.

x(1)=

y(t)=1dus (1) %0

x(0) =\ﬁ= len y(0)=-1
De raaklijn aan de kromme is verticaal in het punt (1, —1).

Li—1==1+27

lp—t+1=1+2

[en)

rP-t=

(140

ENIEFNTN

t=0of t = —% beide voldoen

. . 2 12
Daarbij horen de snijpunten (1, —1) en (15 , —15).
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13

14 a

15

16 a

x=\l+reny= %t— 1 invullen in x?> — 4y% — 8y = 5 geeft

(Vi+2) —ale-1) -8(li=1)=5
l+2-4l2-r+1)-41+8=5

1+2-2+4-4-4r+8=5

5=5

Dit klopt voor elke waarde van ¢ dus de punten van de kromme voldoen aan
de vergelijking x> — 4)> — 8y = 5.

xX(=08—-1-2t
x(t)=0geeft 2 —1>—=2t=0
Hr—1t-2)=0
(t=2)(t+1)=0
t=0ofr=20fr=-1

y=r-9
y(1)=0geeft =9 =0 ofwel #=9
t=3oft=-3

Er is een horizontale raaklijn als y(r) = 0 en x(¢) 0.
Hieruit volgt t =3 of ¢t = —3.

Hierbij horen de punten (2}1, —18) en (20411, 18).

Er is een verticale raaklijn als x(r) = 0 en y'(¢) 0.
Hieruit volgt t=0of t =2 of t = —1.

Hierbij horen de punten (0, 0), (-2, —15}) en (-, 82).

De codrdinaten van A zijn (%a2 - 6a, %az - 18).
x(6—a)=3(6-a)P?—6(6-a)=536-12a+a>)—36+6a=1a>— 18
p6-a)y=36-aP-18=1(36-12a+a®)- 18 =1a’> - 6a

De coordinaten van B zijn (%a2 - 18, %az - 6a).
De x-codrdinaat van 4 is de y-coordinaat van B en omgekeerd. Hieruit volgt
dat 4 en B elkaars spiegelbeeld zijn in de lijn y = x.

¢ = a geeft het punt A( a*+1,4a - %a3).
t = —a geeft het punt B( \(=a)*+1,4(-a) - é (—a)3) ofwel

B(\/a2 +1, —4da+ é a3).
Xg=x,en yp=—y,dus de punten 4 en B zijn elkaars spiegelbeeld in de
x-as. Hieruit volgt dat de baan van P symmetrisch is in de x-as.

P(g*(q = 1)%)

l-g=(1-¢gP=(q-1)y

Vl-@9=(0-q-1P=(¢9F=¢

De coordinaten van P zijn nu ((q — 1)%, ¢°).

De x- en y-coordinaten zijn verwisseld en hieruit volgt dat voor elk punt P
het spiegelbeeld van P in de lijn y = x ook op de baan ligt. De baan is dus
symmetrisch in de lijn y = x.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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010 a

015 a

U3 a

16

Bewegingsvergelijkingen

10-3t-=0

2+3t-10=0

(t+5)(—-2)=0

t==50oft=2

t=-5 geefty(—S)=%-52—3-—5=27%en (0, 27%) hoort bij punt D.

t =2 geeft y(2) = % +22—-3-2=-4¢en (0, —4) hoort bij punt B.

1 —

S2=31=0
Lit-6)=0
t=00oft=6

t = 0 geeft x(0) = 10 en (10, 0) hoort bij punt C.
t =6 geeft x(6) =10 — 3 - 6 — 6> = =44 en (=44, 0) hoort bij punt 4.

x(t)y=-3-2t

y()=t-3

x(6)=0 y(=0

-3-2t=0 t—=3=0

-2t=3 =3

r=-11

De raaklijn is horizontaal als y'(#) = 0 en x"(z) #0, dus als 7 = 3.

x(3)=—-8en y(3) = —4;

De baan heeft een horizontale raaklijn in het punt (—8, —4%).
De raaklijn is verticaal als x’(#) = 0 en y’(#) #0, dus als t = —1 %
x(=13)= 125 eny(-15) = 53

De baan heeft een verticale raaklijn in het punt (12}1 , 5%)

x(a)=a*—3a

y(a) =2a

dus A(a® = 3a, 2a)

x(—=a)=(-a))-3+—a=-a*+3a

y(—a)=2--a=-2a

dus B(—d* + 3a, —2a)

Omdat B(—a® + 3a, —2a) ofwel B(—(a*® — 3a), —2a) geldt

Xp= TX4CNYp="Vy

Uit opdracht c volgt dat 4 en B elkaars spiegelbeeld zijn in de oorsprong.
Voor elk punt op de baan geldt dat het spiegelbeeld van dat punt in de
oorsprong ook op de baan ligt. Hieruit volgt dat de baan symmetrisch is in
de oorsprong.

y(a) = y(b) geeft 1 —a>=1-5?
a*=b?

a=bofa=-b

Je zoekt twee verschillende tijdstippen, dus alleen a = —b voldoet.

X(a) = x(b) geeft%cﬁ - a2 —3a :%b?’ _ b2 —3p
Substitueren van a = —b geeft

=P = (=b2 =3 =b=1p-p2-3b

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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— b3 - b2+ 3b=1p3-b2-3p

~2p3+6b=0

-2b(b2-9)=0

b=0of b=30f b=-3

b =0 geeft a = 0, de tijdstippen zijn gelijk en dat kan niet.
b=3geefta=-3

b=-3geefta=3

De tijdstippen waarop de kromme zichzelf snijdt zijn =3 en t = —3.
Voor zowel ¢ = 3 als t = —3 gaat de kromme door (-9, —8).

b x(1)= 4th4 — 2¢* is symmetrisch in de y-as.
Hieruit volgt dat x(a) = x(b) als a = b of a = —b.
De tijdstippen moeten verschillend zijn dus @ = b vervalt.
(@) = y(b)
@ —=3a>+4a=b>—3b>+4b
Substitueren van a = —b geeft
(=b)} = 3(=b>+4--b=0b>-3b>+4b

—b3—4b =D +4b
—2h3—8h=0
—2b(>+4)=0

b =0 (b*+ 4 =0 heeft geen oplossing)

Uithb=0volgta=-b=0.

Er zijn geen verschillende getallen a en b waarvoor geldt x(a) = x(b) en
y(a) = y(b) dus deze kromme snijdt zichzelf niet.

Er kan ook worden aangetoond y(7) stijgend is omdat de afgeleide hiervan
altijd positief is. Hierdoor zijn er dus geen twee getallen a en b met

wa) = y(b).

19.3 Snelheid en raaklijn

intro De kogel moet worden losgelaten in punt L.

K
pe”
60-30\ [ 30

17 a (20 - 80) - (—60)

> )=
¢ Optr=3isdebalin (45, 55).

De gemiddelde verplaatsing per seconde op het interval [2, 3] is (_ ) 5).
Op t=2,11isdebalin (31,5;77,995).

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen 17
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De gemiddelde verplaatsing per seconde op het interval [2;2,1] is
L5 15

0,1 (—2,05) - (—20,5)'

Op ¢t =2,01 is de bal in (30,15;79,7995).

De gemiddelde verplaatsing per seconde op het interval [2;2,01] is

I (015 _( 15
0,01 {-0,2005/ \-20,05)
- 15\ ..
Deze kentallen zullen dan v = | 20 zijn.

V] = V152 + (=20)> =625 = 25

De richtingscoéfficiént is %250 = —%.

. . [Ax
De verplaatsingsvector van P is (A )
Y

Ax
At
De gemiddelde verplaatsing per tijdseenheid is | », |

A
Ax , Ay t,
Als At — 0 dan nadert A naar x’(7) en Ar naar y ().

V1= (x@)? + (o))

y() =0 geeft 2 =3t=0

Hrr=3)=0

t=0of =3

t=00of r=v30f 1=—3

x(0) = —1 dus 4 is het punt (-1, 0).

x(y3) = x(—/3) =3 — 1 =2 dus Bis het punt (2, 0).

. L x'(O)) ( 0 )
De snelheidsvectorin 4is| , | = .
(y ) -3

x'(@) _ (2@) o (x'(—@)) _ (—2@).

De snelheidsvectoren in B zijn | , ,
: (y(@) 6 | =37\ 6

C ) . . 6
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan op ¢ = \/3 1S —2 \/3
. 6 3
Uit tan(ot) = —= = — = +3 volgt . = 60°.

23 3

De hoek tussen de snelheidsvector op 7 =43 en de x-as is 60°.

Op ¢ = =3 is de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan — ;ﬁ
Ook op r = =3 is de hoek tussen de snelheidsvector en de x-as 60°.

In de snijpunten met de y-as geldt x(¢) = 0.

?-1=0

=1

t=1loft=-1

Opr=1lisx’(1)=2en y’(1)=0dus v(l)=2.
Opt=-lisx(-1)=-2en p’(-1) =0 dus v(—1) = -2.

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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x(t)y=4r-3
Yy =2
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is —1.

2t
Hieruit volgt ——=—1.
jeruit volgt 2=

De coordinaten van A4 zijn (—1, 1‘11).
De raaklijn in 4 is van de vorm y = —x + b.

Invullen van (—1, 1%) geeft 1%= ——1+bdush= i.

De raaklijn in 4 aan de baan van Pisdelijn y = —x + %.

De baan van P is een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 4.
De baan van Q is een ellips.

Voor punt P geldt:

x(t) = —4sin(?)

y'(t) = 4cos(1)

De snelheid is v(7) = V16sin2(¢) + 16cos(1).

v(£) = \16(sin %(¢) + cos (1))

v(t) =+16+1

() =4

Hieruit volgt dat de snelheid van P constant is.
Voor punt Q geldt:

x'(t) = —4sin(¢)

y(t) = 6¢cos(?)

De snelheid is v(¢) = \f(—4 sin(?))? + (6 cos(?))>.

v(t) = \16sin2(¢) + 36 cos ()
v(£) = \16sin2(1) + 16cos (1) + 20cos ()

v(£) = \16(sin () + cosX(1)) + 20cos (1)
v(£) =16 - 1 + 20cos(7)
v(t) = V16 + 20 cos (1)

cos () is minimaal 0, dus de minimale snelheid is v =16 + 0 = 4.

cos () is maximaal 1, dus de maximale snelheid is v =+/16 + 20 = 6.

Voor de eerste kromme geldt:
x(t) =3 geeft > —6:+8=3
2—6t+5=0
(t=50-1)=0
t=5oft=1
y(5)=20-25=-5
y(1)=4-1=3

© Noordhoff Uitgevers bv
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Bij het punt (3, 3) hoort r = 1.
x(t)=2t-6,dus x’(1) = —4.
y(t)y=4-2t,dus y’(1) = 2.

De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan in (3, 3) is %4 = —%.

Voor de tweede kromme geldt:
x(t) =3 geeft > +8r—12=3

-2+8t—15=0
2-8t+15=0
(t=5)(t=3)=0
t=50ft=3
»(5)=25-10=15
y3)=9-6=3

Bij het punt (3, 3) hoort ¢ = 3.
x(t)= -2t +8,dus x'(3) = 2.
y(t)=2t-2,dus y'(3) = 4.

De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan in (3, 3) is ‘21 =2.

Het product van de richtingscoéfficiénten is —% -2 =—1, dus de raaklijnen
staan loodrecht op elkaar.
Hieruit volgt dat de krommen elkaar loodrecht snijden in (3, 3).

t = a geeft het punt A(10 In (a® + 1), @ — 3a).

t = —a geeft x(—a) = 10 In ((—a)®> + 1) ofwel x(—a) =10 1n (¢*> + 1) en
y(=a) = (=a)’ = 3+ —a ofwel y(—a) = —a’ + 3a.

Op de baan ligt het punt B(10 In (a*> + 1), —a® + 3a).

Xg=x,en ygz=—y,dus de punten 4 en B zijn elkaars spiegelbeeld in de
x-as en de kromme is daarom symmetrisch in de x-as.

x(1)=0geeft 10In (2 +1)=0

In(2+1)=0
P+1=1
t=0

y(0) = 0, dus het snijpunt met de y-as is (0, 0).
y()=0geeft —-3r=0

Hrr=3)=0

t=0of #=3

t=00f t=\30f t=—3

x(\3) = x(—3) = 10In (4)
De snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (10 In (4), 0).

10 20¢
x(0=ﬂ+1-m=ﬂ+l
x(t)=0alst=0.
y(t)=32-3
y(t) =0 geeft 32— 3=0
=1
t=1lof r=-1

De raaklijn is verticaal als x’(£) = 0 en y’(£) #0, dus als t = 0.

Bij ¢ = 0 hoort het punt (0, 0).

De raaklijn is horizontaal als y(rf) = 0 en x(1) #0, dus als r = 1 of t = —1.
Bij = 1 hoort het punt (10 In (2), —2).

Bij ¢t = —1 hoort het punt (10 In (2), 2).

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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A en B zijn de snijpunten met de x-as, dus y(¢) = 0.

9-r=0
?=9
t=3o0f t=-3

x(3)=33-4-3=15enx(-3)=(-3)-4--3=-15
Hieruit volgt dat # = 3 bij B hoort en ¢ = —3 bij 4.
Cen D zijn de snijpunten met de y-as, dus x(¢) = 0.

£P—-4r=0
Hrr=4)=0
t=00of2=4
t=0of r=20ft=-2

¥0)=9,y2)=9-22=5en p(-2)=9—-(-2)*=35
Hieruit volgt dat # = 0 bij D hoorten 1 =2 en ¢t = —2 bij C hoort.

x()y=32-4
Y =-2

t=-3geeft x(-3)=3-(-3)-4=23eny'(-3)=-2--3=6
. . . > (23
De snelheidsvector in punt 4 isv = ( 6 )
x(3)=3-32-4=23eny’3)=-2-3=-6
. . . - (23
De snelheidsvector in punt Bisv =| 6l

De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan in 4 is %.

Uit tan(a) = % volgt o = 15°. De raaklijn, en dus ook de snelheidsvector in
punt 4, maakt een hoek van 15° met de x-as.

x(H)y=32—4
Y =-2

_,_(x’(t)) B (312 - 4)
T A Y

V1=V = 4)2 + (=202 = \9r* — 2422 + 16 + 41> = \9r* — 2012 + 16
In punt A is de snelheid v(=3) = {9 - (=3)* — 20 - (=3)2 + 16 =/565.

In punt B is de snelheid v(3) = 9 - 3* — 20 - 32 + 16 = 565.
De snelheidsvector is evenwijdig met de y-as als x(r) = 0 en y'(¢) # 0.

32 -4=0.
32=4
=%
T_ 2 1 2
[=\7=— f[—— 7=
\g \/go \g 3
5

x(t)= il
y(1)y=3 -6t

y(t) =0 geeft 322 — 61 =0
31t —2)=0
t=0o0ft=2

x(0)=0en x(2) =4 #0, dus de raaklijn is horizontaal als ¢ = 2.
Bij 1 = 2 hoort het punt (5 In(5), 0).

© Noordhoff Uitgevers bv
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b x(t)=0en y’(¢) =0als = 0, zie opdracht a.
Bij ¢ = 0 hoort het punt (0, 4).
De bijzonderheid is dat in (0, 4) zowel x als y een extreme waarde heeft en
dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn hier onbepaald is.

a Uitx()=1Q2c—1)y2¢— 1 volgt 121,
Uit y(1) = (9 — 2009 — 21 volgt 1 < 43.

Voor % <t< 4% zijn er punten van de baan gedefinieerd.
by

0

¢ x(t)=1@i-1geeft x(t)=1 @i 1)1-2=121— 1
YD) =19 = 20)15 geeft y/(1) =1 (9 = 20)2- 2= -9 = 2

()= (20 = 1) + (-0 =2 =20 1T+9-21=18.

Hieruit volgt dat de snelheid constant is.
d ox?+40y2 =

9-(Fr-nif+H9-(Lo-201)=

9-2@r—1p+49-5©-20p=

@i =1 + 0 - 20 =
20—-1+9-2t=8
Dit klopt dus voor alle punten op de baan.

19.4 Versnelling

intro De snelheid is het grootst in het laagste punt boven de aarde, het perigeum

24

22

en het kleinst in het hoogste punt boven de aarde, het apogeum.

a x(0)=25
Y1) =15~ 10z

v(t) = \25% + (15 — 10¢)?

y(£) = V625 + 225 — 3007 + 10022

¥(7) = V850 — 3007 + 1002
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b Het projectiel komt op de grond als y(¢) = 0.
30+ 151 =52=0

£-3t—6=0
D=9-4-1-—-6=33
3 +4/33 3—+33
t= 2\/7=4,37...0ft= 2\/7=—1,37...

Op t =4,37... is de snelheid

o(13+1433) =850 - 300 - (15 + 133) + 100 - (15 + 1 33)* = 1450 ~ 38 mis.

1
c dv = + (=300 + 2007) ofwel
dz 24850 — 3007 + 10012
dv_ =150+ 100z
dz 850 — 3007 + 10022
~150 + 100 - 2
t =2 geeft dv = 20+ 100 ~ 1,96 m/s?
di 850 - 3002+ 100 - 22
d ~150 + 100 - 4
t =4 geeft & ~ 7,07 m/s?

di 850 — 300 -4 + 100 - 42

dv 3sin(%n)cos(%n) _%\/3_ W3,

dr \f4sin2(%n) + cosz(%n) B \/3_}t B 2113 %

\39

(2]
<

-
v

—2sin(t)
( 2cos(?) )

- _[~2sinlsm)| _ (—ﬁ)_

De snelheidsvector op ¢ = Lris v =
P 3 2 cos(% n) 1
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De snelheid is v = \4sin (¢) + 4 cos X(1).

y = \4(sin () + cos (1))

v=v4-1=2

d
De snelheid is constant, dus de baanversnelling d—: =0.

y=xgeeft ?+4t=6+5t—1

22 —t—6=0
D=1-4-2--6=49

_1+7 _1-7 1
t=——=2o0f1=——=-13

t=2geeft x(2)=6+10—-4=12en dus A(12, 12).
t=-13geeft x(— 1) = 6 — 75— 2L = =32 en dus B(-33, -33).

x(1) =0 geeft 6 + 5t — =0 ofwel 2 =5t —6=0
(t—=6)(t+1)=0
t=6oft=-1

y(6) = 60 en y(—1) = =3, hieruit volgt dat = —1 hoort bij het snijpunt met

de negatieve y-as.

x(t)=5-2t

y()=2t+4

YD 2--1+4 2
x(-1) —2--1+5 7

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is

Hieruit volgt y = %x +b.
De raaklijn gaat door (0, —3).
Een vergelijking van de raaklijn is y = %x - 3.

y= (5= 202 + (21 + 4)?

y=25-200 + 42+ 422 + 161 + 16

y =82 — 4t +41
dv 1 dv 8t—2

—= - (161 — 4) ofwel — = ————
di 2\82 —4r+41 di g2 —4r+41

De baansnelheid heeft een extreme waarde als % =0,dusals 8t —2=0.

Dit geeft ¢t = i.

x(5)= Tigenli) = 175

De baansnelheid heeft een extreme waarde in het punt (7 %, 1 11?)

y:xgeeft—%t2+2=—%t2+2t

2=2
=1

— 11 . 1 1
x(1) =11 dus 4 is het punt (11, 11).
x()=—-t+2
y()=-1

yay -1 -l

De richtingscoéfficiént van de raaklijn in A4 is () Z1+2 = I

Een lijn met richtingscoéfficiént —1 staat inderdaad loodrecht op de lijn
y=x.

Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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v=N(=1+2)7 + (1)
y=\2-4t+4+7
y=\20—dt +4

dv 1 dv_ -2

= - (41— 4) ofwel — = ———
di 222 —4r+4 di \22-4r+4

d 2-1-2 0
t:1geeft—v—

= =—=0.
dt 2 12-4-1+4 2

De baanversnelling in 4 is 0, en in dit geval is de snelheid in 4 minimaal.

y=xgeeftt+1=1¢—-2sin(¢)
1 = —2sin(t)
sin(7) = -1

t=lgn+k-2nof t=12n+k-2n

Op het interval [, l%n] zijn de oplossingen ¢ = —%n, t=-— %n ent= lén

y(—%n) =1 —%n, y(—%n) =1 —%n en y(lén) =1+ lén.
De snijpunten met m zijn P(l - %n, 1- %n), Q(l - %n, 1- %n) en

R(1+1kn, 1+ 1kn).

x(t)=1-2cos(?)

y(=1

De raaklijn aan de baan is verticaal als x’(r) =0 en y’(¢) #0.
1—2cos(t)=0

cos(t) = %

t=%n+k-2nofz=—%n+k-2n

Op het interval [, I%n] zijn de oplossingen ¢ = — %n ent= %n.
t= —%n geeft B(—%n +43, —%n + 1)

t:%n geeftA(%n—\/g,%n+ 1)

v= \](1 —2cos(1))* + 12

d 1
o -2(1 = 2cos(t)) - 2sin(7)
di 241 = 2cos(1))? + 1
dv 1
1 1
t=-lngeeft —= ———+2:0-2--1y3=0
3ngee dt o+ 1 2\/7
d 1
t=%n geeft—v— -2-0-2°%\/§=0

dr 20 +1

x'(t) = =5sin(r)
y(t) = 2cos(?)
v= \/25 sin%(7) + 4 cos (1)

y = \4sin2(¢) + dcos(¢) + 21sinX(7)

y = \4(sinX(7) + cos (1)) + 21sin (1)

v =4+ 21sin(¢)
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.. d 1 .
De baanversnelling is S 42 sin(f)cos(?).

I 244+ 21sin ()
dv _ 2lsin(z)cos(?)

di 4+ 21sin2(r)

d

d_: =0 geeft 21sin(f)cos(7) = 0 (en 4 + 21sin%(¢) # 0)
sin(?) = 0 of cos(z) =0

t=k-noft= %n +k-n

Bij ¢ = k - m horen de punten (5, 0) en (=5, 0).

Bijt= %n + k - horen de punten (0, 2) en (0, —2).
De snelheid v = \4 + 21sin%(¢) is maximaal als sin(¢) = 1.

sin(?) = 1 of sin(¢) = —1
Hieruit volgt ¢ = %n +k-m.
De snelheid is maximaal in de punten (0, 2) en (0, —2).

y(#) = 0 geeft 2sin(¢) = 0 dus sin(z) = 0.

t=k-m
Op het interval [—%n, 3%7(] zijn de oplossingen 1 = 0 of # = m of £ =27 of
t=3m.

Daarbij horen de punten (2, 0), (m — 2, 0), 2n + 2, 0) en 3n — 2, 0).
x(t)=1—2sin(z)

y(t) = 2cos(1)

De raaklijn is verticaal als x’(#) = 0 en y’(¢) % 0.

1 —2sin(?) =0

sin(7) = 3

t:én + k-2n 0ft=%n + k-2n

Op het interval [—%n, 3%7(] zijn de oplossingen ¢ = én of t = %n of
t= 2%7: of t = 2%1‘[.

De raaklijn is verticaal in de punten (%n +143, 1), (gn -3, 1),
(2%11 + \B, 1) en (2%11 - \E, 1).

y= (1 - 2sin(1))2 + (2cos(1))

v= \]1 —4sin(z) + 4sin?(¢) + 4cos (1)
v =T dsin(0) + 4
v =45 —4sin(¢)

De snelheid is maximaal 5 + 4 = 3 als sin(¢) = —1.
Hieruit volgt ¢ = l%n + k- 2n.
Op het interval [—%n, 3%11] gaathetom ¢ = —%n, t= l%n ent= 3%7'(.

De punten waarin de snelheid maximaal is zijn (— %n, —2), (I%n, —2) en

(33m, -2).

De snelheid is minimaal \/5—74 =1alssin(z) = 1.

Hieruit volgt ¢ = %n + k- 2n.

Op het interval [—%n, 3%1(] gaat het om 1 = %n ent= 2%7[.

De punten waarin de snelheid minimaal is zijn (%n, 2) en (2%7[, 2).
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1 =2 t
dv = ———————- —4cos(?) ofwel dv_ L()

dt 245 - 4sin(7) dt /5 - 4sin(r)
dv 2 %\B _ —\B _

t=< ngeeft—— = =-
° di\s-4.1 43

x(t)=2t

y(t)=2t-6

(21> + (21 = 6)?

y= 422 + 472 — 241 + 36

812 — 24t + 36
dr_ ! (161 - 24) ofwel =812
dr 2482 — 241+ 36 dr 82— 241+ 36
8t—12=0en 82— 24t + 360
8r=12
r=11

1) _ 1)\2 _ Al _ 3
X(15)=(15)-9=2;-9=-6;

5= (1) -

Bjjt= 1% hoort het punt (—6%, —6%).

Onder het wortelteken staat een kwadratische functie waarvan de grafiek een
dalparabool is. Deze functie heeft dus een minimum. Daaruit volgt dat v ook

een minimum heeft. Dus op ¢ = 1% is de snelheid minimaal.

3
geeft x(1H)=—==3

x(7
O W
) 3 , 3
y()=1——geeft y(1)=1-—=-2
\1 V1
De baansnelheid van P op 7 = 1 is v = \3% + (=2)? =+/13.
3
Als x — 0 dan wordt — heel groot, dus ook de baansnelheid
t
v = \j(i +(1-— i)z wordt dan heel groot
i i oo
() =0 geeft t — 6\t = 0
1= 6\t
2 =36t

t=00f 1=36
De baan snijdt de x-as op ¢ = 36.

y= 2+1_£+2

2

7

—182+ 32
dt ,18 )
2_ -
36geeft—=— ~L+l)=0
dt 22+1_1(72 72)

Hieruit volgt dat de snelheid minimaal is als de baan de x-as snijdt.
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x(1) =0 geeft a32 = 1)=0
3P =1

p=1

z:\%ofz:—\@
y(\5) = A5+ (5= 3) %0 en ook y( =) =a- =+ (5-3) %0

Voor elke waarde van a # 0 geldt dat er geen ¢-waarde is waarvoor zowel
x(£) = 0 als y(¢) = 0. Hieruit volgt dat de baan niet door de oorsprong gaat.

y(#)=0als1=0of r=+3 of 1=—3.

t = 0 geeft het punt A(—a, 0).

Bijt= \B en ¢ = —/3 hoort het punt B(8a, 0).

De afstand van 4 tot de oorsprong is [a], de afstand van B tot de oorsprong
is |8al. De verhouding van de afstandenis 1 : 8.

¥(t) = at®* = 3at

y(t) = 3at* = 3a

y(1) =0 geeft 3ar* — 3a =0

3a(?=1)=0

?-1=0

>=1ofwelt=1of t=-1.

x(t) = 6at

De raaklijn is horizontaal als y’(f) =0 en x(¢) #0, dus als t = 1 of £ = —1.
t = 1 geeft het punt (2a, —2a) dit punt ligt op de lijn y = —x.

t = —1 geeft het punt (2a, 2a) dit punt ligt op de lijn y = x.

X'(\3) = 6a\3
y'(\3)=9a - 3a=6a
1
De richtingscoéfficiént van de raaklijn op =3 is ba =—= % \3.

63 3

Uit tan(o) = % 3 volgt o = 30°. Hieruit volgt dat de kromme de x-as snijdt
onder een hoek van 30°.

De richtingscoéfficiént van de raaklijn op t = —3 is —% \B , dus de kromme
snijdt de x-as dan ook onder een hoek van 30°.

x'(t) = 6t

y()=3>-3

v =367+ (312 — 3)?

y= 3612+ 9¢4 — 1822+ 9

y= \/9t4 + 182+ 9

v=v(3+3)?
v=3£~+3

dv

— =6t

dt
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19.5 Gemengde opdrachten

31 a

32 a

n)=0

4-72=0

t=2oft=-2

x(2)=22-4-2=4-8=-4
xX(=2)=(-2)>-4--2=4+8=12

De snijpunten met de x-as zijn (=4, 0) en (12, 0).
x(1)=0

?=4t=0

(t—4)=0

t=0oft=4

y(0)=4

y4)=4-4=4-16=-12

De snijpunten met de y-as zijn (0, 4) en (0, —12).
x(t)=2t-4

x(t)=0alst=2

y(t)=-2t

y(t)=0alst=0

De raaklijn is horizontaal als y’(#) = 0 en x"(z) #0, dus als 7 = 0.

Daarbij hoort het punt (0, 4).

De raaklijn is verticaal als x(f) = 0 en y(r) # 0, dus als = 2.
Daarbij hoort het punt (—4, 0).

De afstand d tussen P(1> — 41,4 — *) en A(0, —4) is

d=\(2 =412 + (4 — 2+ 4)?

d= (12— 41y + (8 — 2
A=\ =88 + 162+ 64 — 1682 + 1*

d=\2t*-8r + 64

=——L85-24p)

2\2¢4 — 813 + 64
d’ =0 geeft 82 — 242 =0
812(t—3)=0
t=0o0ft=3
In de plot zie je dat de afstand minimaal is als # = 3.
Daarbij hoort het punt (=3, —5).
(P=4t+4-12)2 -8 -4+ 84 -1 =
(=4t +4)? -8+ 32t +32 -8 =
1662 =321+ 16 — 82 + 32t + 32 — 82 =48

Dit geldt voor elke waarde van ¢, dus de coordinaten van de punten van de

baan voldoen aan de vergelijking (x + y)> — 8x + 8y = 48.

y(@)=0geeft7+6:—1=0

r—-6t—7=0
(t=ND+1)=0
t=T7of t=-1

X(T) =\ +4-7+15=92
XD =\(-12+4--1+15=+12

De snijpunten met de x-as zijn (\/ﬁ, 0) en (\/E, 0).
© Noordhoff Uitgevers bv
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x(t) = SN S (2t + 4) ofwel x(¢) = 2
N2+ 41+ 15 V2 +4r+15
y(t)=6—2t
y(=7 _20

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is =—=-24
X(=7) 3

Een vergelijking van de raaklijn is y = —24x + b.

t = =7 geeft het raakpunt (6, —84).

Dit substitueren geeft —84 = —24 - 6 + b ofwel b = 60.

Een vergelijking van de raaklijn is y = —24x + 60.

y(t)=0en x(t) #0 geeft 6 — 2 = 0 dus ¢ = 3.

x(3)=6¢en y(3)=16

De raaklijn is evenwijdig met de x-as in het punt (6, 16).

(i) =12 geeft 7+ 61— =12

r—-6t+5=0
(t=50-1)=0
t=50ft=1

x(5) =60 en x(1) =~20
De snijpunten zijn (\/@, 12) en (\/%, 12).

Is de raaklijn evenwijdig aan de y-as, dan geldt x’(¢) =0 en y'(z) 0.
x(t) = 5cos(?)

y(t) =2t

x'(¢) = 0 geeft 5Scos(z) = 0 ofwel cos(¢) = 0

Op het interval [—n, n] is de oplossing ¢ = —%n of t= %n.

k)= =senp{-) =1

{bn) = sens{-b) =L

In de punten (—5, %nz) en (5, % n?) is de raaklijn verticaal.

t = a geeft het punt B(5sin(a), a?)

t = —a geeft x(—a) = 5sin(—a) = =5sin(a) en y(—a) = (—a)* = a®

Op de baan ligt het punt C(=5sin(a), a?).

Xo=—xgen y.=ygdus Cis het spiegelbeeld van B in de y-as.
(—m) -2n -2n 2

Deze richtingscoéfficiént is i}, =) = 5 cos(—n) =— 5 = gn.

y'(n) 2n 2n 2
= =—=——1.
x'(m) Scos(m) -5 5

Deze richtingscoéfficiént is

Of: de baan is symmetrisch in de y-as. Hieruit volgt dat bij aankomst de
richtingscoéfficiént gelijk is aan —%n.
Bij O hoort t = 0.

7=V OP + (0)) =\ 40 =5
De baansnelheid in O is 5.

Een formule voor de snelheid is v = \25cos(f) + 472.

1
dv = + (50cos(?) + —sin(¢) + 8¢)
dr 2425c0s2() + 412
d 1
=0 geeft —=——-0=0.

dr 2425

De baanversnelling in O is 0.
Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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Onderzoeksopdrachten

34 a y(r)=0geeftt-sin(r)=0
t=0of sin(z) =0
t=0oft=k-n
De snijpunten zijn (0, 0), (—n, 0), (2n, 0), (—3m, 0), (47, 0) enz.
De opeenvolgende snijpunten met de positieve x-as zijn (0, 0), (2rt, 0), (47, 0),
(6m, 0) enz.
De opeenvolgende snijpunten met de negatieve x-as zijn (-, 0), (=3, 0),
(=5m, 0) enz.
De opeenvolgende snijpunten met de x-as liggen met uitzondering van
(-7, 0) en (0, 0) op afstand 2n van elkaar.
x(£) =0 geeft ¢ - cos(?) =0
t=0of cos(r)=0

t=00ft=%rt+k-rt

De snijpunten zijn (0, 0), (0, 1), (0, —13x), (0, 21n), (0, =317) enz.
Ook op de y-as liggen bijna alle opeenvolgende snijpunten op afstand 2n
van elkaar.

1
b Je krijgt roosterpunten op de x-as als je x en y vermenigvuldigt met P
T

x(t) = 5 * cos(t)

W(1) =5+ sin(7)

¢ x'(¢t) =cos(t) + t - —sin(¢)
y'(t) = sin(z) + ¢t - cos()

Dit geeft {

V= \j(cos(t) — tsin(?))? + (sin(?) + tcos(?))?

v= \]cos (1) = 2tsin(r)cos(z) + £2sin?(¢) + sin?(r) + 2¢sin(t)cos(z) + *cos (1)

y = \cosX(¢) + sin () + 2(sinX(¢) + cos (1))

v=y1+¢

dv 1 t

& 2=
di o1+ \1+2
— (e cos(?)
P =
¢ 0 (eo’” . sin(t))

> [(x()) _(0,1e%cos(r) — e*'sin(r)
V = = .
y(0)) 10,1e%sin(z) + e%cos(r)

De hoek tussen OP en v is hetzelfde als de hoek o tussen (sin 0

(0,1 cos(r) — sin(t))

0,1sin(z) + cos(?)

cos(t)) en

cos(£)(0,1 cos(¢) — sin(z)) + sin(£)(0,1 sin(¢) + cos(?))
cos(ar) =
l- \/(0,1 cos(t) — sin(?))? + (0,1 sin(?) + cos(1))?

0,1 cos?(¢) — cos(#)sin(z) + 0,1 sin%(¢) + sin(¢)cos(?) 0,1
\/0,01 cos*(f) = 0,2 cos(#)sin(z) + sin*(¢) + 0,01 sin%(¢) + 0,2 sin(¢)cos() + cos *(¢) V1,01

cos(a) is constant dus ook o is constant.

cos(a) =

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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19 Bewegingsvergelijkingen

f b bepaalt hoe ver de omwentelingen uit elkaar liggen.
b = 0 levert een cirkel op met straal 1.
b > 0 levert een spiraal naar buiten op.
b < 0 levert een spiraal naar binnen op met als limietpunt (0, 0).

Samenvatting

S1 a =0 geeft P4, 0)
t = —2 geeft P(2, —8)
t = 4 geeft P(32, —8)
b Bij x(¢) hoort een dalparabool.

x'(t) = 2t + 3 dus de x-codrdinaat van de top is —1 %

x(—l%) = 1%, hieruit volgt dat x(7) > 1 % voor alle waarden van ¢ en dus ligt de
baan van P rechts van de y-as.

C y
X
’ \
S2 A: geen van beide C: lijn
B: cirkel D: geen van beide

S3 a De baan van P is een cirkel met middelpunt (7, —5) en straal 3.
Een vergelijking van de cirkel is (x — 7)> + (y + 5)*> =09.
b Uitx=-3-z¢volgtz=-3—x.
Substitutie in y = 2¢ + 4 geeft
y=2(-3—x)+4ofwel y=—2x— 2.
Een vergelijking van de lijn is y = —2x — 2.

S4 t = a geeft het punt A(a* — 2a, a® + \a? + 9).
¢t = —a geeft het punt B((—a)’ — 2 - —a, (—a)* + \(—a)* + 9) ofwel

B(—a3 + 2a, a* + \a® + 9) ofwel B(—(a® — 2a), a* + \a* + 9).
xp=-—x,en yp=y,dus Bis het spiegelbeeld van 4 in de y-as en de baan is
daarom symmetrisch in de y-as.

S5 x()=r-2t-3
x(t)=0geeft > —2t-3=0
-3+ 1H=0
t=3of t=-1
y(t)=-2t
y(t)=0geeft1=0
Er is een horizontale raaklijn als y’(£) =0 en x(£) #0, dus als t = 0.
Er is een verticale raaklijn als x’(f) =0 en y’(r) #0, dus alst =3 of t = —1.
Er is een horizontale raaklijn in (0, 9) en een verticale raaklijn in (-9, 0) en
(12,8).

32 Hoofdstuk 19 Bewegingsvergelijkingen
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4 2

Sé6 x(H)=1+—ofwelx(H)=1+—

(1) i (1) 7

4 2

“)=1———=ofwel y (1) =1—-—

(o) i y(0) Vi

, 2 , 2

x(9)=1+$=1+%=§eny(9)=l—$=l—%=%

S7 a x'(¢)=—-4sin(7)
() = 3cos(?)
V] = \(=4sin(1))* + (3 cos(1))?
|;>| = \/16Sin2(z‘) +9cos(t)

V] = \Osin>(r) + 9cos (1) + 7sin (1)
V] =9 + 7sin(r)

1 7 sin(s ;
. - 14 sin(7)cos(t) ofwel dv_ sin(z)cos(1)

dr 249+ 7sin2(s) dt 9 + 7sin(r)

L a TR b g
t = mgeeft —= =

& Jor7-1 12l 212!

Test jezelf

T1 a y(t)=0geeft6r—2=0
1(6-1=0
t=00ft=6
De snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (18, 0).
x(1) =0 geeft 2 = 3t=0
H(t—3)=0
t=00fr=3
De snijpunten met de y-as zijn (0, 0) en (0, 9).
b x(t)=2¢t-3
y()=6-2t

1= =2 geeft v=(x(=2))2 + (' (1) = \(=7)% + 102 =149 = 12,2.
y =2t =372 + (6 — 21

=42 — 120+ 9 + 36 — 241 + 472

V= \/812 —36¢+45

d 1 d 8¢ — 18
Ly - (161 - 36) ofwel 2L = —2*

dr 24842 — 367 + 45 dr |82 — 361+ 45
dv  -34
t=-2geeft —=—==238
ST 149
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Bewegingsvergelijkingen

(t
De richtingscoéfficiént van de raaklijn is y’it; =1.
X

6—2t

=1
2t-3
6-2t=2t-3
—4t=-9
1=2%

Hierbij hoort het punt (—1 %, 8 %)
Een vergelijking van deze raaklijn is van de vorm y = x + b.

Invullen van x = —1%eny= 8% geeft 8%= —1%+ bdus b= 10%.

Een vergelijking van deze raaklijn is y = x + 10%.
x =>—3ten y = 61— 1> substitueren geeft
(P =3t+61—12)>=18(> = 31) + 9(61t — 1)
912 = 181> — 54t + 541 — 9¢
92 =97
Dit klopt voor elke waarde van ¢, dus de punten van de baan voldoen aan de
gegeven vergelijking.
4 3
6) + x(_ 2).

Een normaalvector van de lijn is (

.. [x
Een vectorvoorstelling is (y) =

3
Een vergelijking van de lijn is van de vorm 2x + 3y = c.
(4, 6) invullen geeft 2x + 3y = 26.

Uit x =4 + 3sin(¢) volgt 3sin(f) = x — 4 ofwel sin(¢) = %x -

Dit substitueren in y = 6 — 2sin(¢) geeft y =6 — 2(%x - %)
y=6-3x+}

Jx+y=83

2x+3y=26

Hieruit volgt dat de baan van Q een deel van de baan van P is. Voor
x =4+ 3sin(¢) geldt 1 < x <7, daarom is het een deel van de baan.
Voor de eindpunten geldt x = 1 als sin(z) = —1 en x = 7 als sin(z) = 1.

Hieruit volgen de punten (1, 8) en (7, 4).

Bijt= % 7 hoort het punt (%, —%) en bij ¢t = lén hoort (—%, %)

De lengte van de korte as in de tekening is \/m =42.
Bij ¢ :%n hoort (%\/3, %\B) enbijr= I%n hoort (—% 3, —% 3).

De lengte van de lange as in de tekening is \j(\/§)2 + (\/5 = \/8
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b x'(r) =cos(t)
y(t) = cos(t - %n)

T4 a

v= \fcosz(t) + cosz(t - %n)
dv _ I

dr 2\jcos2(t) + cosz(t - %n)

dv_ —cos(sin(t) = cos(r = m)sin(z - 37)

dr \/cosz(t) + cos¥(t — %n)
1 1_1 1
t—lrtgeeftﬂ RPACR Il AL _E—O
T 6 - B3
d ity
1. 1,1 /3.1
t=1éngeef‘[j—v=2\/§ 32+32\/§ 2_
! it
1.1 1.1
t= Ttgeeft—=2 5\/5—5-2\/5
3 T 1
‘ 1 Z;—Z 1,1
_ I A A ChS A A I
t=13m geeft — =0
d e

(= grgeetty=(BF + (38)' = 5
1=2mgeeftv=[(-1P+ (1) =1L

t=11ngeeft v=(-13)+(-132 =1}
t=1§ngeeftv:W:\g

Voor de snijpunten met de x-as geldt y(7) = 0 dus sin(t - %n)

1__
t=3n=kn

t= %n + kn
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de baan is
1

/1 1

i) oosln-dn) 1
A1\ 1 1T

X (gn) COS(th) 2

Uit tan(o) = 2 volgt oo = 63,434 ...

De hoek waaronder de ellips de x-as snijdt is ongeveer 63°.

2

- N W B~ U

—2—10/2345678X
1
)

-3

© Noordhoff Uitgevers bv
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. (2cos(t) « —sin(?) + 2cos(t —3n

0.

).

- sin(t - %n))
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Bewegingsvergelijkingen

t = 0 geeft het punt (1, 0).

t = 1 geeft het punt (0, —2).

De richtingscoéfficiént is 2, dus een vergelijking van de lijn is y = 2x — 2.
Substitutie van x(¢) = (z — 1)? en y(r) = 21> — 4t geeft

202 =4t=2(t-1)>=2

200 =4t=2(P-2t+1)-2

20 -41=2r-4t+2-2

Dit klopt voor alle waarden van ¢ dus de punten van de baan voldoen aan de
vergelijking y = 2x — 2.

x()=2t—-1)=2t-2

y()=4t-4

De snelheid is 0 als x(#) =0 en y’(#) =0, dus als 7 = 1.

y(t) =0 geeft In(Z+4t+5)=0

P+4r+5=1
P+4t+4=0
(t+2)(t+2)=0
t=-2

Het gemeenschappelijke punt met de x-as is (0, 0).

x(1) =0 geeft > = 5t-14=0

(=D +2)=0

t=T7o0ft=-2

De gemeenschappelijke punten met de y-as zijn (0, In(82)) en (0, 0).

2t+4

x(t)=2t=5eny(t) = m

- - . + (1) =
P (2t + 4) ofwel y'(¢)
Er is een verticale raaklijn als x’(f) =0 en y’(¢) #0, dus als t = 2%.

Er is een horizontale raaklijn als y’(r) =0 en x'(¢#) 20, dus als = —2.

In (—20 i, ln(21 %)) is de raaklijn verticaal en in (0, 0) horizontaal.
x(=3)=-1len y(-3)=4--2=-1

De baansnelheid v = \(—=11)? + (=1)2 = y122.

Uit x = 12 — 37 volgt 37 = 12 — x ofwel 1 = 4 — L x.
Substitutie in y =7 + 47 geeft y =7 + 4(4 - %x) ofwel y =23 — %x.

Hieruit volgt %x +y =23 ofwel 4x + 3y = 69.

De baan van punt Q is een cirkel met middelpunt (12, ¢) en straal 13.

Een vergelijking van de cirkel is (x — 12)> + (y — ¢)*> = 169.

(0, 0) ligt op de cirkel, dit substitueren geeft

0=12)+ (0 —-c¢)>*=169

144 + (=¢)* = 169

=25

c=50fc=-5

Vergelijkingen van de twee mogelijke cirkels zijn (x — 12)* + (y — 5)> = 169 en
(x =12+ (y + 572> =169.
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T7 a \2+61+21 =42 +41+16
P+61+21 =42+ 41+ 16

32-2t-5=0
D=4-4-3--5=64

2+8 2-8
t=T=1%oft=T=—l beide voldoen

De snijpunten zijn (@, \/gg) en (4, 4).

1 t+3
b x'(f)= ————" (2t + 6) ofwel x(f) = ————
2\/t2 + 61+ 21 \/t2 + 61+ 21
1 4t +2
P(l) = — e+ (81 + 4) ofwel (1) = e
2N42 + 41 + 16 42 + 41+ 16

Er is een horizontale raaklijn als y’(r) =0 en x'(£) 20, dus als t = —%.
Er is een verticale raaklijn als x’(r) =0 en y’(¢) #0, dus als = —3.

In (\/18 L \/E ) is de raaklijn horizontaal en in (12, \/E) verticaal.

c \]4t2+4t+16:2\]t2+6t+21
42 + 41+ 16 = 42 + 61 + 21)
42+ 4+ 16 =42+ 241+ 84

=207 = 68
_ _68_ 32
t——%——3§
2
d x'(-)=—==3
Ch=1% ">
’ __2_ 1
y(_)__'ﬁ__f
1
/_1 —_=
De richtingscoéfficiént is y,( )=TZ=—1.
x'(-1) 3

Extra oefening

E1 a Uitx=13-4svolgt4r=13— xofwel 1=2 - 1x.
Substitutie in y = —1 + 5 geeft y = —1 + 5(% = 1x) ofwel y = 155 - 1]x.
1}1x +y= 1541-t
Sx+4y=o6l
b De baan van Q is een cirkel met middelpunt (=5, 3) en straal 7.
Een vergelijking is (x + 5)> + (y — 3)> = 49.

E2 x'(n=4P-127
x(t) =0 geeft 46— 12.2=0
42(t—-3)=0
t=0o0ft=3
() =32+6t-9
y()=0geeft 37+ 6:—9=0

£2+2t—3=0
(t+3)(t—1)=0
t=-30of t=1
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38

Bewegingsvergelijkingen

Er zijn toppen als x(#) =0 en y'(#) 20, dus als =0 en als t = 3.

Er zijn ook toppen als y’(r) =0en x"(£) 20, dus alst = —3enalst = 1.

De toppen zijn (3, 0), (=24, 27), (192, 27) en (0, —5).

t = a geeft het punt A(% at=2a>-1,d*+ Sa).
t = —a geeft het punt B(% (—a)*=2(=a)* -1, (-a)’ + 5(—a)) ofwel
B(% a*t=2a*-1,-d> - Sa) ofwel B(% a*—2a* -1, —(a* + Sa))

xXg=xy en ygz=—y,dus Bis het spiegelbeeld van 4 in de x-as.

y(1t) =3 geeft 1 —=22+3=3

£P=2r=0
(t=2)=0
t=0ofr=2

x(0) =0 dus = 0 hoort bij P.
x(1) =3¢+ 61— 9 geeft x'(0) = -9
y(t) =3¢ — 4t geeft y'(0)=0

De baansnelheid in dit punt is v = \(=9)?> + 02 =9.
X2 =15

y(2)=4

De baansnelheid in dit punt is v = 152 + 42 =241,
x(t)y=-2t+3

Y1) =212

V] = (=21 + 3 + (21 - 2)?

V] = VA2~ 126+ 9+ 472~ 81 + 4

V] = 82 — 207 + 13

d 1 d 8- 10
£ - (161 = 20) ofwel — = ————
dr 24872 — 20 + 13 dr 82— 20 + 13
dv 6 6

t=2geeft —=—=245

gee dl \/g 5\/7
dV 5
E=Ogeeft8t—10200fwe1t:1

De minimale baansnelheid is v = \jS . (%)2 -20- % +13= \g = % \2.

¥(t) =0 geeft =2+ 5t +24=0
?=5-24=0
(t=8)(t+3)=0
t=8oft=-3

De snijpunten met de x-as zijn (8, 0) en (13%, O).
x(1) = 0 geeft %12 -3t=0

Li(t-6)=0

t=00ft=6

De snijpunten met de y-as zijn (0, 24) en (0, 18).
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b x(t)=t-3
x(t)=0geeft =3
y(t)y=-2t+5
y(t) =0 geeft t = 2%

Er is een horizontale raaklijn als y'(f) =0 en x(¢) 20, dus als = 2%.
Er is een verticale raaklijn als x’(#) =0 en y’(¢) 20, dus als ¢ = 3.
De raaklijn is horizontaal in het punt (—4%, 30%) en verticaal in (—4%, 30).

¢ v=A(t-3)2+ (=2 +5)

y= 2 =61 +9+47 =201 + 25

v =52 - 26t + 34
1 = 1 geeft als de baansnelheid v =+/5 — 26 + 34 =13.

1 -1
dr_ - (10¢ - 26) ofwel S = 113
dr 24512 — 261 + 34

di 52— 261+ 34

= dv_ =8 g

t =1 geeft als de baanversnelling P NE = —13V13.
Ca P o y(1)
d De richtingscoéfficiént van de raaklijn is —3 dus ) =-3.

-2t+5

-3
—2t+5=-3t+9
t=4

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is —3 in het punt (-4, 28).

E7 a y(1)=0geeft2:2—2t=0
20(t—1)=0
t=0ofzr=1
De snijpunten met de x-as zijn (0, 0) en (=6, 0).
x(1) =0 geeft =32 —4r=0
Hr=3t—4)=0
(=4 +1)=0
t=0oft=4of t=-1
De snijpunten met de y-as zijn (0, 0), (0, 24) en (0, 4).
b x'(r)=3>—-6t—4
y()=4t-2
y (1) =0 geeft t = % en x’(%) #0

De raaklijn is evenwijdig met de x-as als t = %

Daarbij hoort het punt (—2 g, - %)
c () =12 geeft 2. =21 =12

207 -2t-12=0

P?=1t-6=0

(t=3)+2)=0

t=3of t=-2

x(3)=x(-2)=-12

y'3) _ 10
x'3) 5
(=2 _-10_ 1

x(=2) 20 2
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Bewegingsvergelijkingen

De richtingscoéfficiénten van de raaklijnen in (=12, 12) zijn 2 en — %

2 —% = —1 dus hieruit volgt dat de raaklijnen loodrecht op elkaar staan.

Y _1
x(1) 2

41-2 1
32—61—4 2
32—-6t—4=8t—4
32—-14t=0
1(3t—14)=0

t=00of r=4=43

De grafiek van y = 1> — 6¢ + 10 is een dalparabool.

> =61+ 10 =0 geeft D =36 —4"-1-10=—4 dus deze dalparabool heeft
geen snijpunten met de horizontale as.

Voor elk waarde van ¢ geldt dan dat /2 — 67 + 10 positief is.

x(#) = \£> = 6¢ + 10 heeft dus voor elke waarde van 7 een uitkomst.

>+ 61 + 10 = 0 geeft D = —4 dus ook > + 6 + 10 is voor elke waarde van
t positief.

Hieruit volgt dat x(¢) en y(¢) voor elke waarde van ¢ bestaan.

t—3

2 =61+ 10

- (2t — 6) ofwel x(¢) =

1
x(t) = —F/———
2\/[2— 6t + 10

x(t)=0geeft =3

- (2t + 6) ofwel y'(¢) =

1 t+3
()= —F/— —_—
2\/t2+6t+ 10 N2+ 61+ 10
y(t)=0geeftt=-3

De raaklijn is horizontaal als y’(r) = 0 en x’(¢) 20, dus als ¢ = —3.
De raaklijn is verticaal als x(r) =0 en y’(¢) 20, dus als t = 3.

In (\/ﬁ , 1) is de raaklijn horizontaal en in (1, \/ﬁ) verticaal.

t = a geeft het punt A(\a? — 6a + 10, \a® + 6a + 10)

t = —a geeft het punt B(\/(—a)2 -6+ —6a+ 10, \/(—a)2 + 6+ —a + 10) ofwel

B(\a? + 6a + 10, \a® — 6a + 10)
Xg=y,en yg=x,dus Bis het spiegelbeeld van A4 in de lijn y = x.
y = x geeft

V2= 61+ 10 =2+ 61+ 10
?=6t+10=7>+61+10

-12t=0

t = 0 geeft het punt (\/E, \/ﬁ).

De baan snijdt de lijn y = x op ¢t = 0.

S(0)= = en y(0) =

V10 V10

De richtingscoéfficiént van de raaklijn op t =0 is

YO _
x(0)

-1

1--1=-1
Hieruit volgt dat de raaklijn loodrecht staat op de lijn y = x.
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20 Goniometrische formules

Voorkennis

V1 a f(x)=sin(7n + x) = sin(n + x) = —sin(x)

o

g(x)= cos(%n - x) = cos(x - %n) = sin(x)

h(x) = sin(x + 3%1‘[) = sin(x - %n) = —cos(x)

(2]

[=1

k(x) = cos(—x — 23n) = cos(—x — 1) = cos(x + ) = —cos(x)

V2

cos(%n + x) = sin(%n +x+ %n) = sin(x + %n)

o

sin(x - 2}1n) = sin(x + I%n) = cos(x + l%n - %n)
ofwel cos(x + l}‘n)

—sin(—%n + 2x) = sin(—2x + %n) = cos(—2x + %n - %n) = cos(—2x - én)

(2]

ofwel cos(—2x + 1%7[)

V3 a cos(2x) =

1
2
2x=3n+k-2n of 2x=—gn+k-2n

x=%n+k-n ofx=—én+k-n

o

: 1 y-_1
sm(x Z”)_ 3
y-tn=-Llitk-2n of x—tn=1in+ k- 2n
4 6 4 6

x=ﬁn+k'2n ofx=115—2n+k°2n

[a)
-t
o
=

—_—

D=
“

SN—

Il
|
e

(=9
[\
<
=
—_—
(O8]
=
|
=
A
~—
Il
|
—

3x—%n=—%n+k-2n of3x—%n=1én+k-2n
3x=0+k-2n of 3x=13n+k-2n
x=0+k-%nofx=gn+k-%n

V& a cos(m — x) = cos(2x)
n—x=2x+k-2n of n—x=-2x+k-2n

—3x=-n+k-2n of x=—n+k-2n
x=%n+k°%n0fx=n+k-2n

o

sin(2x)=sin(%n—x)

2x=%n—x+k*2n of2x=n—(%n—x)+k°2n
3x=%n+k-2n 0fx=‘1¢n+k-2n
x=‘l‘n+k-%nofx=‘1-ln+k-2n

_1 .2
dusx =g m+k-5n
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c cos(4x) :cos(3(%n+x))
4x=3(%n+x)+k'2n of4x=—3(%n+x)+k'2n
4x=1%n+3x+k-2n of4x=—1%n—3x+k-2n
x=1%n+k-2n 0f7x=—1%n+k-27t
x=1%n+k-2n ofx=—%n+k-%n
dusx=ﬁn+k-%n

d tan(4x)=tan(2x+%n)
4x=2x+%n+k-n
2x=%n+k'n

1

=1 L1
x—6n+k 37

VB a f(x)=cos(x?)
f'(x) = =sin(x?) - 2x
f'(x) = =2xsin(x?)
b g(x)=2cos(x)
g'(x) =2+ 3cos*(x) * —sin(x)
g’(x) = —65sin(x) * cos*(x)

¢ h(x) = Sigix)
, . _ cos(x)-2x —sin(x) -2
h'(x)= )
H() = 2x cos(xix—2 2sin(x)
hx) = xcos(xz)x—2 sin(x)
d k(x)=+1 + sin(4x)
k(x) = 4cos(4x)
YT 1 + sin(ay)
2 cos(4x)

Kl = V1 + sin(4x)

e m(x) = In(sin(x))

, . _ cos(x)
M= )
_sin(2x)
f o= 1 + cos(x)

_ 2cos(2x)(1 + cos(x)) — sin(2x) - —sin(x)

B (1 + cos(x))?

_ 2c08(2x) + 2c0s(2x) * cos(x)) + sin(2x) - sin(x)
B (1 + cos(x))>?

n’(x)

n'(x)
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b Voor de nulpunten geldt f(x) =0.

cos(\/;) =0
\/; = %n +km
xX= (%n + k- n)2
: N oiin v=(LaP =12 = (112 =0l
De oplossingen op [0, 97°] zijn x = (2n) =g, x = (lzn) =2;m en
xX= (2%7{)2 = 6‘1-‘7[2.
¢ De extreme waarden zijn cos(\/;) =1len cos(\/;) =-1.
Er is een maximum als \/; =0+k-2n, dus x =0 of x =4n’
Er is een minimum als \/; =n +k-2n, dus x =’ en x = 9.
De extreme waarden van f zijn:

Randmaximum f(0) = 1, minimum f(n?) = —1,
maximum f(4n) = 1 en randminimum £(9n2) = —1.

20.1 Somformules

intro  Stel M is het midden van zijde CP, dan is AAPM een rechthoekige driechoek

en ZMAP =5 ZCAP = .

BC?+12=42, dus BC?=15en BC =415.

CP? =32+ (152 =24, dus CP =24 en CM =124 =+6.
AM? + (J6)2 = 42, dus AM?> =10 en AM =+10.

. _CM _AM
sm(oc)——AC =y 6encos(oc)——AC —4\/E
Deze constructie kan alleen worden gebruikt als 0° < 2o < 180°, dus als
0° <a<90°.

1 a Alcos(x). sin(2x) ofwel A(~L 1 5)

Bleos(§n). sin(§m)) ofwel B(3+2. 512)
EL N
B

1-1

b 04

RPN

Er geldt cos(%n) =

¢ A(cos(a), sin(o)) en B(cos(P), sin(P))

——  [cos(a) —— [cos(B)
¢ 04= sin(oo) enor= (sin(B))
cos(o By = X COS(B: Tlsm(a) S _ s - cos(B) + sin(oy - sin(B)
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sin(o, — B) = cos(o — (B + %n))

sin(oe — B) = cos(oc)cos(B + %n) + sin(oc)sin(B + %n)
sin(o. — B) = cos(c) - —sin(B) + sin(o)cos(P)

sin(o. — B) = sin(a)cos(B) — cos(or)sin(P)

sin(%n) = sin(%n + %n) =

sin(in) . cos(%n) + cos(}ln) . sin(én) =
RN

RN

cos(Qrt) = cos(%n + %rc) =

12
cos(‘l1 ) cos(%rt) - sin(%n) . sin(%n) =
b4

-G

Als sin(?) = % daniscos¥()=1- (*) 12 enomdat0<z<} 5 mis cos(1) = 7.

Als sin(u) = % danis cos’(u)=1- (275) 2;2 en omdat
cos(u) = —%

sin(t + u) = sm(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u)
Sin(7+u) =3+ -3 +%- 5%

: 72, 28 _ _ 44
sin(f +u) = 15+ 125 = ~ 135

cos(t — u) = cos(t) - cos(u) + sin(¢) - sin(u)
cos(t—u)zi-—%+§-%

_ =%, 21 _ _75 __3
cos(t —u) = 125"‘125 125~ 5

sin(2¢) = sin(¢ + ) = sin(t)cos(¢) + cos(z)sin(¢)
dus sin(2¢) = 2 sin(z)cos(¢)

cos(2t) = cos(t + ) = cos(t)cos(t) — sin(z)sin(¢)
dus cos(2¢) = cos?(z) — sin?(¢)

sin?(7) + cos*(7) = 1 dus sin*(r) = 1 — cos*(¢).
Vervang sin’(7) in de formule cos(2¢) =
cos(21) = cos* (1) = (1 — cos*(1)) =
dus cos(2t) = 2cos*(r) — 1.
sin’(¢) + cos*(¢) = 1 dus cos*(¢) = 1 — sin?(z).
Vervang cos*(¢) in de formule cos(27) =
cos(2f) = 1 = sin%(¢) — sin?(¢)

dus cos(2¢) = 1 — 2sin%(7).

cos*(1) = 1 + cos’(r)

cos( )— 1- 251n2( )

cos(y)

2s1n2( )
2sin2(én) =1- % \2
(i) =312

sin(%n) = \)% —7\2 want sin(én) is positief.

Hoofdstuk 20 Goniometrische formules

<u<mnis

cos*(7) — sin*(¢) door 1 — cos?().

cos*(t) — sin%(z) door 1 — sin%(7).
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b cos(2t) =2cos*(r) — 1

cos(in) = ZCosz(én) -1
2cosz(ln) =1+ cos(%n)

2cosz(§n)

[>2)

ol

1
1+3

\2
cos(%n) = \/% + % \/5 want cos(én) is positief.

+

D=
FNE

o1 )—
cos(gn =

sin(z +u) _ sin(¢)cos(u) + cos()sin(u)
cos(t +u)  cos(f)cos(u) — sin(z)sin(u)
De teller en de noemer delen door cos(z)cos(u) geeft

7 a tan(r+u)=

sin(¢)cos(u)  cos(¢)sin(u)

_cos(t)cos(u)  cos(t)cos(u)

tan(t +u) = cos(r)cos(u) sin(¢)sin(u)
cos(f)cos(u)  cos(f)cos(u)
sin(z)  sin(u)
fan(r + ) = cos(t)  cos(u) tan(?) + tan(u)

_sin(r) . sin(u) dus tan(z + u) =

cos(t) cos(u)

1 — tan(¢)tan(u)

b Vervang u door —u in de formule van opdracht a en gebruik dat
tan(—u) = —tan(u).

Dit geeft:

_ tan() + tan(—u)
tan(t —u) =7 tan(f)tan(—u)
tan(t — u) = tan(?) ~ tan(w)

1 + tan(?)tan(u)
¢ tan(2¢) = tan(z + ¢) en met de formule van opdracht a geeft dat

tan(7) +tan(z) _ 2tan(?)
1 - tan(Htan(z) 1 - tan(?)

tan(27) = tan(t + 1) =

8 a cos(2x) =1 - 2sin%(x)
2sin%(x) = 1 = cos(2x)
sin?(x) = % - % cos(2x)

b Een primitieve van f(x) = % - % cos(2x) is F(x) = % X = }T sin(2x).

De oppervlakte van G is gelijk aan

}f(X) dx=[3x - jsin@v)] =31 -0-(0-0)=}n.
0

¢ cos(2x) =2cos*(x) — 1
2cos*(x) = cos(2x) + 1
cos*(x) = % cos(2x) + %
Een primitieve van g(x) = % cos(2x) + % is G(x) = ‘11 sin(2x) + %x.
1 1

2}Tcosz(x) dx = 2'[ (% cos(2x) + %) dx = [}; sin(2x) + %x]éﬂ
0 0

1

b

jcosz(x)dx=%-0+%'%ﬂ—(0"'0):411”
0
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f(x) = 65sin(x)cos(x)
f(x)=3-2sin(x)cos(x) = 3 - sin(2x)
f(x)=3"-sin(2x)

F(x) = =13 cos(2x)

G(x) = i sin(6x) + %x

h(x) = 3sin?(4x) — 3cos*(4x)
h(x) = =3(cos*(4x) — sin?(4x))
h(x) = =3 cos(8x)

H(x) = —3 sin(8x)

k(x) = 3sin*(4x) + 3 cos*(4x)
k(x) = 3(sin*(4x) + cos?(4x))
k(x)=3-1=3

K(x) =3x

jn(cos2(2x) - sin?(2x))dx =

_L
1
g 1. én
_éicos(4x) dx = [Z s1n(4x)]_én =

Loy_1, =1
Zl 4 1_2

3
4.[4 sin(%x) . cos(%x) dx =

jnz sin(x)dx = [-2 cos(x)]i: =
4—2-—%ﬁ——2-%ﬁ=2ﬁ

Orjsinz(%x) dx=

(54 eos(3)) v =[hx =3 sinf3)Js =
-3 13-0-0=1x-33

sin(¢ + u) = sin(¢) * cos(u) + cos(?) - sin(u)

sin(¢ — u) = sin(¢) * cos(u) — cos(?) - sin(u)

Dit beide invullen in sin(z + u) + sin(z — u) geeft

sin(¢ + u) + sin(¢ — u) = sin(¢) - cos(u) + cos(¢) * sin(u) + sin(¢) + cos(u) — cos(z) - sin(u)
sin(z + u) + sin(z — u) = 2sin(¢) - cos(u)

S;[el t=3xenu=x, dan1 geldt

[ 2sin(3x)cos(x)dx = | (sin(3x + x) + sin(3x — x)dx =
0 0

T (sindx) + sin(2x) dx = [~} cosd) - L cos(2) ;" =

Hoofdstuk 20 Goniometrische formules
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09 a Fx)= —cos(x) en G(x) = sin(x)
b H(x)=; cos(4x)
¢ Eén van de verdubbelingsformules is sin(2x) = 2sin(x)cos(x) dus
sin(6x) = 2sin(3x)cos(3x).
Daarom is k(x) = sm(3x)cos(3x) gelijk aan k(x) =5 sm(6x)
Een primitieve van k(x) = 5 sm(6x) is K(x)=— L 5 cos(6x).
Eén van de verdubbelingsformules is cos(2x) = cosz(x) — sin?(x) dus
cos(6x) = cos?(3x) — sin?(3x).
m(x) = 4cos*(3x) — 4sin*(3x)
m(x) = 4(cos*(3x) — sin*(3x))
m(x) = 4cos(6x)
Een primitieve van m(x) = 4 cos(6x) is M(x) =¢ sm(6x) 3 sm(6x)

o Qo

-

U1 a sinh(x+y)= % (e —e™)
sinh (x) cosh (y) + cosh (x) sinh () =
% (ef—e™)- % (e7+e)+ % (e*+e™)- % (e”—e)=

l X— _l —X+ _l —X— l
3 e mget mget 4y

1 x+y_l —X—y —
7€ 7€ =

1

ex"'y + 7 ex+y ‘l'.ex V4= L e_x"'y — % e Xy =

3 (e =)
dus sinh (x + y) = sinh (x) cosh (y) + cosh (x) sinh (y)
b cosh(x+y)= % (e +e™7Y)
cosh (%) cosh (y) + sinh (x) sinh (y) =
JE e F @ e HEE o) S @ o) =

1

— _ - 1
L axt L ax ES x+ S X ,x+ —
4e J’+4e J’+4e J’+4e J’+4e y

1 [
LaXxTy o xty 4 1 amx—y =
3¢ 3¢ tge

lx+y 1 —X=y =
e et =

% (ex+y + e—x—y)
dus cosh (x + y) = cosh (x) cosh (y) + sinh (x) sinh ()

c flx)= % (e¥+e™), dus f(x) = % % e™ = sinh (x)
1

g(x)= (e" —e™),dusg'(x)=5e*+ ; e =cosh (x)

1

d Een primitieve van f(x) =5 (e" +e™)is Flx) = —5e*=sinh (x)

e
2¢€
Een primitieve van g(x) = 5 (ex —e™)is G(x) = %ex +1 e =cosh (x)

20.2 Vergelijkingen

intro Van de eerste kolom zijn de eerste en laatste exact op te lossen.
Van de tweede kolom zijn ze allemaal exact op te lossen.

12 Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x).

L) = i, _1
cos(zx)—cos(2 (x 37

x=%(x—%n)+k-2n of%x=—%(x—%n)+k-2n

x=%x—%n+k'27t oflx —*x+6n+k 2n

B e S e

—%x——gn+k 2n of 7 x—6n+k 2n

x—gn k- 8n ofx—§n+k 37
De oplossingen op [—4n, 4n] zijn x = —2gn, xX= %n, X = %n en x = 2§n.
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13 Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x).
sin(2x) = sin(3x - én)
2x=3x—%n+k-2n of 2x=n —(Bx—- )+k 2n
—x=—%n+k-27t of Sx = 1%n+k-2n

_1__ 7. -7 .2
x=gn—k-2n of x=g5mn+k-3n
De oplossingen op [0, 2n] zijn

_1 -7 19 - — 13
X =g, X =357, X =357, X = 13071 X = 130nenx len

14 a +3sin(x) = cos(x)

sin(x) 1 1
cos(x) \/_ P\3
tan(x) =3 \/§

xX= %n +k-n
b sin(3x) = —cos(3x)
sin(3x)
cos(3x) a
tan(3x) = -1
3x= %n +k-n

-1 L1
x= n+k-3m

c 2sin(x - %n) =-2 cos(x - %n)

in(x = Lin) == _1
sm(x 371)— cos(x 3T[)

sm(x %n) .
cos(x %n)
tan(x %n)

1 3
X 3rr—47t+k n

x= lﬁn +k-m
15 a Dat kan niet omdat 2x en 3x verschillend zijn.

b Omdat sin(x) = cos(x - %n) geldt ook sin(2x) = cos(2x - %n)

sin(2x) = cos(3x)

cos(2x - %n) = cos(3x)

2x—%n=3x+k°2nof2x—%n=—3x+k'2rt
—x=%n+k-2nof5x=%n+k-2n

—_1__ . -1 L2
x=—sn—k-2nof x={yn+k-5n

16 a sin(}‘ —x)=cos(2x)
cos(}—l —x—%n):cos(Zx)
cos(—zrt - x) = cos(2x)
—in—x=2x+k-2nof—%n—x=—2x+k-2n
—3x=%n+k°2nofx=%n+k°2n

—_1__ 7.2 =1 .
x=—pn—k-snof x= n+k-2n
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b cos(x+m)=-— sin(2x - %n)

sin(x +m + %n) = sin(—2x + %n)
sin(x + l%n) = sin(—2x + %n)
x+ 1%n=—2x+%n+k-2n0fx+ 1%n=n—(—2x+%n)+k-2n
3x=-n +k-2nof -—x=—-n+k-2n
x=—%n+k-%nofx=n—k-2n
¢ 3 —2cos*(x)=—5cos(x)
2cos*(x) — 5cos(x) —3=0
Stel cos(x) = p, dit geeft

202 =5p—=3=0
5-v49 5+4/49
p= 1 :—zofp: 7 =3

cos(x) = —% of cos(x) = 3 (geen oplossingen)
x=—§n+k-2nofx=%n+k-2n

d 2sin%*(x) + Scos(x) =4
2(1 = cos¥(x)) + Scos(x) =4
2 —2cos*(x)) + 5cos(x) —4=0
2cos3(x) — 5cos(x) +2=0
Stel cos(x) = p, dit geeft
2p*=5p+2=0

_5-49 5+49 )
== Y
cos(x) = % of cos(x) = 2 (geen oplossingen)

1
p ZEOfp:

x=—%n+k-27t ofx=%n+k-2n

17 a 2sin(x) - cos(x) = —3

sin(2x) = -5
2x=—%n+k'2n of x = 1%n+k'2n
x=—%n+k-n ofx=%n+k-n

b cos?(x) — sin?(x) = sin(x)
cos(2x) = sin(x)
cos(2x) = cos(x - %n)
2x=x—%rt+k-2n of2x=—x+%n+k-2n
x=—%n+k-27t 0f3x=%n+k-27t
x=—%n+k-2n ofx=%n+k-%n

¢ cos(2x) —2cos(x)+1=0
2cos*(x)—1—=2cos(x)+1=0
2cos*(x) — 2cos(x) =0
cos?(x) — cos(x) =0
cos(x)(cos(x)—1)=0

cos(x) =0 of cos(x) =1
x=%n+k-nofx=0+k-2n
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d 2co0s?(2x) = cos(2x) + 1
2c0s?(2x) — cos(2x) — 1 =0
Stel cos(2x) = p, dit geeft

20 =p—=1=0
R 1-49
P=" —IOfP—T__E

cos(2x) =1 of cos(2x) = —%
2x=0+k-2n of 2x=3n+k-2n of 2x=—3n+k+2n

x=0+k-n ofx=%n+k-n ofx=—%n+k-2n

18 a 2sin(2x-in)=1
sin(2x - %n) = %
2x—%n=%n+k~2n of2x—%n:gn+k~2n
2x=3m+k-2n of 2x=1tn+ k- 2n
x=‘l‘n+k-n ofx=%n+k°n
De oplossingen op [0, 27] zijn
x=‘l‘n,x=%n,x= 1%nenx= I%n.
b Zie de grafiek, de oplossing van f(x) > 1is
}Tn<x<l7—2n0f1‘l‘n<x< 117—2n.
¢ Eerst de vergelijking 2sin(2x - %n) = —\/5 oplossen.
sin(2x - 37n) = =12
2x—%n=—‘1¢n+k'2n of2x—%1t= l}‘n+k°2n
2x=%n+k~2n of 2x = 1%n+k-2n
x=2L47[+k'T[ 0fx=%n+k°n
De oplossingen op [0, 27] zijn
x=21—47t,x=%n,x= 12L47tenx= l;—gn.

Zie de grafiek, de oplossing van f(x) < — \/5 is

1 19 1 19
O<x<ymof ym<x<lymof 15;m<x<2m.

19 a y

1
/‘Y /\
0,5
X
o] m 21
9 / \/ \
-1
-1,5

b f(x)=sin(x) — cos*(x)
f(x) = =(cos(x) = sin*(x))
f(x) = —cos(2x)
f(x) = — - —2sin(2x) = 2sin(2x)
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¢ Als de richtingscoéfficiént van de raaklijn 3 is, dan is /"(x) =+/3.
2sin(2x) =3
sin(2x) = 33
2x=%n+k-2n of2x=%n+k-2n
x=én+k-n ofx=%rt+k-n
De punten op het interval [0, 2] zijn

1 1\ (1_ 1 1 1 1_ 1
(67 =3) (G 3), (167 =3) en (157 3).
d De grafick snijdt de x-as als —cos(2x) = 0.
2x = %n +kn
1 1
x=gn+k-3n
4 2 1 3 5

Op het interval [0, 2n1] zijn de nulpunten x = ym, x =3, x = Fmen x =

ZT['

Op grond van symmetrie geldt dat de gevraagde oppervlakte gelijk is aan

-4 - 4Aff(x) dx.
0

1
04[ —cos(2x)dx = [ 2sm(2x)]O = _ism(é ) —0= _%

De gevraagde oppervlakte is —4 + —5 =2.

20 a Eerst oplossen 2cos*(x) — 2sin(x) = %

2(1 = sin(x)) — 2sin(x) = 3
2 — 2sin’(x) — 2sin(x) — % =0

~2sin3(x) — 2sin(x) + 13 =0
Stel sin(x) = p, dit geeft

p= =50f p==— L b

sm(x) = 5 of sin(x) = —15 (geen oplossingen)
x=%nofx=%nofx=2énofx=2%n

Zie de grafiek: de oplossing van 2 cos?(x) — 2sin(x) > % is

03x$%nof%n£x£2%nof2%n$xs3n.

b f(f(x) - Hdx = 2f"’ﬂ(z cos¥(x) = 2sin(x) — 3)dx

2cos*(x) = cos(2x) + 1 dus

1 1
jﬁ (2 cos?(x) — 2sin(x) — %)dx =52j6 (cos(2x) +1 - 2sin(x) — %) dx
6 R

Een primitieve is %sin(Zx) + x + 2cos(x) — 5

1 1 24
[5 sin(2x) +5x + 2cos(x)]§ =

(3-33+15m+2: z\F) (3: =33+ o+ 2:=33) =233 + 3

Op soortgelijke manier is aan te tonen dat

j(f(x) )dx—zsf(f(x) )dx_li 3+ﬁ—2

Detotaleoppervlaktels14\(+12n 2+22\f+3n+14\f+]2n 2 ofwel

5V3+2n—4.

© Noordhoff Uitgevers bv
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¢ f(x)=2cos*(x) — 2sin(x)
1(x) =4cos(x) + —sin(x) — 2cos(x)
1(x) = —4cos(x) * sin(x) — 2cos(x)
f(x) = —2cos(x) - (2sin(x) + 1)
Voor de toppen geldt f(x) = 0 dus cos(x) = 0 of sin(x) = —%
De oplossingen op [0, 3n] zijn
x=%nofx= 1%nofx=2%nofx= 1%nofx= lgn.

De toppen zijn (4, =2), (147, 23), (137, 2), (137, 21) en (237, -2).
d Het bereik is [-2, 2% ]

016 a Instap 1 is gebruik gemaakt van sin(x + n ) = —sin(x).
b De formule sin(x) = cos(x - %n)

_1 )= 3__1
C cos(2x 3n)—cos(x+4n ZT[)
cos(2x - %n) = cos(x + in)
d 2x—%n=x+%n+k-2n of2x—%n=—x—%n+k-2n
lelzn+k-2n 0f3x=%n+k°2n
_7 _ 1 2
x=pntk-2n of x=zen+k-3n
e cos(x—ln)=—cos(x+ln)
6 2

cos(x - %n) = cos(x + l%n)
x—%n=x+ 1%n+k~2n ofx—ért=—x— 1%n+k~2n
—%n =21 %n + k - 27 (geen oplossingen) of 2x = —I%n +k-2n
x=—3n+k-n
f cos?(x)+ 3sin(x) =3
1 —sin?(x) + 3sin(x) =3
sin%(x) — 3sin(x) + 2 =0
(sin(x) — 2)(sin(x) = 1) =0
sin(x) = 2 (geen oplossingen) of sin(x) =1

x=%n+k-2n

g sin(2x+%)=cos(3x+%n)
cos(2x+%n—%n) =cos(3x+%n)
2x—in=3x+%n+k'2n0f2x—in=—3x—%n+k-2n
—x=%n+k°2nof5x=—}7c+k°2n

x=—%n—k-2nofx=—217r+k-§ﬂt
h 6sin?(x) — 5cos(x) =2

6(1 = cos?(x)) — 5cos(x) =2

6 — 6cos’(x) — 5cos(x) =2

—6c0s%(x) — 5cos(x) +4=0

Stel cos(x) = p, dit geeft

—6p>—=5p+4=0
5+4121 . 5—q121
TR T

cos(x) =—1 % (geen oplossingen) of cos(x) = %

x=%n+k-2n ofx:—%n+k-2n
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017 a

U2 a

De verdubbelingsformule 2 sin(x)cos(x) = sin(2x)

sin(2x) = 33
2x=%n+k-2n of2x=%n+k-2n

x=%n+k-n ofx=%rt+k-n

Na het invullen van 1 — 2sin?(x) komt alleen sin(x) voor in de vergelijking.

cos(2x) = 5sin(x) — 2

1 — 2sin?(x) = 5sin(x) — 2
—2sin*(x) — Ssin(x) +3=0
Stel sin(x) = p, dit geeft

—2p*=5p+3=0
5++49 5-449
p= " :—3ofp: ! :§

sin(x) = —3 (geen oplossingen) of sin(x) = %

x=%n+k°2n 0fx=%n+k°2n

sin(2x) = tan(x)
sin(x)

2 sin(x)cos(x) = cos(x)

2sin(x)cos?(x) — sin(x) =0
sin(x) * (2cos?(x) — 1) =0
sin(x) =0 of 2cos*(x) =1
sin(x) = 0 of cos2(x) =1

sin(x) = 0 of cos(x) = % 2 of cos(x) = —% 2

De oplossingen op {(— 37, 37) zijn x = 0, x = —4men x = y7.

De snijpunten zijn (0, 0), (—%n, —1) en (%n, 1).

Op het interval (—%n, %JT) is cos(x) > 0, dus G(x) = —In (cos(x))

G(x)=-— - —sin(x) = tan(x)

cos(x)
dus G is een primitieve van g.

Zjﬂ(sin(Zx —tan(x))dx = [—% cos(2x) — —In (cos(x))]?l)n
0

o+ (42) - (- 0) =i (13) ¢

) + 1 — 1 = sin?(x) N cos(x) | =
an(x) T cos¥(x)  cos¥x)

sin’(x) + cos’(x) 1

cos*(x)  cos¥(x) -

tan’(x) + 1 —1=

Een primitieve van h(x) = tan?(x) is H(x) = tan(x) — x.

1

-

)

De inhoud is gelijk aan nt I sin’(2x)dx — nt 4j‘tanz(x) dx.
0 0

cos(4x) = 1 — 2sin?(2x) dus sin%(2x) = 5 — 5 cos(4x)

1 1

i ) _ 1. 1. at_1 o
n jsm (2x)dx=n [2x 5 s1n(4x)]0 =g
0

1=

1
n Itanz(x) dx=n [tanx) - x]gT =n —‘1712
0
De inhoud is %nz -

© Noordhoff Uitgevers bv
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20 Goniometrische formules

20.3 Goniometrische functies onderzoeken

intro Met de rekenmachine vind je een maximum 1,41 voor x = 0,785 dus
vermoedelijk is het maximum \/5 bij x = in.
De periode is 2 en de evenwichtstand is y = 0.
Daaruit volgt a = \E, b=1,c= ‘171 end=0.
flx)= \E sin(x - }Tn) is te schrijven als

F(0) =2(sin(x) - 342 + cos(x) - 342)-
Omdat \E . % \E = 1 volgt hieruit dat f(x) = sin(x) + cos(x).

21 a Voor de nulpunten geldt cos*(x) — sin*(x) = 0.
cos*(x) = sin*(x)
sin(x) = cos(x) of sin(x) = —cos(x)
tan(x) = 1 of tan(x) = —1
De oplossingen op [0, 27] zijn x = in, x= %n, x= l}‘n en x = I%n.
b Voor de toppen geldt f'(x) = 0.
f(x) = 4cos’(x) - —sin(x) — 4sin3(x) - cos(x)
f(x) = —4cos(x)sin(x)(cos?(x) + sin?(x))
17(x) = =4 cos(x)sin(x)
—4cos(x) - sin(x) =0
cos(x) =0 of sin(x) =0
x=0+k- %n
De toppen op [0, 2n] zijn (0, 1), (%n, —1), (m, 1), (l%n, —1) en (2m, 1).

¢ a=1,deperiodeisn dusb=2—n=2,c=Oend=0.
De functie is g(x) = cos(2x).
d f(x)=cos*x) —sin*(x)=0
f(x) = (cos?(x) — sin*(x))(cos?(x) + sin(x))
f(x) = (cos*(x) — sin*(x)) - 1
f(x) = cos(2x)

22 a

LAY AW
vV VvV V

Ja, de grafieken vallen samen.

b cos(3x) =cos(2x + x)
= cos(2x)cos(x) — sin(2x)sin(x)

¢ cos(3x) = (2cos*(x) — 1))cos(x) — 2 sin(x)cos(x)sin(x)
=2cos3(x) — cos(x) — 2sin?(x)cos(x)
=2co0s’(x) — cos(x) — 2(1 — cos?(x))cos(x)
= 2co0s’(x) — cos(x) — 2cos(x) + 2cos?(x)
=4cos?(x) — 3cos(x)
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23 a

24 a

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

f(x) =1+ cos(x) + cos*(x)

1"(x) = —sin(x) + 2cos(x) * —sin(x)
Voor de toppen geldt f(x) = 0 dus
—sin(x) + 2cos(x) * —sin(x) =0
—sin(x) - (2cos(x) + 1) =0

sin(x) = 0 of cos(x) = —%

x=0+k-n 0fx=%n+k'2n0fx=—%n+k-2n
De toppen op het interval [0, 27t] zijn

0,3), (37, 3), v, 1), (137, 3) en (2, 3).

p(x) = (1 + cos(x) + cos?(x))(1 = cos(x))

p(x) =1 = cos(x) + cos(x) — cos?(x) + cos?(x) — cos3(x)

p(x) =1-cos(x)

—1<cos(x) < 1 dus ook —1 < cos’(x) < 1.

Daaruit volgt 0 < 1 — cos’(x) < 2.

De grafiek van p ligt dus geheel boven de x-as, behalve in het punt waarvoor
cos(x) = 1 en daarom raakt de grafiek de x-as.

sin?(x) + sin(x) = sin?(x) + cos(x)

sin(x) = cos(x)

tan(x) =1

xX= in +k-m

De snijpunten op het interval [—n, 37] zijn (—%n, % - % \E), (%n, % + % \E),

(1473 3:2)en (24 +32).

Als de grafiek van f'de x-as raakt, dan moeten er toppen op de x-as zijn.
f(x) = sin?(x) + sin(x)

17(x) = 2sin(x)cos(x) + cos(x)

1(x) = cos(x)(2sin(x) + 1)

/() = 0 als cos(x) = 0 of sin(x) = -3

x=%n+k°n ofx=—én+k'2n of x= 1%n+k-2n

Als f(-3n)=1-1=0en f(13n)=1-1=0,

dus de grafiek van fraakt de x-as bij x = — %n en bij x = 1%7{.

Voor symmetrie in de y-as moet gelden g(—a) = g(a) voor elke waarde van a.
g(—a) = sin’(—a) + cos(—a)

g(=a) = (sin(=a))* + cos(=a)

g(=a) = (=sin(a))’ + cos(a)

g(=a) = = (sin(a))* + cos(a) = g(a)

Dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as.

. .1 . .
Verschuiving 5n naar rechts, daarna spiegelen in de x-as en tenslotte een
verschuiving van 1 omhoog.

g(x) = —(sinz(x - %n) + sin(x - %n)) +1
sin(x - %n) = —cos(x) substitueren in
g(x) = —(sin2(x - %n) + sin(x - %n)) + 1 geeft

g(x) = =((—cos(x))* + —cos(x)) + 1
g(x) =1 = cos*(x) + cos(x)
g(x) = sin’(x) + cos(x)
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26 a
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Stel v(x) = sin’(x) — sin*(x)

v/(x) = 3sin?(x)cos(x) — 4sin3(x)cos(x)

v’(x) = sin?(x)cos(x)(3 — 4sin(x))

v/(x) =0 als sin(x) = 0 of cos(x) = 0 of sin(x) = ‘31.

Op het interval [0, 7] zijn er twee waarden x waarvoor sin(x) = % en voor die

waarden is het verschil maximaal.

g’(x) = 4sin*(x)cos(x)

g”(x) = 12sin*(x)cos(x) * cos(x) + 4sin3(x) - —sin(x)
g"(x) = 4sin*(x)(3 cos?(x) — sin?(x))

g”(x) = 4sin*(x)(3 — 3sin*(x) — sin?(x))

g"(x) = 4sin*(x)(3 — 4sin*(x))

sin(x) = 0 of sin*(x) = %

sin(x) = 0 of sin(x) =1+/3 of sin(x) = 143
De oplossingen op het interval [0, 7] zijn x =0, x = %n en x = %n.

Uit de grafiek blijkt dat de buigpunten (%n, %) en (%n, 1%) zijn.

F(x) = acos’(x) + bcos(x)

F’(x) = 3acos?(x) » —sin(x) — bsin(x)

F’(x) = =3 acos*(x) + sin(x) — bsin(x)

F’(x) = =3a(1 — sin*(x)) - sin(x) — bsin(x)

F’(x) = =3asin(x) + 3asin’(x) — bsin(x)

F’(x) = 3asin’(x) + (=3a — b)sin(x) en f(x) = sin3(x)
dus 3a¢=1en —3a — b =0 ofwel
a=%en—3-%—b=0dusb=—l

Tjsin3(x) dx= [% cos*(x)—1- cos(x))]g =
0
(% - cos3(m) — cos(n)) - (% - cos3(0) - cos(O)) =
(4e1)-(-0)=!
Voor de nulpunten geldt f(x) =0, dus
% + cos(x) =0

cos(x) = —%

De oplossingen op het interval [-2nr, 27] zijn x = —l%n, X = —%n, x= %n en

X = I%n.
=sin(x)(1 + cos(x)) = (3 + cos(x)) - =sin(x)
S(x) = 2
(1 + cos(x))
o= —1 sin(x)

(1 + cos(x))?
f(x)=0alsx=0+k-n
De extreme waarden op het interval [—2n, 2n] zijn een randmaximum

f(—2n)= ‘31, maximum f(0) = % en randmaximum f(2rn ) = %.

Verticale asymptoten als 1 + cos(x) =0 en % + cos(x) #0.
cos(x) =—1

Op het interval [-2n, 21t] zijn de verticale asymptoten x = —m en x = 7.
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d In het punt (—% n, 0) is f’(—%n)

27 a

022 a

b
c
d

tan(o) = \/5 geeft een hoek van 60°.
In het punt (%n, 0) is tan(o) = —\/3 dus de hoek is daar —60°.

f(x) =+6sin(x) bestaat als sin(x) > 0.
Op het interval [0, 4n] is het domein [0, 1] U [27, 3n].

\65sin(x) = —2cos(x)
6sin(x) = 4 cos?(x)
6sin(x) =4 — 4sin’(x)
2sin*(x) + 3sin(x) =2 =0
Stel sin(x) = p, dat geeft
207 +3p—2=0
PH1ip-1=0

(P =2)w+2)=0
p= % of p=-2

sin(x) = % of sin(x) = —2 (geen oplossingen)
x=%n+k-2n ofx=%n+k-2n

Op het interval [0, 4n] zijn dat x = én, x= %n, x= 2%1[ en x = 2%1[.

Echter alleen x = %n en x = 2%7: voldoen (want bij de andere oplossingen is
—2cos(x) = —3).

De snijpunten zijn (%n, \/5) en (2% I, \B)

6cos(x)  3cos(x)
2\6sin(x)  6sin(x)
3--3\3  ~1343

61 B

-1 % -1 #—1, dus de grafieken van f'en g snijden elkaar niet loodrecht.

Sx) = en g'(x) = 2sin(x)

=—1%eng'(%n)=2-%=l

Flin) =

JANANS
BAVARVARV/

Ja, de grafieken vallen samen.

De somformule voor de sinus is toegepast.
f(x) =2sin(x)cos(x) - cos(x) + (... ) - sin(x)
Gebruik cos(2x) = 1 — 2sin?(x)

f(x) = 2sin(x) * cos?(x) + (1 — 2sin?(x)) * sin(x)
f(x) =2sin(x) * cos?(x) + sin(x) — 2sin3(x)

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 20 Goniometrische formules



20 Goniometrische formules

e Gebruik nu cos?(x) = 1 — sin’(x)

f  f(x) =2sin(x)(1 = sin?(x)) + sin(x) — 2sin*(x)
f(x) =2sin(x) — 2sin’(x) + sin(x) — 2 sin’(x)
f(x) = 3sin(x) — 4sin?(x)
dus f(x) en g(x) zijn hetzelfde.

U3 a gx)= sin(x + %n) + cos(x + %n)
b Er moet aangetoond worden dat g(—a) = —g(a) ofwel g(—a) + g(a) =0
sin(—a + %n) + cos(—a + %n) + sin(a + %n) + cos(a + %n) =0
Er geldt: sin(o ) = —cos(oc - lén) en cos(a ) = sin(oc - lén).

_ 2341 s, 23 1 . 3 3_) =
cos( a+m lzn)+sm( a+gmn lzn)+s1n(a+4n)+cos(a+4n)—0

—cos(—(a + %n)) + sin(—(a + %n)) + sin(a + %n) + cos(a + %n)) =0
—cos(a + %n) + —sin(a + %n) + sin(a + %n) + cos(a + %n) =0, klopt.
Hieruit volgt dat de grafiek van g puntsymmetrisch is in de oorsprong.

¢ Door verschuiven blijft de grafiek symmetrisch en het beeld van (%n, 0) na
de verschuiving is (0, 0).

d f(x)=sin(x) + cos(x)
)= —2(sin(x) - =312 + cos(x) - =3 12)

flx)= —\/§(sin(x) . cos(%n) —cos(x) sin(%n))

f(x)==2+sin(x - 3n)

e De grafiek van een functie 4(x) = a - sin(x) is puntsymmetrisch in de
oorsprong.
De grafiek van fis %n naar rechts verschoven, dus deze grafiek is
puntsymmetrisch in het punt (%n, 0).

20.4 Parametervoorstellingen

intro  Met zo klein mogelijke positieve getallen voor a en b:

A:a=3enb=1
B:a=1lenb=2
C:a=3enb=4
D:a=1lenb=3
E:a=1lenb=4
F:a=3enb=2

28 a —-l1<x(f)<slen—-1<y(r)<1

2
b De periode van x is 11 =6.
§Tt

. .2
De periode van y is 21 =3.
M

¢ De gemeenschappelijke periode is 6.
Na 6 seconden heeft P de baan één keer doorlopen.

58 Hoofdstuk 20 Goniometrische formules © Noordhoff Uitgevers bv



1

. . 2n ) . 2n
29 a De periode van x is 7— = 8 en de periode van y is 7— = 6.
4Tt §T[

De periode van de beweging is het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van
8 en 6 en dat is 24.
b Als de raaklijn evenwijdig is aan de y-as, dan geldt x’(¢) = 0 en y'(¢) #0.

x(t)= —%Tcsin(%nt) =0

}Tnt =0+k-mn
t=0+ k-4 (voor deze waarden is y(¢) # 0)

De punten zijn (3, 0), (—3,43), (3,3), (=3, 0), (3, —J3) en (=3, 3).

30 a De periode van zowel x(¢) als y(¢) is 2m, dus de periode van de beweging
is 2.
b x’(¢) = 2cos(t) + 2cos(21)
x'(¢) = 0 als cos(21) = —cos(?)
cos(2t) =cos(t+m)
2t=t+n +k2n of 2t=—t—m + k- 2n
t=n tk-2n of 3t=-n +k-2n
t=n +k-2n 0ft=—%n+k-%n
De oplossingen op [0, 2] zijn ¢ = %n, t=ment= I%n.

De bijbehorende waarden van x zijn 1 % \3,0en -1 % \/3, dus
—13B<sx <1143

y'(¢) = 2sin(¢) + 2sin(21)

y(t) = 0 als 2sin(z) + 2sin(2t) = 0

sin(2¢) = —sin(¢)

sin(2¢) = sin(m + 1)

2t=m+t+k-2nof 2t=n—(n+¢)+k:2n

t=n+k-2nof 3t=0+k-2n

t=n+k-2noft=0+k'%n

De oplossingen op [0, 2n] zijn t =0, ¢t = %n, t=m,t= 1%7{ en t=2m.

De bijbehorende waarden van y zijn —3, 1%, 1, 1%, en —3,dus —3<y< 1%.
¢ A is het snijpunt met de positieve y-as, dus x(7) = 0.

2sin(f) +sin(2¢) =0

2sin(¢) + 2sin(¢) - cos(z) = 0

sin(z) - (1 + cos(#)) =0

sin(z) = 0 of cos(z) = —1
t=0+k-noft=n+k-2n
t = levert het punt A(0, 1) op.

d x(m)=0eny’(m)=0dusv=10>+02=0.
De coodrdinaten van B zijn (2, 1).

De richtingscoéfficiént van deze raaklijn is

=

De vergelijking is van de vorm y = —x + b.
De coordinaten van B zijn (2, 1) invullen geeft 1 = =2 + 5 dus b = 3.
De vergelijking van de raaklijn in Bis y = —x + 3.
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31 a ¢=0invullen geeft A(1, 1) en ¢ = n invullen geeft D(1, —1).
b Voor de snijpunten met de x-as geldt y(z) = 0.
cos(31) =0
3t= %n +k-m

t= %n +k- %n
De oplossingen op [0, 7] zijn ¢ = %n of t = %n of t= %n.

De snijpunten met de x-as zijn B(%, 0) en C(—1,0) (en nogmaals B(%, 0))
Voor de snijpunten met de y-as geldt x(z) = 0.

cos(2) =0

2t = %n +k-m

t= in +k- %n

De oplossingen op [0, 1] zijn ¢ = %n of t= %n.

De snijpunten met de y-as zijn (0, —% \/5) en (0, %\/5)
¢ x'(t) = —2sin(2¢) en y’(¢) = —3sin(3¢)
Voor een raaklijn evenwijdig aan de x-as geldt y’(£) = 0 en x'(¢) #0.
—sin(37) =0
3t=0+k-m
t=0+k- %n
De oplossingen op [0, ] zijn t = 0 of ¢ = %n of t = %n of t=m.
Voort=0ent=n geldt x(¢) = 0 dus deze voldoen niet.

De raaklijn is evenwijdig aan de x-as in de punten (— %, —1) en (— %, 1).
Voor een raaklijn evenwijdig aan de y-as geldt x(r) =0 en y'(¢) 0.
—2sin(2¢) =0

sin(2¢) =0

2t=0+k-n

(=0+k-in
De oplossingen op [0, 7] zijn =0 of ¢ = %n of t=mn.
Voor t=0en t=n geldt y’(¢) = 0 dus deze voldoen niet.
De raaklijn is evenwijdig aan de y-as in het punt C(—1, 0).
d ¢ =a geeft P(cos(2a), cos(3a)).
t=n — a geeft Q(cos(2(n — a)), cos(3(nt — a)))
Xp = cos(2(n — a)) = cos(2n — 2a) = cos(2a — 2n ) = cos(2a)
Yo = cos(3(n — a)) = cos(3n — 3a) = cos(3a — 3n ) = cos(3a + n ) = —cos(3a)
Xp=Xgen yp= =y, dus de baan is symmetrisch in de x-as.

e Voor de baansnelheid geldt v = \](x (0> + (y(1))> dus
y = \4sin2(2¢) + 9sin%(37)

B(%, 0) dan = én of t= %n.

v(%n) =\4- % +9 =412 =23 en ook v(%n) =243.

C(~1,0) dan 7 = .

Win) =0 F9=+0=3

De baansnelheid in B is groter dan de baansnelheid in C.
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32 a

De grafiek loopt van (0, 3) naar (2, —1).

Een vergelijking is y = —2x + 3.
b y(r)=1-2cos(2¢)

y(t)=1-=22cos¥(x)— 1)

y()=1-4cos*(x)+2

¥(t) = —4cos’(1) + 3

¥(1) = =2(2cos*(1)) + 3

y()y=-2-x(t)+3

dus de punten voldoen aan de vergelijking y = —2x + 3.
¢ Voor 0 < x <2 valt de baan van P samen met de lijn.

33 a

\/

4sin’(t) - cos’(t) = 0

sin(¢) = 0 of cos(z) =0

t=0+k- %n

Deze waarden van ¢ leveren het punt (2, 0) op.

b x(1) =2 +1sin(27) dus L sin(21) = x(1) - 2
sin(2¢) = 2x(t) — 4
(1) = 4sin’(¢) - cos*(r) = (2sin(t)cos(1))> = (sin(2¢))?
dus y(¢) = (2x(1) — 4))?> ofwel y = 4x? — 16x + 16.

c x()=2+ % sin(2¢) en aangezien —1 <sin(27) < 1 geldt 1% <2+ % sin(2¢) < 2%.
Het domein is [1 %, 2%]
34 a Voor de y-as geldt x() = 0 dus 5cos(7) = 0 ofwel cos(7) = 0.
t= %n +kn
(1) = =5sin(t) en y'(1) = 10cos(2t — 2n)
Alst= %n dan is x’(%n) =-5-1=-5en y’(%n) =10- % =5.

De baansnelheid is v = \(—=5)? + 5% =+/50 = 52.
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X0 = 2% dus 5cos(r) = 2% ofwel cos(?) = %
t=in+k-2n of r=—Lin+k-2n

t= %n geeft het punt A(Z%, 0) ent= l%n geeft het punt B(2%, 2% \/3)

/1
ylam

De helling in 4 is (i )= 110 =—i=—‘31 3 en de helling in Bis
X'(gT[) —25\/3 \/§

(i3 s 2,

(i) 2 B

De helling in 4 is twee keer zo groot als de helling in B.

y=3—%ﬂ

3sin(21) =3 = 3 (3cos( + §n)’

3sin(2¢) =3 — % . 9(cos(t + in)z

3sin(21) = 3 = 6(cos(¢ + in)°

sin(20) = 1 = 2(cos( + Im))°

sin(2r) =1 - 20052(t + %n)

cos(2r) =2cos*(t) — 1 ofwel 1 = 2cos*(f) = cos(21)
sin(2¢) = —cos(2(t + %n))

sin(2¢) = —cos(21 + %n)

cos(t + 1) = —cos(?) dus
sin(2¢) = cos(2t + %n + n)
ofwel sin(2¢) = cos(2t + I%n)
cos(t) = sin(t + %n) dus
sin(2¢) = sin(2t + l%n + %n)
sin(2¢) = sin(2¢ + 27 )

dus sin(2¢) = sin(2¢)

-3< 3cos(t + %n) <3, dus voor —3 < x < 3 valt de parabool samen met de
baan van P.

4(sin(z))* + 4(sin(t - %n)z — 4sin(7) - sin(t - %n) =

4(sin(1))? + 4(sin(1) - } = cos(x) + 343)* = dsin(r) - (sin(1) - 3 = cos(x) - 13) =
4sin’(r) + 4(}1sin2(t) - %\/gsin(t)cos(t) + %cosz(t)) — 25sinX(¢) + 243 sin(f)cos(r) =
4sin(7) + sin®(¢) — 243 sin(r)cos(7) + 3 cos(r) — 2sin’(¢) + 243 sin(r)cos(r) =
4sin’(z) + sin*(7) + 3cos*(f) — 2sin’(¢) =

3(sin’(z) + cos¥(1))=3-1=3

Bereken de snijpunten met de lijn y = x.

4x2 =3, dus x2 =%

De snijpunten zijn (% \3, %\/5) en (—% \3, -1 3).

De lengte van de lange as is \/(\B) + (\B) = \B

Bereken de snijpunten met de lijn y = —x.
12x2=3,dus x2 = ‘ll

De snijpunten zijn (%, —%) en (—%, %)

De lengte van de korte as is {12 + 12 =12,
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¢ De oppervlakte van de ellips is 7 * % \B . % \2= im/li = %mﬁ
De oppervlakte van de eenheidscirkel is t+ 12 = nt.

% \3 < 1, dus de oppervlakte van de ellips is kleiner dan de oppervlakte van
de cirkel.

20.5 Gemengde opdrachten

35 a —l<cos(f)<slen—1<sin(f)<1
—l1<cosd(r)<len—1<sin’(r)<1
—4 <4cos}(t) <4 en —4<sin’(r) <4 dus
—4<x<4en—-4<y<4
De periode van x en van y zijn beide 2t dus legt P de baan één keer af in 2n
seconden.
4cos’(r) = 4sin’(r)
sin(¢) = cos()
tan(z) = 1
t= }Tn +k-m
De snijpunten op het interval [0, 2n] zijn A(\2,\2) en B(—/2, —\2).
x'(t) = =12 cos?(¢)sin(z) en y’(r) = 12sin*(¢)cos(7)

A1 1.1
Alst= }‘n dan geldt Y (‘l‘n) = 12 21 21@ = S\E =-1.

©an) —12033\2 32

Een vergelijking van de raaklijn is y = —x + b.

Invullen van (2, 2) geeft 2 = —2 + b dus b = 242.
Een vergelijking van de raaklijnis y = —x + 2\/5.

W) = V(1) + (1) =
w() = \/(—12 cos?(1)sin(7))? + (12 sin?(r)cos())*> =

o

(2]

Q.

(1]

V144 cos*(1)sin’(¢) + 144 sin*()cos(r) =

\] 144 sin*(f)cos*(z) * \/sinz(t) + cos?(1) =
6 - |2sin(f)cos(t)| - 1 = 6+ |sin(27)|

f De maximale waarde van v is 6, als sin(2¢7) = 1.
2t=%n+k°2n,dust=in+k°n.
Als 1 = {7 bevindt P zich in 4.
36 a 2+ cos(x)—cos¥x)=2
cos(x)(1 —cos(x)) =0
cos(x) =0 of cos(x) =1
op het interval [0, 2n]: x = %n of x = l%n of x=0of x=2n
f(x) =2+ cos(x) — cos?(x)
f'(x) = —sin(x) + 2sin(x)cos(x)
f(x)=0alssin(x) - (-1 +2cos(x)) =0
sin(x) = 0 of cos(x) = %
x:Oofx:%nofx=n of x= I%nofx:2n

o

randminimum f(0) = 2, maximum f/ (%n) = 2‘11,

minimum f(r) = 0, maximum f ( 1 %n) = 2%, randminimum f(2n) =2
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37 a

38 a
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T

[(2+ cos(x) = cos*(x))dx = [(2 + cos(x) - § — 5 cos(2x))dx =
0 0
[11 x +sin(x) - Lsin2w) ] =
(13n+0-0)-0=1in
Als a = 2 dan geldt y(r) = 4sin*(¢) — 2sin(?).
Op de x-as geldt dat y(¢) = 0, dus
4sin’(¢) — 2sin(z) = 0
2sin(£)(2sin*(1) — 1) =0

sin(7) = 0 of sin*(7) = %
sin(7) = 0 of sin(z) = 42 of sin(r) = =22

t=00ft=}1noft=%noft=n oft=1%nofl=l%noft=2n

De bijbehorende punten zijn
(2, 0), (12, 0), (=2, 0), (=2, 0), (—\2, 0), (2, 0) en (2, 0).
dy _ 12sin%(¢)cos() = 2 cos(1)

dx —2sin(z)
d 12-1.1»
Alst=ingeldt—y=2—12\r:—2
dx _2.5@
dy 12-3-32

Als ¢ = 137 geldt — = ———
4T g dx _2._%\/5

De raaklijnen maken elk een hoek oo met de x-as waarvoor tan(o) = 2.
o=1634349 ...°

De hoek tussen de raaklijn is 180 — 20 = 53°.

4sin’(¢) — asin(z) =0

4sin(0)(sin2(1) - $a) =0

sin(7) = 0 of sin(f) = \} a of sin(r) = —\} a
sin(¢) = 0 geeft 1 = 0 of ¢ =1, de punten op de x-as zijn (2, 0) en (-2, 0).

De vergelijkingen sin(¢) = \/}Ta en sin(z) = —\%751 moeten oplossingen hebben,

dat is het geval als 0 < }T a<lofwel0<ac<4.
a = 0 voldoet niet, want dan vallen er oplossingen samen.

a = 4 voldoet niet, want dan krijg je t = %n ent= 1%7[ en die geven beide het
punt (0, 0).

Het antwoord is 0 < a < 4.

6cos(x) +2cos?(x) =1 = 2% =0

2c0s)(x) + 6cos(x) = 35 =0
Stel cos(x) = p, dat geeft

202 +6p—351=0

cos(x) = % of cos(x) = —3% (geen oplossingen)
xX= %n of x = I%n
De snijpunten zijn (%n, 0) en (1 %n, 0).
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b Voor de toppen geldt f"(x) =0.
1(x) = —6sin(x) — 2sin(2x)
—6sin(x) — 4sin(x)cos(x) =0
=2sin(x)(3 + 2cos(x)) =0
sin(x) = 0 of cos(x) =—1 % (geen oplossingen)
x=0of x=n of x=2n
De toppen zijn (0, 4%), (T[, —7%) en (27[, 4%)

12n
c f (6 cos(x) + cos(2x) — 2%) dx =

TU

: . 1. | 7l

[6 sin(x) + 5sin(2x) — 2§x];,n =

(6= + 3+ =43 = k)~ (6- 13+ 4+ 13-4 -

653 - 31n

Onderzoeksopdrachten

39 a M doorloopt een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal r + 1 en

{x(t) = (r + 1)cos(?)
y(t) = (r + )sin(z)
oorsprong als middelpunt en straal r + 1.
b De omtrek van de groene cirkel 27t - 1 = 2m.
Als r =2 dan is de omtrek van de rode cirkel 2r - 2 = 4n.
M doorloopt een cirkel met straal 3 en de omtrek van deze baan is
2n -3 =6m 6
Dan is de groene cirkel dus P 3 keer rond gedraaid.

is een parametervoorstelling van een cirkel met de

Als r =2 dan is P dus 3 keer om M gedraaid.

Als r =4 dan is de omtrek van de rode cirkel 2nt - 4 = 8.

M doorloopt nu een cirkel met straal 5 en de omtrek van deze baan is
2+ 5=10m.

10
Dan is de groene cirkel dus 2_7( = 5 keer rond gedraaid.
n

Als r =4 danis P dus 5 keer om M gedraaid.

. 1 . 2n ——  (1-cos((r+ 1))
¢ De ‘omlooptijd’ van P om M is PFRT dus MP = (1 sin((r+ )|’

OP =OM + MP =

(r + 1)cos() + cos((r+ 1))
(r + 1)sin(z) sin((r + 1)7)

{x(t) = (r + 1)cos(?) + cos((r + 1)t)
> 7)) = (r + Vsin(e) + sin((r + 1)1)

d Bijvoorbeeld r=3enr=38:

D
N L

Het aantal hoekpunten (knikken) in de baan is gelijk aan r.
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S1

e Afgebeeld zijn r = %, r= % enr=

1
5

AN
Nt/

A

N30

Om een gesloten kromme te krijgen moet je een groter interval voor ¢

nemen.
Het aantal hoekpunten is gelijk aan de teller van de breuk.
f Je krijgt een astroide zoals in opdracht 35 als r = 4.

Samenvatting

Uit sin(?) = % 2 met %n <t<mvolgtt= %n.

S2 a sin(3x) = —sin(2x)
sin(3x) = sin(—2x)
3x=-2x+k-2n of 3x=n+2x+k-2n
S5x=k-2n of x=n+k-2n

66

x=k-

b sin(x - %n) = —cos(2x —3n

%nofx=n+k'27t
1

)

cos|x — n—%n) =cos(2x—%n+n)

COS(X -

1
6
2 = 2

§n) = cos(2x + 3n)

x—%n=2x+§n+k-2n 0fx—§n=—2x—%n+k'2n

—x=1%n+k-2n of 3x=0+ k- 2n

x=—l%n—k-2n ofx=0—k-%n

x=0+k-%n

()=o)
C COS(ZX Cos X
1
2

cos2(%x) - cos( x) =0

1
cos(zx

—

COS(EX

)(cos(%x) - 1) =0

) =0of cos(%x) =1

%x=%n+k-n of%x=0+k-2n
x=n +k2n of x=0+k-4n
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S3 a

S4

3cos(2x — ) = 43sin(2x)
—3cos(2x) = /3 sin(2x)
-3= \/§ tan(2x)

tan(2x) = —\B

ln) =4+ 7cos(x - %n)

3
2cos2(x - %n) - 7cos(x - %n) -4=0
|
3

Stel cos(x —27m) = p, dat geeft
202 =Tp—4=0

781 7++81
p= 1 :_EOfp: 1 =

cos(x - %n) = —% of cos(x - %n) = 4 (geen oplossingen)

x—%n=%n+k-2n ofx—%n:—%n+k-2n

x=n +k-*2n ofx:—%n+k°2n

Voor de nulpunten geldt f(x) =0.

1 —3cos(x) —sin®(x) =0

1 = 3cos(x) = (1 =cos*(x))=0

cos?(x) = 3cos(x) =0

cos(x)(cos(x) —3)=0

cos(x) = 0 of cos(x) = 3 (geen oplossing)

De oplossingen op het interval [—n, n] zijn x = %n en x =— %n.
f(x) = 3sin(x) — 2sin(x)cos(x)

f(x) =0 als 3sin(x) — 2sin(x)cos(x) =0

sin(x)(3 — 2cos(x)) =0

sin(x) =0 of 3 — 2cos(x) =0

sin(x) = 0 of cos(x) = 1% (geen oplossing)

De oplossingen op het interval [-n, n] zijn x = —n en x =0 en x = 7.

randmaximum f(—m ) =4, minimum f(0) = —2 en randmaximum f(n ) = 4

Het bereik is [-2, 4].
De oppervlakte is gelijk aan het tegengestelde van ZI f(x)dx.
Zj(l — 3cos(x) — sin%(x))dx = Zj(l ~3cos(x) — (5 — L cos(2x)) dx =
[Lx = 3sin(x) + 1 sin(zx)]_;n
(in=3+0) (~Jre340) <l
De gevraagde oppervlakte is 6 — %n.

. . .2
De periode van x(¢) = 2s1n(%t) is LR 61 en

1
3

. .2
de periode van y(f) = 2COS(% t) is Tn =4n.
2
Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud is 12m.
De periode van de beweging van P is 12m.
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S5 a x(?) =cos(?) + cos(2¢) en y(7) = sin(¢) + sin(2¢)
x (1) = —sin(z) — 2sin(2¢) en y’(¢) = cos(t) + 2cos(2¢)
Als de raaklijn verticaal is, dan moet gelden x’(¢) = 0 en y'(¢) # 0.
—sin(¢) — 2sin(2¢) = 0
—sin(¢) — 4sin(t)cos(t) = 0
—=sin(#)(1 + 4cos(?)) =0
sin(¢) =0 of 1 +4cos(t) =0
sin(?) = 0 of cos(¢) = —%
Bjj sin(¢) = 0 horen de punten (2, 0) en (0, 0).
Als cos(t) = —}T, danissin?(r)=1- (‘11)2 = % en dus
sin(7) = 5415 of sin(r) = =15

sin(2) =2+ 1415- =1 = =115 of sin2) = 2- =115 -1 =
cos2)=2(-4 -1=-1

De bijbehorende punten zijn (—1 %, % \/E) en (—1 %, —% \/E)
b Op de x-as geldt y(7) = 0.
sin(¢) + sin(2¢) =0
sin(2¢) = —sin(¢)
sin(2¢) = sin(—7)
20=—t+k-2n of 2t=m +t+k-2n
3t=0+k-2n of t=m +k2n
t=0+k-3nof t=mn +k-2n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢ = 0 of ¢ = %n of t=mn of t = l%n

V15

0 |—

of t=2m.

De kromme snijdt zichzelf in (-1, 0) als ¢ = %n of t= 1%7[.
/2 1 1 1
vin) —at2-—; Tl

Alst=%n dan geldt . Waak| =—\B.
x'(%ﬂ)l —3\3-2:--3\3 33
I T T

Als¢=11ndan geldt = = =43.

: x’(l%n) ——% 3_2’%\6 _%\/5
tan(60°) = /3, dus beide raaklijnen maken een hoek van 60° met de x-as en
de hoek waaronder de baan zichzelf snijdt is 180° — 2 - 60° = 60°.

Test jezelf

1 a f(x)= cos(x + %n) + sin(x - %n)
flx)= cos(x)cos(%rt) - sin(x)sin(‘l‘n) + sin(x)cos(%t) - cos(x)sin(%n)

F(x) = cos(x) - 542 = sin(x) - $42 + sin(x) - =52 = cos(x) - $2
f(x) = —2sin(x)

b cos(x + %n) + sin(x - %n) = sin(2x)

—\2sin(x) = sin(2x)
—\2sin(x) = 2 sin(x)cos(x)
—\2sin(x) — 2sin(x)cos(x) =0
-2 sin(x)(% \E + cos(x)) =0
sin(x) = 0 of cos(x) = —% 2
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = 0 of x =7 of x =2n of
x=%nofx= I%n.
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T2 a

T3 a

sin(2x - 41’1“) = cos(x + %n)

cos(2x—%n—%n)=cos(x+%n)
2x—%n=x+%n+k-2n of2x—%n=—x—%n+k-2n
x=1}1n+k°2n of3x=‘11n+k-2n

x=1%n+k-2n ofx=%n+k-%n

De oplossingen op het interval [0, 27] zijn x = llfzn of x= %n of x = lin of
xX= I%Tt.

cos(2x) — 2sin?(x) =0

1 — 2sin%(x) — 2sin?(x) =0

4sin?(x) =1

sin?(x) = ‘11

sin(x) = % of sin(x) = —%
x=%n+k-n ofx=%n+k-n

De ols)lossingen op het interval [0, 27] zijn x = %n of x = %n of x= lén of
X = lgﬂi.

6 sin(l%n + x) =23- cos(l%n + x)
sin(l%n + x) 23

cos(l%n + x) 6

tan(l%n + x) = % \B

1§n+x=%n+k-n

x= —l%n +kn

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = %n of x = I%n.

% sin(3x) = sin(%x)cos(%x)

%sin(3x) =%sin(x)

3x=x+k-2n of 3x=n —x+k-2n

2x=0+k-2n of dx=mn + k- 2n

x=0+k-m 0fx=in+k'%n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = 0 of x:%n of x:%n of x=n
0fx=1inofx=1%nofx:2n.

g(x) = 20052(x + l%n) - sin(x + l%n)
Symmetrisch in de y-as, dan moet gelden g(a) = g(—a) voor elke waarde
van a.

gla) = 2cos2(a - %n) - sin(a - %n)

g(a) = 2sin’*(a) + sin(a + %n)

g(a) = 2sin*(a) + cos(a)

g(—a) = 2(sin(—a))* + cos(—a)

g(—a) = 2(—sin(a))* + cos(a)

g(—a) = 2sin*(a) + cos(a)

g(a) = g(—a), dus de grafiek van g is symmetrisch in de y-as.

De grafiek van g is symmetrisch in de y-as. Door de grafiek van g I%n
naar rechts te verschuiven ontstaat de grafiek van f. Hierdoor wordt de lijn

—11 .
x = 15n de symmetrie-as van f.
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T4 a sin(x)+cos(2x) =1
sin(x) + 1 — 2sin*(x) = 1
sin(x) — 2sin?(x) =0
sin(x)(1 — 2sin(x)) =0
sin(x) = 0 of sin(x) =1 -

De oplossingen op het interval [0, 27] zijn B N o JC

x=0of x=n of x=2n ofx=%nofx=%n ] \/

Zie de plot hiernaast: de oplossing van

f(x)>1is (0, 67:) ( 21, 71).

b Voor de nulpunten geldt sin(x) + cos(2x) = 0.
cos(x—%n) = —cos(2x)
cos(x—%n) =cos(2x +m)
x—%n=2x+n+k°2n ofx—%n=—2x—7t+k~2n
—x=13n+k-2n of 3x=—Jn+k-2n
x:—lén—k-Zn ofx=—%n+k-%n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn x = %n, X = lén en x = lgn.

s
¢ De gevraagde oppervlakte is gelijk aan —lf (sin(x) + cos(2x))dx.
lgn

12n s
_1 . ‘ (sin(x) + cos(2x))dx = — [—cos(x) + % sin(2x)]izz =
6T

(—*W* 13) = (33 +3-343) =
{11 -1
De oppervlakte is 15 \B .
d f(x) = cos(x) — 2sin(2x)
Voor de toppen geldt cos(x) — 2sin(2x) =0
cos(x) — 4sin(x)cos(x) =0
cos(x)(1 — 4sin(x)) =0
cos(x) =0 of 4sin(x) =1

cos(x) =0 of sin(x) = ;

-2).

cos(x) = 0 geeft de toppen ( I, 0) en (1%
sin(x) = i daniscos(2x)=1-2- (%) %
De y-coordinaat van de bijbehorende toppen is 411 + % =1 %.
De y-cooérdinaten van de toppen zijn 0, =2 en 1%.

T5 a Voor de extreme waarden geldt f/(x) = 0.
cos(x)(2 + cos(x)) — sin(x) * —sin(x)

S = (2 + cos(x))?
, . 2cos(x) + cos*(x) + sin*(x)
S= (2 + cos(x))?
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T6 a

2cos(x) +1
(2 + cos(x))?

S =

f(x)=0als 2cos(x) + 1 = 0 dus als cos(x) = —% en (2 + cos(x))> 0.
De oplossingen op het interval [— %n, 2%T[] zijn x = %n en x = 1%1‘[.

.. .. 1 1
De extreme waarden zijn: een randminimum f| (— E“) =—5,een

1 1
13 543
maximum f(%n) = 21—\( = % 3 een minimum f(l %n) =2 1\/7 =

5 2

. 1.\_1
en een randmaximum f’ (2 57[) =5.

4

, . 2cos(x)+1
S)= (2 + cos(x))?

, . —2sin(x)(2 + cos(x))? — (2cos(x) + 1) - 2(2 + cos(x)) * —sin(x)
S = (2 + cos(x))*

, . —2sin(x)(2 + cos(x)) = (2cos(x) + 1) - 2+ —sin(x)
S = (2 + cos(x))?

, . —4sin(x) — 2sin(x)cos(x) + 4sin(x)cos(x) + 2sin(x)
S = (2 + cos(x))?

, . —2sin(x) + 2sin(x)cos(x)
S = (2 + cos(x))?
o = —2sin(x) + sin(2x)

(2 + cos(x))?
Voor de buigpunten geldt f”(x) = 0.

—2sin(x) + sin(2x)
(2 +cos(x))}

—2sin(x) + sin(2x) = 0 en (2 + cos(x))> # 0
—2sin(x) + 2sin(x)cos(x) = 0

2sin(x)(—=1 + cos(x)) =0

sin(x) = 0 of cos(x) =1

De buigpunten op het interval [— %n, 2%7[] zijn (0, 0), (n, 0) en (27, 0) en deze

liggen allen op de x-as.

f,(x) = a - cos*(x) — sin’(x)

f.(x) = 2a - cos(x) - —sin(x) — 2 - sin(x)cos(x)
f.(x) = —2a - cos(x) - sin(x) — 2 - sin(x)cos(x)
f.(x) = (—2a — 2) - cos(x) - sin(x)
f.(x)=0als (—2a — 2) - sin(x) - cos(x) = 0
omdat ¢ # —1 geldt —2a — 2 # 0 dus

sin(x) = 0 of cos(x) = 0 en de oplossingen hiervan zijn onathankelijk van a.

Sf5(x) = 3+ cos?(x) — sin?(x)

f5(x) =3+ cos?(x) — (1 — cos?(x))
f3(x) =4cos*(x) — 1

f3(x) =2(cos(2x) + 1) — 1

f3(x) =2cos(2x) +2 -1

f3(x) =2cos(2x) + 1

© Noordhoff Uitgevers bv
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c ZJ-n(3cos 2(x) = sin?(x))dx = Zjn(Zcos(2x) +1)dx =
0 0

[sin(2x) + x]fl)" =

. (1 1 _ 1
51n(1n)+1n—0—1+4n

17 Vul x(7) = cos() en y(¢) = sin(2¢) in bij y> = 4x? — 4x*. Dit geeft
(sin(21))> = 4 - (cos(1))> — 4 - (cos(1))*
(2sin(?)cos(?))? = 4 cos*(1)(1 — cos(1))
4sin?(f)cos*(t) = 4 cos?(¢)sin*(z)
Dit geldt voor alle waarden van ¢, dus alle punten van de baan van punt P
liggen op de kromme met vergelijking y? = 4x? — 4x*.

T8 a x(r) =3sin(¢) — sin(3¢) en y(f) = 3cos(f) — cos(37)
x'(t) = 3cos(t) — 3cos(31) en y'(r) = —3sin(¢) + 3sin(3¢)
Alst=0danis x(0)=3-3=0en »(0)=0+0=0.

Hieruit volgt de baansnelheid v(0) = 102 + 0% = 0.
Alst=1ndanis x(3n)=0-0=0en y(in)=-3-1+3--1=-6.
Hieruit volgt de baansnelheid v(%n) =02+ (-62=136=6.

b v)= \/(3 cos(?) — 3cos(31))* + (=3sin(¢) + 3sin(37))*> =

\j9 cos*(1) — 18 cos(#)cos(37) + 9 cos*(37) + 9sin?(r) — 18 sin(¢)sin(37) + 9sin?(37) =

\f9(cos2(t) + sin%(7)) + 9(cos*(37) + sin*(37)) — 18(cos(37)cos(7) — sin(37)sin(t)) =

\V9-1+9-1-18cos(3r— 1) =18 — 18cos(27) =

V18 — 18(1 — 2sin%(¢)) = V36sin%(¢) = |6sin(7)|

¢ v =|6sin(¢)| is maximaal als sin(z) = 1 of als sin(¢) = —1
De oplossingen op het interval [0, 27] zijn ¢ = éﬂ'[ of t= léﬂ't.
De punten zijn (4, 0) en (-4, 0).

Extra oefening

E1 a sin(?)cos(?) = ‘11
2sin(f)cos(t) = %
sin(2f) = %

2t=%n+k~2n of2t=%n+k-2rt

De oplossingen op het interval [0, 27t] zijn ¢ = llfzn, t= %rt, t=1

r=13m
b 2cos%(f) — 2sin%(¢) =1
2(cos(t) — sin%(1)) =1
2cos(2t) =1
cos(2t) = %
2t=%n+k-2n of 2t = 1%n+k-2n
t=%n+k~n oft=%n+k-n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢ = én, t= %n, t= lén ent= 1%7[.

-
a
=
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E2 a

E3

sin(l %n + t) = cos(31)

cos(l%n+t—%n)=cos(3t)

n+t=3t+k-2n of n +t=-3t+k-2n

—2t=-n +k-2n of4t=-n +k-2n

t=%n—k°n 0ft=—}1n+k-%n

De oplossingen op het interval [0, 27] zijnt:%n,t:%n,t:%n,t=lin,

t= 1%nent= l%n.
Symmetrisch in de y-as, dan moet gelden f(a) = f(—a) voor elke waarde

van a.
2cos(—a) 2cos(a)
f(=a)= — =
3+2cos(—a) 3+ 2cos(a)
dus de grafiek van f'symmetrisch is in de y-as.

= f(a), dit geldt voor elke waarde van a,

Eerst f(x) = 0 oplossen.

2cos(x)
3+2cos(x)

2cos(x)=0en 3 +2cos(x)#0

cos(x) =0

xX= %n +k-m

De oplossingen op het interval [—1 %n, 1%11] zijn x = —1 %n of x=— %n of
x=%nofx= 1%1‘[.

Zie de schets: de oplossing van f(x) < 01is (—1 %n, —%n) U (%n, l%n>.

—2sin(x)(3 + 2cos(x)) — 2cos(x) - =2sin(x) _ —6sin(x)
(3 + 2cos(x))? "~ (3 + 2cos(x))?

S =

f(x)=0als sin(x) =0 en (3 + 2cos(x))*> #0.

De oplossingen op het interval [—1 %n, 1 %n] zimx=-n,x=0enx=m.
De extreme waarden zijn: een randmaximum f' (—1 %n) = 0 een minimum
f(—m) = -2 een maximum f(0) = % een minimum f(n) = —2 en een

randmaximum f’ (1 %n) =0.
. . (1 . 2n
De periode van x(z) = sm(yrt) isT—=4
ZT[

2
De periode van y(¢) = sin(%rtt) is 11 =2a.

a
Als a = 1 is de periode van y(¢) = 2, dus de gemeenschappelijke periode 4.
Als a = 2 is de periode van y(¢) = 4, dus de gemeenschappelijke periode 4.
Als a = 3 is de periode van y(¢) = 6, dus de gemeenschappelijke periode 12.
Als a = 4 is de periode van y(¢) = 8, dus de gemeenschappelijke periode 8.
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Voor de snijpunten met de x-as geldt y(z) = 0.
4cos(2t) =0

2t = %n +k-m

t= %n +k- %n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢ = }TT[, t= %n, t= l}tn ent= I%T[.
t= %n geeft x(};n) = 4sin(}1n + én) ofwel x(in) = 4sin(%n).

t= %n geeft x(%n) = 4sin(%n + én) ofwel x(%n) = 4sin(%n).

1= 15 geeft x(1}n) = 4sin(137 + tn) ofwel x(137) = 4sin(137).

1

4
t= l%n geeft x(l %n) = 4sin(1 %n + %n) ofwel x(l %n) = 4sin(1 %n)
De codrdinaten zijn

(4 sin(l%n), 0), (4sin(%n), 0), (4sin(1 %n), 0) en (4 sin(l %n), 0).
y = xdus4cos(2r) = 4sin(t + %n)

cos(2¢t) = sin(t + %n)

cos(2t) = cos(t + én - %n)

2t=t—%n+k°2n of2t=—t+%n+k'2n

t=—%n+k-2n of3t=%n+k~2n

t=—%n+k°2n oft=%n+k-%n

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢ = én, t= %n, t= lgn ent= 1%71.
x(t)= 4cos(t + én) en y’(f) = —8sin(21)

Er is een verticale raaklijn als cos(t + %n) =0en —8sin(2¢) = 0.
t+ %T[ = %n +k-n

t= %n of t= l%n
De toppen zijn (4, —2) en (—4, —2).

Er is een horizontale raaklijn als sin(27) = 0 en 4cos(t + én) #0.
2t=0+k-n

t=0+k°%n

t=00ft=%noft=n of t = 1%noft=2n.
De toppen zijn (2, 4), (243, —4), (=2, 4) en (-24/3, —4).

Voor een punt op de y-as geldt 4sin(t + %n) =0.
t+in=0+k:2n

t= —%n + k- 2n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn ¢ = %n ent= lgn.

_5 y’(%”)__g'sm(%o”)_ __8'_%\‘3__
t—gngeeftx’en)— Fooos) 4ol y3 en
13 et y’(l%n) _ -8- sin(%n) L -8- —%\/3 fen

6" 8 x’(l%n) 4 - cos(2m) 41

Omdat tan(60°) = \B maken beide raaklijnen een hoek van 60° met de x-as
en dus ook een hoek van 180° — 120° = 60° met elkaar.
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E5 a Vul x(¢) = 2sin(f) en y(¢) = cos(2¢)in bij y =1 — %xz.
cos(21) = 1 — 1 (2sin(1))?

cos(2f) = 1 — 1 - 4sin(r)

cos(2t) =1 — 2sin*(z)

Deze formule is juist voor elke waarde van .
b x'(r) =2cos(¢) en y'(r) = —2sin(2¢)

V)= Feny{bn) = -6
v(£) = V4 cos(t) + 4sin2(21)
—8cos(t)sin(¢) + 8sin(2¢) * 2cos(2t)

a(t) =v'(1) =
2\4cos¥(r) + 4sin2(21)
—4 cos(t)sin(¢) + 8sin(21)cos(2¢)
a(t) =
\]4 cos’(1) + 4sin?(21)

De baansnelheid Voort—6n is v( ) V(3 )2+(\/> =43+3 \/>
—4-3\3-3+8-343-1 \f -t
3 2

\4 - f+4

De baanversnelling is a(%n) =

E6 a y(7) =4cosXt)sin(t) — 4cos(t) + 1
(1) = 4+ (cosX(sin(t) — cos(1) + 3)

(1) =4+ (cos(r) - 1Y’

De kleinste waarde voor y(z) is de waarde nul, dus de baan van P zal nooit
onder de x-as komen, maar alleen raken als y(7) = 0.

4+ (cos(t) ~ 1) =0

De oplossingen op het interval [0, 27] zijn ¢ = %n ent= I%n.
x(%n) =43 en x(l %T[) = —\/3
De baan van P raakt de x-as in de punten (\/3, 0) en (—\/5, 0).
b Voor de snijpunten met de y-as geldt x(z) = 0.
2sin(z) = 0
t=0+k-n
De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn 1 =0 of t =7 of t = 2n.
t=0en ¢t =2n geven beide het punt (0, 1) en z =t het punt (0, 9).
In het punt (0, 1) is y(0) = 0 en x"(0) = 2 # 0 dus de baan snijdt de y-as hier
loodrecht.
In het punt (0, 9) is y'(n) = 0 en x’(n) = =2 # 0 dus de baan snijdt de y-as ook
hier loodrecht.
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Invullen in y = x? + 1 geeft

4cos’(t) —4cos(t) + 1 = (2sin(7))> + 1
4cos’(t) —4cos(t) + 1 =4sin%(f) + 1
dcos(f) — 4cos(f) + 1 =4(1 — cos* (1)) + 1
8cos (1) — 4cos(t) —4 =0

2cos%(f) —cos()—=1=0

Stel cos(x) = p, dit geeft

2pP=p—1=0
1+49 1-\9 |
p= 1 :10fp:—4 :_i

cos(f) =1 of cos(¢) = —%

1

De oplossingen op het interval [0, 2n] zijn t =0, t = 2n, ¢t = 3T[ ent=13m

De snijpunten zijn (0, 1), (\/§, 4) en (—\/3, 4).

S+ 5m) = (sinfx + 57))* + (cos(x + 5m))*
£ +37) = (cos(x))* + (~sin(x))*
£+ 37) = cost(x) + sin*(x) = f(x)

Dus £ is periodiek met periode %n.

Voor de toppen geldt f(x) = 0.

f/(x) = 4sin’(x) * cos(x) + 4 cos’(x) + —sin(x)

4sin’(x) - cos(x) + 4cos*(x) - —sin(x) =0

4sin(x)cos(x)(sin*(x) — cos*(x)) =0

sin(x) = 0 of cos(x) = 0 of sin(x) = cos(x) of sin(x) = —cos(x)

De oplossingen op het interval [0, 7] zijn x =0, x = in, x= %n, x= %n en
X=n

De toppen zijn (0, 1), ( ) ( T, 1) ( ,é) en (m, 1).

De evenwichtsstand is y = Z’ de amplitude is z en de periode is %n.

Een functievoorschrift is g(x) = ; cos(4x) + T
f(x) = sin*(x) + cos*(x)

f(x) = (sin*(x))* + (cos *(x))?

f(x)= (f -5 cos(2x)) ( +5 cos(2x))2
Jx)=
f(x) =% cos?(2x) + 3

f(x)= ‘11 (20052(2x) - 1) + %

f(x) =} cos(dx) +3
dus f(x) = g(x).

% cos(2x) + 7 L cos?(2x) + Z + 5 cos(2x) + % cos?(2x)

= -IM'—‘

TJ[.( cos(4x) + )dx =
0

[ sin(4x) + 3 x|

2+0)-0=3n
(in+0)-0=}
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E8 a De lengten van de rechthoekszijden van elke rechthoekige
driehoek zijn 4 cos(?) en 4sin(¢), dus de oppervlakte van elke

driehoek is % - 4cos(?) - 4sin(f) = 8sin(z)cos() en dat is gelijk aan
4 - 2sin(f)cos(z) = 4sin(21).
De oppervlakte van zes drichoeken samen is 6 - 4sin(2¢) = 24 sin(2%).

. .2t
De oppervlakte van de twee cirkelsectoren is 2— deel van de oppervlakte
m

2t
van de cirkel, dus gelijk aan P 4% = 16¢.
n

De oppervlakte van het gebied is gelijk aan O(¢) = 16¢ + 24sin(2%).
b Voor de maximale oppervlakte geldt O(¢) = 0.

16 + 48 cos(2f) =0

48 cos(2t) = —16

cos(2t) = —%
1= 2sin¥(r)=-1
2sin¥(r) = 1%
sin?() = 3
NN ) 1
sin(¢) = \/; (omdat 0 <7< 3m)
De hoogteis 2+ 4 - \E = 8\/§(=2%\/5).
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21 Afsluiting analyse

Voorkennis

V1 a 3x-1%0dus x:t%. Het domein is (<, %) v <%, —).

Voor het nulpunt geldt 2x + 7 =0, dus x = —3%.
b 2x#0 dusx=0. Het domein is {«, 0) U {0, —).
Voor het nulpunt geldt 3x —4 =0, dus x = 1%.
¢ 2x—x2#0 geeft x(2—x)#0, dus x #0 of x #2.
Het domein is («, 0) U {0, 2) U (2, —).
Voor de nulpunten geldt I —x>=0, dus x=—-1of x=1.
d De noemer is altijd positief, dus het domein is R.
Het nulpunt is x = 0.
7 — x2#£0 geeft x> 7. Het domein is {«, —\7) U {—7,y7) U <\/7, —>>.
Het nulpunt is x = 2.
3 —4/x # 0 geeft x = 9. Het domein is [0, 9) U (9, —).
Er is geen nulpunt, want 1 + x is altijd positief.

(1]

-

12 3
12 - 3x XX 0-0
V2 lim———=1i =—=0
d s T LA T
32
De horizontale asymptoot is de lijn y = 0.
De noemer is nul als x2 — 5 =0, dus als x = =5 of x = 1/5.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = —/5 en x = /5.
3 4
1____

b x>—=3x—4 . x x* 1-0-0 1
im—————=lim = =—
x—02X2 + 6x — 8 x, 6 8 2+40-0 2

x x?

De horizontale asymptoot is de lijn y = %

De noemer is nul als 2x? + 6x — 8 = 0.

X2+ 3x—4=0geeft (x +4)(x—1)=0.

De verticale asymptoten zijn de lijnen x = —4 en x = 1.

)
lim(zx_l)z—im4xz_4x+l—lim al 2—4_0-'-0—2
w0 202 =1 xoe 2xX*=1 aoe 1 2-0

2
De horizontale asymptoot is de lijn y = 2.
De noemer is nul als 2x2 — 1 =0, dus als x2 = %
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = — % enx =\;
2
3 P

g lmx(3x—2)_ - 3x2—2x = lim X  3-0 3

xoe (X = 1) xoex?—=2x+1 sk _2+L 1-0+0
2
X

De horizontale asymptoot is de lijn y = 3.
De noemer is nul als (x — 1)> = 0, dus de verticale asymptoot is de lijn x = 1.
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Afsluiting analyse

De noemer is nul als x2 —4 =0, dus als x = -2 of x = 2.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x =2 en x = —2.

fo=-3+ 2
3(2-4) 2-x
S = 352—4 )+x2—x4
flg=" 2, 2o
—4x2 + 14
16==3-4~
f(x)=0als —4x>+ 14 =0.

Dit geeft de nulpunten x = —\j?% en x = \@

14
_4+_
i —4x2 + 14 i X2 _—4+40 4
m = lim = = -
X—00 x2—4 X—00 4 1-0
X

De horizontale asymptoot is de lijn y = —4.

lim 2e3~1 =0, dus de lijn y = 0 is een horizontale asymptoot (naar links).
X——0c0
10 — 4x = 0 heeft als oplossing x = 2%, dus de lijn x = 2% is een verticale

asymptoot.
27 =1 =0 geeft 27 = 1 ofwel x =0, dus de lijn x = 0 is een verticale
asymptoot.
lim — ! = L =—1, dus de lijn y = —1 is een horizontale asymptoot
xoe 27¥=1 0-1
(naar rechts).

. | 20 e .
xl_l)l’{lw o1 xlg}lw > 1-0_ 0, dus de lijn y = 0 is een horizontale
asymptoot (naar links).
De grafiek van ¢g(x) = tan(2x - in) heeft verticale asymptoten als
2x—in=%n+k°n,dusalsx=%n+k-%n.
Op het interval (-, ) zijn de verticale asymptoten de lijnen
x:—gn,x=—%n,x=%nenx:%n.

15-2x—x2>0
x?+ 2x — 15 < 0 (de vraag is waar deze dalparabool onder de x-as ligt)
x2+2x—-15=0
(x+5(x-3)=0
x=-50f x=3
Het domein van deze functie is het interval (-5, 3).
De grafiek heeft een verticale asymptoot als 15 — 2x — x> = 0.
Dat is het geval voor x = =5 en x = 3.
oo -2-2x
S= 50— mo)
f(x) =0 geeft =2 — 2x = 0 ofwel x = —1.
Het maximum f(—1) = 2log(16) = 4.
Het bereik van fis («, 4].
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<

™

~_

b Voor%x —3>0, dus voor x = 6.
¢ Voor x < 6 is het functievoorschrift f(x) = —%x + 3.

0

V7 a y

-2 0 2 6

b Ix2-2x-620
x2—4x—-1220
(x—6)(x+2)=20geeft x<—-20of x>6.

6
=2endezeis g2)=[-22-2-2-6|=8.

¢ Maximum bij x =

d Minimum g(—2) = g(6) = 0.

21.1 Limieten en perforaties

intro x?2—4x—-5=0geeft (x+1)(x—5)=0,dusx=—1of x=35.
Voor die waarden van x is er geen functiewaarde.
Voor =1 < x<5isx>—4x—5<0,dus f(x)=-1.
Voorx<-1of x>5isx>=4x—5>0,dus f(x)=1.

1 a Dan wordt f(x) steeds kleiner of ook f(x) — —oo.
Dan wordt f(x) steeds groter of ook f(x) — .

b De grafiek heeft een verticale asymptoot x = —3.
xX2=9 (x+3)(x—3)
x+3 x+3
Voor x #—31is g(x) = x — 3.
g(x) nadert in beide gevallen tot =3 — 3 = —6.
De grafiek van g is een rechte lijn met een gaatje in het punt (=3, —6).

c gx)=

o Qo
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. _x+3_ . _—(x+3)_
2 a Alsx> 3lsh(x)—x+3—1enalsx< 3ish(x) = 3

b Als x van de rechterkant naar —3 nadert, nadert 4(x) tot 1 en als x van de
linkerkant naar —3 nadert, nadert /(x) tot —1.
¢ De grafiek van & vertoont een sprong bij x = —3.

-1

3 a x>-25>0alsx<-50f x> 35, dus dan is [x> — 25| = x? = 25.
x?=25<0als =5 < x <5, dus dan is |x? = 25| = =(x? = 25).

|x? = 25 ~lim —(x=5)(x+5) _

lim f(x) = lim lim(~(x + ) = ~10
xq

x15 x15 x—5 x15 x—5
. N O (C R I
lim f(x) = lim =lim—————=Ilim(x+5)=10
x¢5 x¢5 x—5 x¢5 x=5 x¢5
2-4x-5 +1)(x -5
b lim g(x) = lim P 3y O DT v =6
x15 x15 x—5 x15 x—5 x15
(x+ D(x—-5)

lim g(x) = lim =lim(x+1)=6
x¢5 x¢5 x—5 x¢5

¢ De grafiek van f'heeft bij x = 5 een sprong en de grafiek van g heeft bij x =5
een perforatie.

¥-5x+6  (x—2)(x—3)
(x=3?2  (x-3)

2
Als x %3 is f(x) = —=

x—3

4a f(x)=

De grafiek van f'heeft een verticale asymptoot x = 3.
2x—-1 _ 2x-1

b = =
8= 0 T - 1)
1
Alsx;ﬁ%isg(x)=a
1 1 1
Im—=lim—=—-=1

XT% 2xX  x i% 2x 1
De grafiek van g heeft een perforatie bij het punt (%, 1).
De grafiek heeft een verticale asymptoot x = 0.

2x2—8x 2x(x—4)
h = =
¢ =TT T T4
. 2x(x — 4) . 2x(x —4)
Alsx>4ish(x)=———=2xenalsx <4ish(x) = ———— = —2x.
-4 -(x—4)
lim k(x) = 8 en lim k(x) = —8
x4 x14

De grafiek van /1 heeft een sprong bij x = 4.
X2=3x—4 (x—4dhx+1)  (x—4(x+1)

d = =
K505 202-1) 2x-Dx+1)
x—4

Als x % —1 is k(x) =
sx#—11is k(x) - 1)
x—-4  x—4  -1-4

I =1 = ==
AU 20-1) s 20e-1) 2(-1-1) *

De grafiek van k heeft een perforatie bij het punt (— 1,1 i)
De grafiek van k heeft een verticale asymptoot als 2(x — 1) = 0.
De verticale asymptoot heeft vergelijking x = 1.
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__3x+18 _ 3(x+6)

5 a S(x)= x2—3x — 54 (x—=9)(x+6)
Alsx¢—6isf(x):xig

3 3

=1 =
6 x-9 x6x-9 -15 3

De grafiek van fheeft een perforatie bij het punt (—6, —%)
—-3e¥+2 (e"—1D)(e"—2)
b g(0)= e'—2 - e¥—2
Als x#In(2)is g(x)=e*— 1

Iim (e¥—1 Iim (e¥—-1)=1
len(Z)( ) x| In(2) ( )

De grafiek van g heeft een perforatie bij het punt (In(2), 1).
2x2+2x— 12 2(x+3)(x —2)
3x-6  3(x-2)
Als x # 2 is h(x) = 3 (x + 3).
Eg%(x +3)= En;%(x +3)=31

¢ h(x)=

De grafiek van / heeft een perforatie bij het punt (2, 3 %)
sin(x)

cos(x)

Als x ¢ln of x# —%n 18 k(x) = sin(x).

hm sin(x) = hm sin(x) = —1l en limsin(x) = limsin(x) = 1
xT_’ X- 5" Tzn xiz"

De grafiek van k heeft perforaties bij de punten ( ;n, - 1) en (%n, 1).

d k(x)=cos(x) - tan(x) = cos(x) -

1 1

6 lim2ex-1=2-¢*=0enlim2ex-1=2:e°=o0

x11 xy1
De grafiek heeft een perforatie bij het punt (1, 0) en een verticale asymptoot
x=1.

9-x2  (B+x00G-
X1af3(x):3x2_x3:( 03~ x)

X xX*(3-x)
3+
Als x# 3 is fy(x) = ——
. 3+ x 3+x 5
lim = lim =3
xT3 X x¢3 X

De grafiek heeft een perforatie bij het punt (3, %)
Voor het snijpunt met de x-as geldt f3(x) = 0, dit geeft x = —3.
3+x 3

f3(x) = =2 + i ofwel f3(x) =3x72+ x7!
, 1
S ===

G 3)——_77-1%

Een vergelijking van de raaklijn in (=3, 0)is y =g 1x +
Invullen van de codrdinaten van de perforatie geeft 3= é <3+ % klopt.
Deze raaklijn gaat dus door de perforatie.

1

w
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9-x> (B+x)(3-x)

b = =
Jd) ax?—x? xX(a = x)
. . -x _x—3
Er is ook een perforatie als a = =3; f_5(x) = SR
-3 -3
lim~—~ = lim~—~ = -2

x1-3 X2 x]-3 x2
De grafiek heeft een perforatie bij het punt (—3, —%)

_cos(2x)—1  —2sin’(x)
X2 a g(x)= sin(2x) 1= 2 sin(x)cos(x)
sin(x)

Voor sin(x) # 0 is g(x) = — +1=—tan(x) + 1.

cos(x)

Er zijn asymptoten als x = %n + k-

Asymptoten op het interval [—%n, Z%n] zijn de lijnen x = —%n, X = %n,
xX= 1%nenx=2%n.

b De perforaties doen zich voor als sin(x) = 0, dus bij x =0, x =nen x = 2n.
lim(tan(x) + 1) = lim(tan(x) + 1) = 1, lim(tan(x) + 1) = lim(tan(x) + 1) = 1 en
x10 x10 X7 x|m

lim (tan(x) + 1) = lim (tan(x) + 1) =1
xTZn x¢2n

De grafiek van g heeft perforaties bij de punten (0, 1), (n, 1) en (2m, 1).

21.2 Functies met absolute waarden

intro  Met behulp van je GR vind je g(x) = |x*| — [9x].

7 a Alsx>0,danis g(x) =2x — 3x + 5 ofwel g(x) = —x + 5.
b Alsx<0,danis g(x) =2x + 3x + 5 ofwel g(x) = 5x + 5.
c y

X
7\ (o] 5\
d De richtingscoéfficiént van het deel van de grafiek links van de knik is 5 en

de richtingscoéfficiént van het deel rechts van de knik is —1.
e Maximum g(0) = 5.

8 a g(x)= %xz —7x als %xz —4x >0 ofwel als x(x — 8) > 0.

Dit is het geval als x <0 of x > 8.
b g(x)=—%x2+xalsO<x<8.
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b Alsx>3,danis f(x)=2x(x —3) + 1 of ook f(x)=2x>-6x+1.
Als x <3, danis f(x) =2x+—(x—3) + 1 of ook f(x)=-2x>+6x+ 1.

10 a
b

1

i g '

y

[\

13 7

X3=2x?-8x=0
x(x+2)(x—4)=0
Plot y = x* — 2x? — 8x.

Uit de plot blijkt dat x> —=2x>—=8x>0als —2<x<0of x>4en
xX3=2x?—-8x<0alsx<-2o0of 0<x<4.

Voor =2 < x <0 of x >4 geldt g(x) = x> — 2x? — 8x — 2.

Voor x < =2 of 0 < x <4 geldt g(x) = —x3 + 2x% + 8x — 2.

x—4 -x+4
X) = alsx>4en f(x) = als0 < x <4.
J(x) = S(x) =
Het minimum is f(4) = 0.
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2x _2x—(x—4) x+4

Voor x >4 geldt f(x) = =
geldt f(x) . s I
Voor 0 < x <4 geldt f(x) = x+4
X xX)=-—
£ 2X\/;
. . x+t4 8 1 . .ox+4
lim /(x) = lim— =——=—35enlim /(x) = lim =5
xT4f() x4 2x\/; 16 x¢4f() x¢42x\/; 2

De extreme waarde is een maximum f(1) = 1.

15x2—4x=0

4x2-12x=0
x2-3x=0
x(x—3)=0

De grafiek van y = x> — 3x is een dalparabool die de x-as snijdt in de punten
(0,0) en (3, 0).
1%x2—4x20V00rxS00fx23en 1%x2—4x<0voor0<x<3.

Voor x <0 of x >3 geldt f(x) = %x3 - l%x2 +4xen f(x)=x> - 2%x +4.
Voor 0 < x <3 geldt f(x) =33+ 13x2 = dxen f(x) = 2+ 23x — 4.

. ’ T 2 _ . v, 1 2 —_
Eg%f(x) = Ll?g(xz ~22x+4)=4en Llirolf(x) = 2%(;(2 +22x-4)=—4
De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan het linker deel van de grafiek in
P is —4 en de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan het rechter deel van de
grafiek in P is 4.

De x-coordinaat van Qis 3. f(3) = % +27=9,dus Q(3,9).

P 2 _ 1 2 _
l)gr;f(x) = Eclg(xz +25x - 4) =13en Ll?;f(x) = L1J1:131(x2 -25x+ 4) =5
Vergelijkingen van de raaklijnenin Q zijn y = 13x+ bhen y = Sx + c.
Invullen van de codrdinaten van Q geeft 9 =133 +hben9=5-3 +c.

Dus b =-30en c = —6.
Vergelijkingen van de raaklijnen in Q zijn y = 13x — 30 (linker deel) en
y = 5x — 6 (rechter deel).
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13 a

14

X3 a

De figuur heeft een knik als 2x — 1 =0 of x —3 =0, dus bijx=%enx= 3.

f(3)=2%en f(3)=5

In de punten (%, 2%) en (3, 5) heeft de grafiek van feen knik.
Als x >3 geldt f(x) =2x— 1+ x — 3 ofwel f(x)=3x—4.
Als $<x <3 geldt f(x)=2x—1—x+ 3 ofwel f(x)=x+2.
Als x < § geldt f(x) = —2x + 1 — x + 3 ofwel f(x) = —3x +4.
De extreme waarde is een minimum f (%) = 2%.

f(0) =2 geeft |b| + |[-b| =2|p| =2, dus h=1.
Omdat a en b positief zijn hoort het knikpunt (2, 2) bij ax — b = 0.
2a—1=0 geeft 2a =1 ofwel a = 1.

Als x<a,danisx—a<0enis|x—a|=a-x.

x—|x-a x-(a-x) 2x-a _,
Dusgeldtfa(x)—x_l_|x_a| _x+(a—x)_ o Tax- 1.
/., is dan een lineaire functie en de grafiek een rechte lijn.
De grafiek heeft een verticale asymptoot als x + |x — a| = 0.
|x —a|=-x
x—a=xofx—a=-x
xX= %a
De knik doet zich voor als |x — a| = 0 dus als x = a.

a-la—al a-0
f“(a)_a+|a—a|_a+0_
De grafiek heeft een knik in het punt (a, 1).
p=lp—d

Jdp)=gq,dusq Py p—
Omdat p > 0 is de noemer positief.
p=lp=d_p+lp-d
prlp—al p+lp—q

Danisg = =ldusg<l.
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X4 a Voor A geldt [} x —4|=0, dus x = 8.
f(8) =5, dus A(8, 5).
Voor het rechterdeel geldt x > 8, dus f(x) =5+ (%x - 4)(2 - X).
() =5+x—1x2—8+4xof ook f(x)=—1x2+5x - 3.
f(x)=—x+5en f(8)=-3
Een vergelijking van de raaklijn /is y = —3x + b.
Invullen van de codrdinaten van A4(8, 5) geeft 5= -3 -8 + b, dus b = 29.
Een vergelijking van de raaklijn /is y = =3x + 29.
b Het tweede snijpunt ligt op de linker tak: f(x) =5+ (—%x + 4)(2 - X).
f(x)=5=x+3x2+8 — 4x of ook f(x) =3x2— 5x + 3.
1= 5x+13=-3x+29

%x2—2x—16=0

x2—4x-32=0
(x+4)(x—-8)=0
x=—4of x=8

Voor het tweede snijpunt geldt x = —4.
f(4)=1-16-5--4+13=41
Het tweede snijpunt is (—4, 41).

21.3 Extreme waarden en buigpunten

intro  Voor drie waarden van x.
fheeft twee maxima en twee minima.
Dat geldt voor x = 3.

15 a f(x)=x3-¢"

f'(x) =3x2.e¥+ x3. ¥

x2-e¥3+x)=0

x2=0of 3+ x =0 (e* =0 heeft geen oplossing)
x=0of x=-3

Bij x = 0 heeft f geen extreme waarde.
f(x)=6x-e*+3x>-e¥+3x*-e¥+x3-e"
f(x)=x-e"+6x7-e’+6x e

f7(x) = 0 geeft x3 + 6x% + 6x = 0 ofwel x(x* + 6x + 6) = 0.
x=0ofx2+6x+6=0
x=0ofx=-3-+30f -3 ++3

d Voor deze waarden van x heeft de grafiek buigpunten.

n o

16 a y
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C

17 a

18 a

1
3

2 , . , .
= —=, dus f’(0) bestaat niet en ook g'(0) niet.
3x

In de grafieken van f'en g zit een knik bij x = 0.
fen g hebben beide een minimum 0 voor x = 0.

S =33

5—4x2>0, dus 4x2 < 5 ofwel x2 < %.

Het domein van f'is [—%\/g, %\/g]
y

—8x 4x
f(x)=1+ ———=ofwel f(x) =1 ———
245 — 4x2 5—4x2
f(x) =0 geeft 4x = \5 — 4x2.
16x2 =75 —4x?
20x2=5

x?= 41‘;, dusx = % of x = —% (voldoet niet).
fheeft een randminimum f/ (—% 5) = —% 5,

fheeft een maximum f1 (%) = 2% en een randminimum f’ (%\/g ) = %\/g .

Voor het domein moet gelden x > 0 en In(x) # 1, dus x ze.
Het domein is (0, e) U (e, —).

im In(x) =lim ! = ! = —1 (de grafiek nadert naar (0, —1)).
x¢01—ln(x) x¢OL_1 0-1 ’
In(x)
1 — In(x) = 0 geeft een verticale asymptoot x = e.
TG R N S
xoel =In(x)  xoe 1 0-1
In(x)

De lijn y = —1 is een horizontale asymptoot.
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1 1
% (1 —In(x)) —In(x) - =%
d flx)= (1 - In(x))?

1

y —#_ 1
SEO= (1 =m0 = X1t

1
Alsx>0enx¢edanisf’(x)=m>0

De afgeleide zal nooit nul zijn, dus heeft f geen extreme waarden.

19 a f(x)= %x(’ - 5x*
f(x) = x> —20x3
f7(x) = 5x* = 60x2
f7(x) =0 geeft 5x*(x>—12) = 0.

x =0 of x =12(=243) of x = —\12(=—243)

Uit de plot blijkt dat de grafiek geen buigpunt heeft als x = 0.
¢ f(12)=¢-123-5-122=—432 en ook f(—12) = —432.
De buigpunten zijn (—24/3, —432) en (243, —432).

_
5+%(x— 1)}

men—1._4 -3 _ -
gW=f—§ - e
25-4(x— 1)
g”(x) = 0 heeft geen oplossing.

lin} g(x) =wen lin} g'(x) = oo, dus de raaklijn in het punt (1, 2) is verticaal,
X X

De grafiek heeft een buigpunt (1, 2).
b Een vergelijking van de buigraaklijn is x = 1.

20 a g =tx-17=

21 a f(x)=x"—-5x*
f(x) = 5x* = 20x°

5x4=20x3=0
5x3(x—4)=0
x=0ofx=4

Er is een maximum f(0) = 0 en een minimum f(4) = —256.
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22 a

X5 a

17(x) = 20x3 — 60x2
20x3 = 60x2=0
x3=3x2=0
X(x=3)=0
x=0of x=3

/" heeft geen extreme waarde voor x = 0, dus is er alleen een buigpunt als

x = 3. (Vensterinstelling —10 < x < 10 en —300 < y < 300.)

Lo
Sx)=e>

R} _la
flx)=e > +—x=—x-e 2"

1

7 -1y 2
S(x)=-1-e? +-x-e” :—x

1.2

7 -1 2 -
fx)=-1-e? +x*-e?

S =e =1+ 2)
f7(x) =0 geeft x> =1.
x=lof x=-1

/E\

De buigpunten zijn (— 1,

derl
el e/
1 1
f(=1)=een f(1)=—e"
Vergelijkingen van de buigraaklijnen zijn
1 _1

y=e-x+heny=—¢ -x+c.
Invullen van de codrdinaten van de buigpunten geeft

1 1 1 1 1 1
e2=e¢2-—1+b,dush=2¢ 2ene *=—¢ 2+, dusc=2e 2.

1 1
De vergelijkingen van de buigraaklijnen zijn y =¢ *+ x +2¢ 2en

NI T B )
e TR e e

Er moet gelden £,(0) =0en f”,(0)=0.

f0)=0-¢"=0

S (x) =2xe™ + x2-e® g

J'd(x) = xe™(2 +ax)en f(0)=0
Dus voor elke waarde van a raakt de grafiek de x-as in (0, 0).

1 1
y=-e 2-x+2e?2|ofooky=
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b ‘fZ(x) = x262x
() = xe™(2 + 2x)
f(x)=0als x=0of x=-1

.
i

1
Met een plot: maximum f,(—1) = =2 en minimum £,(0) = 0.
c f(x)=xe™2+ax)

2
f'a(x)ZOgeeftx:OOfx:_;

4
[ ==
a
2 4 o 1
xtop: _Zenytap:;e 2_xtzap.e Z—thop'g
. 1
De top ligt dus op de parabool y = gxz.
d g (x)=1-e"™+ x-ae™ ofwel g’,(x) = (ax + 1) - e*
g (x)=a-e™+ (ax+ 1) ae™
g’ (X) = a-e™ + (a®x + a) - e ofwel g7 (x) = (a’>x + 2a) - e
Voor buigpunten geldt g” (x) = 0.
a’x + 2a =0 of e* =0 (geen oplossing)
ax=-2
2

x=
a

ga(%z) = _72 e T = _72 - €72 Het buigpunt is (_72, _72 . e‘2).

De buigpunten liggen op de lijn y =e™2 - x.

X6 2sin(x) 2 0 op [0, 1] U [2n, 3n] en 2sin(x) < 0 op {m, 27) en (3, 3%7[).

2sin(x) 20 2sin(x) <0

f(x) =x+ 2sin(x) f(x) =x— 2sin(x)
f(x)=1+2cos(x) f(x)=1-2cos(x)
f(x) = 0 geeft cos(x) = —% f(x) = 0 geeft cos(x) = %
x=%nofx=2%n x=13mn

Maxima f(%n) = %n +43en f(l%n) = l%n +13en f(Z%n) = 2%7{ +43.
Randminimum £(0) = 0 en randmaximum f (3 %n) = 3%n - 2.

Minima treden op waar de grafiek een knik heeft, dus als 2 sin(x) = 0.
Minima f(n) =nten f(2n) =2nen f(3n) = 3m.
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intro

23 a

24

25 a

26 a

Scheve asymptoten

De lijnen met vergelijking y = x en y = —x.

y
f
1 g9
X
2 o] 1
. . 3 .

lim =0en lim =0, dus voor hele grote of hele kleine waarden
X—o0 X T xo—oX + 2

van x komt de grafiek van f'steeds dichter bij die van g(x) = %x + 1.

lime™ = 0, dus voor grote waarden van x komt de grafiek van f'steeds

X—>o0

dichter bij de lijn y = 6x — 5.

fo)=xt 3t ——

x+2
x+3)(x+2 4
f(x)=( x)-£2 )+x+2
2+5x+6 4
f(x)=x x+x2 +x+2
24+ 5x+ 10
0=

4 . 4
—_ + = =
3 (x +3)| = lim 7 0en

lim(f(x) — g(x)) = lim|x + 3 +
X—0 X—>0 X+ xX—oo X

lim (/() = g(0) = lim ——==0

Datis de lijn y = x + 3.

lim e>**!1 =0, dus de lijn met vergelijking y = 8 — 12x is een scheve
X—>—c0
asymptoot van de grafiek van f.

==

lim o lim 0 0; net zois lim v
_ = = =) Z =
somdyd =1 xoeg_ L 4-0 e dxd — 1

0.

De lijn y = 9x is een scheve asymptoot van de grafiek van f.
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3x2—-T7x+ 11
27 a f(0)-Gx-16)=>—2 "~ _(3x-16)
x+3
_3x=Tx+ 11 Bx—16)(x +3)
x+3 x+3
_3 - Tx 411 32 -T7x-48 59
B x+3 x+3 T x+3
.59 . 59 .. .
lim =0(en lim =0], dus delijn y = 3x — 16 is een scheve
X—oo X 3 xX——oco X 3

asymptoot van de grafiek van f.

b g0~ (~hx+ )=t (e )

T ox+3
C1s-a (Spxri)ex+d)
T 2x+3 2x +3

15-x2 —x2+25 123
T 2x+3  2x+3  2x+3
3

3

li Ii
xl—r>r<>102x +3 en xlgloozx +3

is een scheve asymptoot van de grafiek van g.

= 0), dus de lijn met vergelijking y = —%x + %

28 a 2x?is vervangen door 2x(x + 4) = 2x2 + 8x.
Daarvoor moet gecorrigeerd worden door er 8x af te trekken.

2x(x+4)—=8x+11x—35

b
x+4
2x(x+4)+3x—5_
x+4  x+4
3x—-5
2x +
o x+4

¢ Op de puntjes moet 12 staan.
3(x+4)-12-5
2x + =
x+4

17
2x+3-———
X

lim =0(en ook lim 174=0.

x—wX T+ x——wX +

e De scheve asymptoot van de grafiek van fis de lijn y = 2x + 3.

x?+5x-3 x(x+4)—4x+5x—-3

29 a f)= x+4 x+4
x—3 x+4-4-3
f(x)—x+x+4ofwelf(x)—x+T

7
f=x+1-——

lim =0/|en ook lim 7 =0
X—eX + X——o X 4

De scheve asymptoot heeft vergelijking y = x + 1.
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30 a

x?=3x _x(x—2)+2x—-3x

gx) = x—2 x—2
-24+2
gx)=x- al ofwelg(x)=x—x—
x—2 -2
2
=x-1-—
g =x =1 -~
lim =0(en ook lim =0

X—o0 X — X=X — 2
De scheve asymptoot heeft vergelijking y = x — 1.
X2 px(x—1)+ix
h(x) = =
2x —1 2x —1
1x }1 2x-1)+ 41_1

2 1
=-x+
=1 ofwel h(x) =5x o1

h(x) = %x +

ENEH

h(x)=%x+%+2x_l
1 1

. _ . 4
T L

De scheve asymptoot heeft vergelijking y = %x +

=0

Bl

4x3 —2x  2x(2x*+ 1) —2x —2x

k(x) = il 21 ofwel
4x
k(x)=2x— T2+l
4
. 4x . x 0 . 4x
iﬂ2x2+1‘i5902+%_2+0_0 enook lim oo™

X
De scheve asymptoot heeft vergelijking y = 2x.

Als een grafiek een scheve asymptoot heeft, nadert de helling van de grafiek

tot de helling van de asymptoot.
_bx(x+1)—=3x* 1 3x2+6x

S (x + 1) T2 42x+1
348
m—a O 350 3 usa=3
= = = u a: .
xoseoXx2+2x+1 xowe, 2 1 14040
1+2+—
x X2
] 3x2 C3x2=3x(x+1) . -3x
llm - 3x =11m—= E——
x—ool x + 1 X—>00 x+1 x—ox + 1
—3x -3 -3
li =1 = = -
xl—I>rolox+1 xl—r>Iolol l 1+0 3

x
Dat is gelijk aan b, omdat dan lim(f(x) — ax — b) = 0.
X—>00
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=2 - L
S=2--

limf(x) = 1im(2 - l) =2-0=2

X—>00 X—>00 X
lim( f(x) — 2x) = lim (2x — In(x) — 2x) = lim (=In(x)) = —o.
X—> X—> X—o0

Er is geen scheve asymptoot.

, 1, 2-3x 1.1 1

f(x)=5+e " -—5=5-3¢
1

1(x) =0 geeft e =1,

2—%x=0,dusx=4.
Het minimum is f(4)=2+1—-1=2
1 _1
f(x)=1x—1+¢ 7 en lime’ 2" =0.
X—>00

De scheve asymptoot heeft vergelijking y = %x - 1.

Voora>01is lime?"*=0envoora<0is lim e? % =0(.
X—00 X—y—o0

De scheve asymptoot heeft daarom als vergelijking y = ax — 3.

De asymptoot snijdt de verticale as onder een hoek van 30°, dus de x-as
onder een hoek van 60° en tan(60°) =+/3.

Hieruit volgt dat a =+/3 of a = —3.

De grafiek van f, heeft een verticale asymptoot als 2x + 4 =0 (en
3x2=2x—14#0).
Een vergelijking van de verticale asymptoot is x = —2.

3x2-2x—14
A
x@x+4)-6x-2x—14 Sy + 14
__2 —1l,._ %X
fHx) = Yy ofwel f5(x) =15x .
1, doxrd) 16414 g 2
S =1y 2x+4 us L0 = et
lim S g = O en ook lim 5 =0

Een vergelijking van de scheve asymptoot is y = I%x - 4.

Voor de hoek o tussen de scheve asymptoot en de x-as geldt: tan(o) = 1%.

o =56,309...°.
De hoek met de verticale asymptoot x = —2 is dan 90° — 56,309...° =~ 34°,
3x2-2x— 14
T
—x(=3x+4)+4x—-2x—- 14 2x— 14
= = —x +
J-5(x) 3x+ 4 ofwel f_5(x) X x4
2 2 1
—5(=3x+4)+25-14 , ~ll3
=—-x+ = ==y —=+4
S = —x S dus f-5(x) XT3t 554
Coup ol
lim g g - Oen im0

ey . 2
Een vergelijking van de scheve asymptootis y = —x — 3.

.. . 2
Deze snijdt de y-as in het punt (0, —g).
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3x 12x 12x
Lpxta) - —=-ox-14 Ay
3 -2x—14 P Prrd 214

(o fp(x): x+4 = px+4 P) px+4 =

De scheve asymptoot gaat door de oorsprong als lim ( () = f—,x) =0.
X—00

12
_12_x_2x_14 (—?—2)x—14

lim = lim
x>0 px+4 X0 px+4

12
Deze limiet is 0 als —? —2=0,dusals p=—6.

21.5 Functies onderzoeken

intro  Functie: domein en bereik, nulpunten en extremen, stijgen en dalen, even en
oneven, periodiciteit.
Grafiek: toppen, buigpunten, asymptoten, knik, perforatie en symmetrie.

1-¢"
32 =
A e
, e (l+e)—(1—¢)- e
S = (1 +e?
, . —2e"
Omdat —2¢* # 0 heeft f"(x) = 0 geen oplossing, dus er zijn geen extreme
waarden.
, —2e"(1+e%)?— —2e"-2(1 +eY) - e*
b f(x)=

(1+e9)?
Teller en noemer delen door 1 + e* geeft
—2e(l +e¥) — —2e¥-2e"  2e>—2e"

f”(X) = (1 + ex)3 - (1 + ex)3
S7(x) =0 geeft 2> —2e¥ =0 (en (1 + %> #0)
2e(e*—1)=0

e*=1dusx=0

1-1
f(0)= T+1 =0, dus het buigpunt is (0, 0).

1
ER
— e e’ —
li =1i =1 = ==
¢ xl—r>l;lof(X) xl—I>1:>1°1+ex xl—r>rt>1<>i+1 0+1
ex
. . 1=t 1-0_
xligloof(X)_xli}‘Pool'i‘ex_l‘Fo_l

Dus een horizontale asymptoot y = —1 naar rechts en een horizontale
asymptoot y = 1 naar links.

1—e™
d —q) =
J(=a) 1+e™@ et —1
Teller en noemer vermenigvuldigen met e? geeft f(—a) = T
1—e
fca)= o=/,

Dit betekent dat de grafiek puntsymmetrisch is in (0, 0).
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sin(2x) — 2sin(x) =0

2sin(x) cos(x) — 2sin(x) =0

2sin(x) - (cos(x) —1)=0

sin(x) =0 of cos(x) =1

x=0+k-nof x=0+k+2n

De nulpunten van f'op het interval [—n, 2n] zijn x = —7t, x =0, x =t en
X =2m.

f(x) =sin(2x) — 2sin(x)

1(x) = 2cos(2x) — 2cos(x)

f(x) = 0 geeft 2cos(2x) — 2cos(x) =0
2co0s(2x) = 2cos(x)

cos(2x) = cos(x)

2x=x+k-2nof 2x=—-x+k-2n
x=0+k-2nof 3x=0+k-2n
x:0+k'2nofx=0+k-%n

N

Op het interval [—n, 27] is er een minimum f’ (%n) = —1% 3 en twee maxima
f(=37) =133 en f(137) = 1343,
f(—x) = sin(—2x) — 2sin(—x)

f(=x) = —sin(2x) — —2sin(x)
f(=x) = =(sin(2x) — 2sin(x)) = —f(x) voor elke waarde van x.

Het domein is R, want een derdemachtswortel bestaat voor elk getal.

f(x)= \3/4x - x*=(4x - xz)%

£ =hx - @ - =

3+ 4(4x — x2)?
f(x) =0 geeft 4 — 2x = 0 ofwel x = 2.

f2)= 3/1, dus de top is het punt (2, \3/1).
f(x)=0geeft x(4—x)=0,dus x=0of x=4.

lim £(x) = lim ——— 2 = a en fim f(x) = lim — = —
x—0 x—0 313f (4x — x2)2 x—4 x—)4313 (4 X — x2)2

De raaklijnen zijn verticaal: x = 0 en x = 4.
3
f@-p) =42 -p)- 2 - pp
=8 —dp—(4—4p+p>)=4-p
3
Q@ +p) =42 +p)— 2+ p)
=8 +4p—(4+4dp+p>)=14-p

De grafiek van fis symmetrisch in de lijn x = 2.

f@=pre-l

1
S, (x)=0geeft p-e*=1=0duse’ =~
Er zijn geen oplossingen als p < 0.
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36 a

37

Er moet gelden f,(x) =0 ¢én f,(x) = 0.
pre¥—x—1=0énp-e*—1=0.

Aftrekken van de vergelijkingen geeft x = 0.

Daaruit volgt dat p+e®—1=0, dus p=1.

lim p-e* =0, dus voor elke waarde van p is de lijn y = —x — 1 de scheve
)é?froﬁptoot van de grafiek van f,.

S ) =p-et—1

S (x)=p-e*

S,/ (x) = 0 heeft geen oplossing voor p # 0.

Er zijn dus geen buigpunten.

Dan moet gelden e* — p > 0 ofwel e¥ > p voor elke waarde van x.
Dat is het geval als p <0.
fux)=-2x+1In(e* —e)

Sl = =2+ ==

e —e¢
£/() =0 geeft ——=2

ex
e*=2(e"—¢e)
e¥=2e"—2e
e¥=2e
x=1n(2e)=1+In(2)

Uit de plot blijkt dat f; bij deze waarde van x een maximum heeft.
fo(x) = —2x + In(e*) = —2x + x = —x. Het is de rechte lijn y = —x.
lim (f,(x) = —x) = lim(=x + In(e* - p))

X—> X—>o0

Vervang x door In(e%).

ex —
lim(In(e* — p) — In(e")) = limln( L ) = limln(l - ﬂ) =In(1 - 0) = 0.
X— X—oo

e X—>o0 e
Dus voor elke waarde van p # 0 is de lijn y = —x een scheve asymptoot van
de grafiek van f,.

De grafiek van f(x) = |x|(x — 3) heeft voor elke waarde van p altijd het punt
(0, 0) gemeenschappelijk met de lijn y = px.
Als x>0 geldt f(x) =x(x—3)=x>-3xen lin(l)f’(x) = lin(}(2x -3)=-3.

1l xl

Als x <0 geldt f(x) =—x(x—3)=-x>+3xen ling f(x) = 1in3(—2x +3)=3.
Xl Xl

De hellingen van de linker en rechter raaklijnen zijn 3 respectievelijk —3.
Als p = 0 dan is naast (0, 0) ook (3, 0) een snijpunt.

Als 0 < p <3iser nog een tweede gemeenschappelijk punt in het eerste
kwadrant.

Als p > 3, dan is er ook nog een derde gemeenschappelijk punt in het derde
kwadrant.

Als —3 < p <0 dan is er een tweede snijpunt in het vierde kwadrant.
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Als p <=3 dan is (0, 0) het enige snijpunt.
Conclusie: voor p £ =3 is er ¢én gemeenschappelijk punt en voor =3 <p <3
zijn er twee gemeenschappelijke punten.

1 - px — pln(x)
, x o 7 p-phx)
X9 a Sox) = (px)? = W

f(x)=0geeftIn(x)=1,dus x =e.

_In(e) 1
fe==== 1 1
De maximale y-codrdinaat is 2 als p_e =2dusals p= >

b f(x)=0geeftx=1.

p—p-0 1
(1) = = —
ALY 7 »
De richtingscoéfficiént is tan(60°) = \B of tan(120°) = —|3.
1 | 1 1 1
—=+3 geeft p=—==3\y3en—=—\3 geeft p=——==—-33
=3 geeft p GV, \3 geeft p 7 3
_In(x)
¢ foo)= o
In(x) _ . In(xp) In(xc) _
o a geeft snijpunt B(xB, 2, ) en (xc, 2, ) met x- = 3x5.
In(xg) In(xe) In(xz) In(3xp)
= geeft =
2xp 2x¢ 2xp 2+ 3xy
In(xp)  In(3) + In(xp)
Xp 3xp

3In(xp) = In(3) + In(xp)
21n(x,) = In(3)
In(xp) = $In(3) = In(y3), dus x, = 3.
In(x)  In(\3)
25 23

X10 a Zowel de teller als de noemer zijn voor elke waarde van x positief.
, ex(l + er) —eX.De2x ¥ + e3¥ — Qe e¥ — e3x
b g'(x)= = =

1+ e2x)2 1+ er)2 - (1+ er)Z
g'(x) =0 geeft e¥ — e3> =0.
ex263x
X =3x
x=0
Uit de plot blijkt dat het maximum g(0) = ——= —— =1
it de plot blijkt dat het maximum g(0) = 1~ = 1,7 =72
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¢ Aangetoond moet worden dat g(—x) = g(x) voor elke waarde van x.

e X
1 +e
Teller en noemer vermenigvuldigen met e** geeft g(—x) =

g(=x)=

X

o 8W-

- e | _ .. (1 er
d )lcl_rg(e 1+ czx) a ;lcl—rg(ex 1 +e*

1+62x e¥.eX )

coele (T +e2) el +e>)

B i‘l?o(ex(l +e)

21.6 Gemengde opdrachten

38 a fi(x)=e"—a

f.(x) =0 geeft e* —a =0 ofwel e* = a.
Hieruit volgt dat x = In(a) en dan moet a > 0.
De coordinaten van de top zijn (In(a), a — aln(a)).

b x =0 geeftn(a)=0,dusa=1.

¢ Als f, de x-as raakt, dan moet gelden f,(x) =0¢én f,(x) = 0.
ef—ax=0ene*—a=0
e*=axene*=a

ax=a,dusx=1lena=e.

(x=0(x=0) _

39 a f(x)= S S
Voor x #01s f(x) = x.
x? x2
Iim—=Ilimx =0 en ook im—=1limx =0,
x70 X x10 x 0 X x10

De grafiek is de lijn y = x met een perforatie bij (0, 0).
_(x=a)(x—=9a)  x>-10ax + 94>
b ful)= x—10a a x—10a
, (2x = 10a)(x — 10a) — (x> = 10ax + 9a?) - 1
J(x) = _ 2
(x — 10a)
_2x% = 30ax + 100a? — x> + 10ax — 94>
(x — 10a)?
_x2=20ax +91a*> _ (x —Ta)(x — 13a)
(x = 10a)? (x = 10a)?
f.(x) =0 geeft x =Ta of x=13a
_(Ta-a)(Ta—9a) 6a-—-2a _
SO = e T 3a
_(Ba-a)(13a—9a) 12a-4a
JAB) = 0 T 3

De toppen zijn (7a, 4a) en (13a, 16a).

=16a

¢ Voor de toppen (7a, 4a) geldt x =Taen y =4a =4 -

Voor de toppen (13a, 16a) geldt x =13aen y = 16a

=4 16
1

De toppen liggen op de lijnen y =7xen y = 3x.
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40 a In het raakpunt moet gelden f(x)=0en f/(x)=0.
f(x) =0 geeft 4(x> = 2x + 1) =0 ofwel (x = 1)>=10, dus x = 1.
, . (8x—8)(2x—3)—2(4x*—8x +4)
f(X) - (2x _ 3)2
_ 16x2—40x + 24 — 8x2 + 16x — 8
a (2x —3)
_8x2-24x+16 8(x?—3x+2)
T (2x-3?2  (2x-3)
f(x)=0geeft (x—1)(x—2)=0,dusx=1of x=2.
De grafiek raakt de x-as in het punt (1, 0).
b Voor een verticale asymptoot moet gelden 2x — 3 = 0.
De verticale asymptoot heeft als vergelijking x = 1 %
De vergelijking van de scheve asymptoot vind je met uitdelen:

4x2—-8x+4
S(x)= >3

_ 2x(2x—=3)+6x—8x+4
S(x)= v —3

2x —4 2x—3-1

f(x)=2x 2x_3ofwelf(x)—2x =3

=2x—-1+
S(x)=2x 3
lim ! =0(en ook lim ! =0
ey T B e I B

De scheve asymptoot heeft als vergelijking y = 2x — 1.
¢ De oppervlakte is
1 1 1
—gf(x)dx——g(Zx— 45—
= —(1 = 1 +1In(1)) + (0 = 0+ 3In(3)) = $In(3) (of In(y3).
d Eris een perforatie als teller en noemer beide 0 zijn.
De teller is 0 als x = 1 (zie a) en de noemer is 0 voor x = %a.
Voor a = 2 heeft de grafiek een perforatie.

3)dx =[x = x +1in(2x - 3|)](1)

41 a f(x)=x*-3x2-18x
f(x)=3x>—6x—18
f(x)=6x—6
f’(x)=0als 6x — 6 =0, dit geeft x = 1.
fH)=1*-3-12-18-1=-20
De coordinaten van het buigpunt zijn (1, —20).

b Door de grafiek 20 omhoog en 1 naar links te verschuiven ontstaat de

grafiek van een functie g met het buigpunt in (0, 0).
Dan moet bewezen worden dat de grafiek van g symmetrisch is in (0, 0) door
aan te tonen dat g een oneven functie is.
gx)=f(x+1)+20
gx)=(x+1P=3(x+1)>—18(x+1)+20
gx)=(x+1D((x+1)>=3(x+1)—18)+20
gx)=(x+1)(x*+2x+1-3x-3-18)+20
gx)=(x+1)(x*=x—-20)+20
gx)=x=x?=20x+x>—x—-20+20
g(x)=x*-21x
g(x) is een oneven functie, dus symmetrisch in (0, 0).
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¢ f(x)=x3-3x>-18x
f(x)=x(x*=3x—18)
J(x) = x(x +3)(x = 6)
f(x)=0geeft x=—-30f x=00f x=06.
A(=3,0), 00, 0) en B(6, 0)
De middelloodlijn van lijnstuk OA4 heeft vergelijking x = —1 %
f(=13)=-13-11- =71 =167, dus (-11, 163).
f(x)=3x>—6x—18
De raaklijn in C heeft richtingscoéfficiént
r=1d)=3- (-1 -6--11-18=-21.

- 163 -0
De lijn BC heeft richtingscoéfficiént Ye B _ Ei

= —2}1, dus de

raaklijn gaat door B.

Onderzoeksopdrachten

42 a f, isniet gedefinieerd als a + sin(x) < 0 voor elke waarde van x.

Omdat voor elke waarde van x geldt dat —1 < sin(x) < 1, is dat het geval als

as<-—1.

b Er moet dan gelden f,(x) =0en f,(x) = 0.
f.(x) =0 geeft f,(x) =In(a + sin(x)) = 0.
a+sin(x) =1
, . cos(x)

Jalx) = a + sin(x)

1./(x) =0 geeft cos(x) =0, dus x = %n +k-n.

Voor deze waarden van x is sin(x) = —1 of sin(x) = 1.

Danmoeta+1=1ofa—1=1.

Dit geeft « =0 of a = 2.

¢ Buigpunten
Er zijn buigpunten als f”(x) = 0.
. —sin(x)(a + sin(x)) = cos(x) - cos(x) _—asin(x) — 1

)= (@ + sin(x))? " (@ + sin(x))?
£ (x) = 0 geeft sin(x) = —1 mits sin(x) # —a.
Er zijn oplossingen als —1 < ~L<lofook-1<l<1.
(voor 1= (dusa=-1)en 1= (dus @ = 1) zijn teller en noemer van
f7(x) beide 0).
Dusa<-lofa>1.
Voor a < —1 is de functie niet gedefinieerd.
Conclusie: als @ > 1 heeft de grafiek van f, buigpunten.
Verticale asymptoten
Er zijn verticale asymptoten als de noemer nul is, dus als de vergelijking
a + sin(x) = 0 oplossingen heeft.
sin(x) = —a
—1<a<1 (a=-1 voldoet niet, want dan is f, niet gedefinieerd)
Conclusie: als —1 < a < 1 heeft de grafiek van f, verticale asymptoten.
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43 fa(x)=X2;6x_7=(x+1)(x_7)

Verticale asymptoot
Er is een verticale asymptoot als x —a =0 en x> — 6x — 7 #0.

—d X—da

x2—-6x-7=0
x—-NDx+1)=0
x=T7of x=-1

Conclusie: er is een verticale asymptoot voor a = —1lena#7.
Scheve asymptoot

Er is een scheve asymptoot met vergelijking y = mx + n als
1i_r>n(fa(x)— (mx+n)=0enax—lena=7.

X300

2—agx+ax—6x-17

fi(x) = ’62;6%_7 ofwel f,(x) ==

xX—a
_x(x—a)tax—6x—7
£ = -
ax—6x—17
Sy = T
3 (a=6)x—(a—6)a+(a—6)a—"T7
)=+ o
f(x)=x+a—6+w
a xX—a
a*—6a—"17
Sl =xta=6+ " —
26—
ime ==

x—eo X T d

Conclusie: er is een scheve asymptoot met vergelijking y = x + a — 6 voor
az-lena=#T7.

Perforatie

Voor a = —1 en a = 7 is de grafiek een rechte lijn met een perforatie.

Voor a = —1 is dat de lijn y = x — 7 met een perforatie in het punt (-1, —8).
Voor a =7 is dat de lijn y = x + 1 met een perforatie in het punt (7, 8).

Samenvatting

Pl -2x  x(PHx-2)  x(x+2)(x-1)
ST a f(x)= -4  (x+2(x-2) (x+2)(x-2)

xx+2)(x=1)  x(x=1) -2--3
MRG0 M xm2 | -
x(x+2)(x—1)

R ey

ZI%enook

= 1%, dus een perforatie in (—2, 1%)

2x—-1_ 2x-1
2—-4x  22x-1)

b Voor x> % geldt g(x) = en voor x < % geldt

~Qx-1) _ 2x-—1

g = T T - D)

. .o 2x -1 .1y . . 2x — 1 .1 1
1 =lm———————=lim—=> 1 =lim—-—————=lim——= —=.
) = e — 1) g T2 e e = I Ty T T T

De grafiek van g heeft een sprong bij x = %
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S2  |x+3|=x+3voorx>-3en|x+3|=-x~—3voorx<-3.

2 —4x >0 geeft —4x > -2, dusxs%.
2 = 4x| =2~ 4x voor x <1 en |2 — 4x| = =2 + 4x voor x > 1.
Voor x < =3 geldt f(x) = —x—3 — (2 —4x) ofwel f(x)=—-x—3—2+4x,
dus f(x)=3x—35.
Voor—35xs%geldtf(x)=x+3—(2—4x)ofwelf(x)=x+3—2+4x,dus

f(x)=5x+1.
Voor x > % geldt f(x) =x+ 3 — (-2 +4x) ofwel f(x)=x+3+2—4x,dus
f(x)=-3x+5.

S3 S =x[x?—x—-2|=x[(x + 1)(x - 2)
y=(x+ 1)(x —2) is de vergelijking van een dalparabool.
Voor —1<x<2is(x+1)(x—2)<0envoor x<—1of x>2is
(x+1(x—-2)=20.
f(x)==x(x>-x—2)voor =1 <x<2en
f(x)=x(x*-x—-2)voorx<—lof x>2
Er is een knik in de punten (—1, 0) en (2, 0).
)}ilellf’(x) = )}iTrPI(3x2 —-2x—=2)=3-(-1-2--1-2=3
)}irPlf’(x) = )}irPl(—3x2 +2x+2)==3-(-12+2--1+2=-3
Egrzlf’(x)=£i$(—3x2+2x+2)=—3°22+2-2+2=—6

limf(x) = im(3x> - 2x —2)=3:22-2:2-2=6
ggf () sz‘( x*=2x-12)

De richtingscoéfficiénten zijn 3 en —3 in het punt (-1, 0) en
6 en —6 in het punt (2, 0).

S4  f(x)=xyx+6voorx=0en f(x)=—x\yx+ 6 voor —6<x<0.

2(x+6)+ +
f(x)=1-y\x+6+x- [ _2x*9 x:3x 12VooerO.
3x+12

Wx+6 2x+6  2/x+6
= r+e

voor —6 < x <0.
f(x) =0 geeft 3x + 12 =0, dus x = —4.
Uit de figuur naast de vaardigheid boven S4 blijkt dat er een randminimum
f(=6) =0, een maximum f(—4) = ——4—-4+ 6 = 4\/5 en een minimum
f(0)=0is.

S5 f(M)=(x+Dx=3)(x+59)
f(x)=(x+1)(x*+2x—-15)
f(x)=x3+2x2=15x + x>+ 2x = 15
f(x)=x3+3x*>=13x—-15
f(x)=3x*+6x—13
f(x)=6x+6
f(x)=0geeft 6x+6=0dus x=—1.
Uit een plot blijkt dat dit een buigpunt is.
f(=1) =0, dus het buigpunt heeft coordinaten (—1, 0).
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Sé Er moet dan worden aangetoond dat lim ( f(x) — (1 — 2x)) = 0 of dat
lim (f(x) - (1 —2x))=0. o
N =233+ x?+x -1

f0)=(1-29= = —(1-2x)
233+ x2+x—-1 (1=-2x)(x%-1)
S -(1-2x)= 21 - 21
23+ x2+x—-1-(x2—-1-2x3+2x)
S —(1-2x)= 21
2x3+x2+x—-1—-x2+1+2x3-2x)
S —(1-2x)= 7
x*—1
—(1-2x)=
J() = ( x) 21
_1
- X 0 -X
li =lm——=——7=0 k li =0
2= 1 ame 1 1-0 |\ AN

2
X
Een vergelijking van de scheve asymptoot is daarom y = 1 — 2x.

453+ 5x -1 43 +5x -1
S7 f(x)—wofwelf(x)——w
_ 2x(2x*=T)+ 14x+5x -1
Jx) = 27
19x -1
J&)==2x->5>
v _1
19x -1 x ¥ 0-0
li =1 =—=9
ow2x2 =7 xow gL T2-0
2

Een vergelijking van de scheve asymptoot is y = —2x.

S8 a f(x)=g(x)geeft (x> —4)3—x)=4x—12
3x2=x3—12+4x=4x-12

Ix2—x3=0
xX’3-x)=0
x=0of x=3

f(x)=6x—-3x>+4eng(x)=4
f(0)=—12en g(0) = —12; ook is f"(0) =4 = g'(0),
dus de grafieken raken elkaar in 4(0, —12).
b Voor punt B geldt x = 3.
f3)=6-3-3-32+4=-5eng'(3)=4
tan(o) = 5 geeft oo = 78,7° en tan(B) = 4 geeft B = 76,0°.
De hoek tussen de raaklijnen in Bis 180° — (78,7° + 76,0°) = 25°.
¢ Voor de extreme waarden geldt f"(x) =0
6x—3x2+4=0
-3x2+6x+4=0
_ —6-+84 —6++84
-6

=2,527...of x=———=-0,527...

X

f(2,527...)= 1,13 en f(—0,527...) = —13,13
maximum £(2,53) = 1,13 en minimum f(—0,53) = —13,13
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d f(x)=6x-3x>+4
f"(x)=6-6x
f7(x)=0geeft 6 —6x=0dus x=1.
f(1)=-3-2=-6dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (1, —6).
e Verschuif de grafiek van f'1 naar links en 6 naar boven en bewijs dat de
beeldgrafiek symmetrisch is in O(0, 0).
De beeldgrafiek is de grafiek van k(x) =f(x + 1) + 6
kx)=((x+ 1 =43 - (x+1) +6
k(x)=(x*+2x-3)2-x)+6
k(x)=2x*+4x—-6—-x3—2x*+3x+6

k(x)=—-x3+7x
k is een oneven functie, dus puntsymmetrisch in O.
R (C ) 4
f h(x) = m ofwel h(x) = m voor x # 3
. _4 . _4 4
1 =1 =—z
;ITI%xZ—4 ;rf;xz—4 3
-4
4\ _ _ 64
h(_E) - (_5)2 4 39
by

.. 4
De grafiek heeft een perforatie in (3, —g).

g De grafiek heeft verticale asymptoten als x> — 4 = 0.
De verticale asymptoten zijn de lijnen x = =2 en x = 2.

. . 4 . . .
)161_130 e = xl_l)r{lwm = 0 dus de horizontale asymptoot is de lijn y = 0.

Test jezelf

T1 a De grafiek heeft een knik als x + 2 =0, dus als x = =2.
f(=2) =0, dus 4 is het punt (-2, 0).

b f(x)=(x+2)\x2+1alsx>-2en f(x) = —(x +2)\x2+ 1 als x < —2.

+2

Alsx>—2geldtfr(x)=1.1/x2+1+(x+2)_2—x= x2+1+x(x )

2x2+ 1 2+ 1
(2.1 +2
Cl’lalsx<—2geldtf’(x):_ X2+ _X(X2 )
x>+ 1

De richtingscoéfficiénten zijn: lirfl zf (x)= \B en 1%1’{1 zf (x) = -\B .

T2 a f(x)=1x2—6x+9=1(x—23)
Omdat (x — 3)>> 0 is de kleinste waarde van f(3) =40 = 0.
Het minimum is f(3) = 0.

b g(x)=2x — 10 = (2x — 10)

__ 2

g0=tox-10)7 02—
3-3@2x - 10

Bijx=5isg(5)=0en lim; oo,

153 {(2x - 10)?

Er is sprake van een verticale raaklijn in het punt (5, 0).
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e

Een plot van g laat zien dat de functie daar overgaat van toenemend stijgend
naar afnemend stijgend.
¢ Het buigpunt is (5, 0) en de buigraaklijn heeft vergelijking x = 5.

T3 a Er moet worden aangetoond dat lim ( flx) - (—%x + 2%)) =0 of dat
X—>o0

lim (/(x) = (=5x +23)) =0.

F00 - (~her2l) = 0 (o))
—2+5x—6 (-sx+2i)ex-1)
f(x)—(—%x+2i)= x2x—x1 - 2x4—1

—X2+5x—6 —X +5x-2j
2x —1 2x—1

1 1 _343?
fe=(mar2) =57

S0 = (=5 +24) =

3

_37
tim(19 = (= +24)) = i

=0

Dus de lijn met vergelijking y = —%x + 2% is een scheve asymptoot van de

grafiek van f.
1=3x+x2 x2=3x+1
T
()_x2+5x—5x—3x+1
x_
& x+5
_x(x+35)=8x+1 _ -8x+1
g(x) = — dus g(x)=x+ s
—8x—40+40+1 —B(x+5)+40+1
=x+ = x +
g(x)=x 15 dus g(x) = x 15
41
=x—-8+—
gx) = x x+5
lim =0, dus de scheve asymptoot heeft vergelijking y = x — 8.
x—owX + 5
x|x+3 Xx|x+3 xX|x+3
e gt derd ey
2x2 =18 2(x*=9) 2(x+3)(x-3)
x(x+3) X -X
= = Isx> -3 = Isx<-3
SO = 3 =3) 23 X7 en W) =g Ty alsx

De grafiek van fheeft een verticale asymptoot x = 3.

Bij x = =3 kan er een perforatie of een sprong zijn.

lim f(x) = —411 en lim f(x) = % dus er is een sprong bij x = —3.
x1=3 x| -3
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15 a f(x)=0geeftx>+8x+12=0

(x+2)(x+6)=0
x=—2enx=-6

b Voor het domein geldt: x> + 8x + 12 > 0 ofwel (x + 2)(x + 6) > 0.
De grafiek van y = (x + 2)(x + 6) is een dalparabool dus het domein is
(¢, —6]U[-2, —=).

¢ gx)=f(x—4)
g0 =\(x = 4p +8(x —4) + 12

g(x) =2 —8x + 16+ 8x—32+12
g0 = -4

d De grafiek van g heeft symmetrie in de y-as.
De grafiek van f'heeft symmetrie in de lijn x = —4.

Té a f(x)=dx+1+ 21ofwelf(x)=4x+1+12(ex+1)‘1

e’ +
S(x)=4-12(e*+1)2-¢"

yon g 12
f(x) =4 (ex+ 1)2

e
c +1) = 4 ofwel +1) =1.

f(x) = 0 geeft

3t
Stel e* = ¢ dan wordt de vergelijking m =1.

(t+1)>=3¢

P?+2t+1=3¢

2-t+1=0

D=1-4=-3

D <0, dus deze vergelijking heeft geen oplossingen.

Er zijn geen extreme waarden omdat de afgeleide voor geen enkele waarde

van x nul is.
12 . 1
b ili?o(exﬂ)_oenxli@m e+l) 0+l 2

De lijn met vergelijking y = 4x + 1 is een scheve asymptoot (naar rechts)
en de lijn met vergelijking y =4x + 1 + 12 ofwel y = 4x + 13 is een scheve
asymptoot (naar links).

17 a fix)=(*=x)-¢e"
fixX)=C2x-1)-e*+(x*—x)-e"
A= +x—1)-e
fi(x)=0geeft x>+ x—-1=0

e R R Bt
x= 3 of x = 5
De x-codrdinaten van de toppen zijnx=—%—%\/§ enx:—%+%\ﬁ.
b f(x)=(*+x—-1)-¢*
[7x)=C2x+1)-e¥+(x?+x—1)-¢"
fI7(x) = (x* +3x) - e
f17(x) =0 geeft x> +3x =0
x(x+3)=0
x=0enx=-3
L, 12
f(0)=0-e"=0en f(-3)=(9—-3)-e’=—

3

12
De buigpunten zijn (0, 0) en (—3, e_3)
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Een extreme waarde voor x = 1 betekent f,(1) = 0.
f,(X)=(2x = p)-e*+ (x> = px) - e

£/ () =(x*+2x —px—p)-e
fD)=10+2-p=-p)-e'=(3-2p)-e
£,(1)=0geeft 3—-2p=0,dus p= 1%.
£(x)=Qx+2-p)-e"+(x*+2x —px—p) e
£/ (x)=(x?+4x —px+2—-2p) e

1,/(x) =0 geeft x> + (4 —p)x+2—-2p =0.
D=(@4-p;P-4-1-(22-2p)
D=16-8p+p>—8+38p

D=p>+38

D > 0 voor elke waarde van p, dus er zijn altijd twee oplossingen voor
S,/ (x) = 0 en daarmee zijn er altijd twee buigpunten.

X
x—1

Ditis het gevalals x> 0enx—1>0of alsx<0enx—1<0.
Dus x > 1 of x < 0. Het domein is {«, 0) U {1, —).

ln( a ):Ogeeft
x—1

Voor het domein moet gelden >0.

2l N =1 ofwel x = x — 1 en deze vergelijking heeft geen

x—
oplossing.
fx) = ln(x = 1) ofwel £(x) = In(x) — In(x — 1),
po L1
F) =377
yoa_ X—1 x
SO= ) T e -
S (x)= -1
f7(x) = 0 heeft geen oplossing, dus er zijn geen extreme waarden.
lim =0, dus limln( ) =limln ! = —o0
X120 X — x10 X — x10 1—=
X
. . X 1
lim = oo, dus hmln( ) =[——] =00
x¢1x—1 x\Ll x—1 l—l
X

Uit opdracht d volgt dat er een verticale asymptoot is met vergelijking x = 0
en een verticale asymptoot is met vergelijking x = 1.

limln = limln

( al ) =In(1) =0, dus de lijn y = 0 is een horizontale
X—>00 X — 1 X—oo

1
X
asymptoot van de grafiek.
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T9 a f(x)—x=yx>+5-x

_(\]x2+5—x)(\]x2+5+x)
f(X) X = \jm_'_x

2 +5- 2

fx)-x= XrXro- X

X2+ 5+ x

5
Jx)—x=—=—
X2+ 5+ x
. 5 . .

lim———=0, dus de lijn y = x is een scheve asymptoot van de grafiek.

x—>°°1x2+5+x
b f(x)—(—x)=\x*+5+x
f0) - (o = PO 57
\X2+5-x

X2+ 5—x?
) - () =F——

\x2+5-x

5

JX) = (x)=F——

\x2+5—-x

lim —— =0, dus de lijn y = —x is ook een scheve asymptoot van de

e x2+ 5+ x

grafiek.
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Voorkennis

V1 a Vierhoek AFDE is een parallellogram, omdat overstaande zijden evenwijdig
zijn. Hieruit volgt ED = AF = 3.
Omdat AEDC o AABC geldt de verhoudingstabel:

AEDC ‘ ED=3 ‘EC=...‘DC=...

ANABC ‘AB=9 ‘ AC=1 ‘ BC=238

_3x7_21_ _3x8_24_ ,
=== =2zen DC="—=""=2]
2

b Uit AB=9en FB = 6 volgt de vergrotingsfactor is g =3

EC

V2 Stel de tophoek van beide drichoeken is 7.
Dan zijn elk van de basishoeken %(180° —-v)=90° - %y.
Van beide drichoeken zijn de overeenkomstige hoeken gelijk.
Hieruit volgt: de driehoeken zijn gelijkvormig.

V3 a MA=14D=5
De stelling van Pythagoras in AABM geeft BM = \52 + 122 =+/169 = 13.
Uit LAMS = ZCBS (Z-hoeken) en LMAS = ZBCS (Z-hoeken) volgt
ANAMS o ACBS.
De vergrotingsfactor is % = %
Lijnstuk BM wordt verdeeld in BS : MS=2:1.
Danis BS=3BM=3-13=83.

b De stelling van Pythagoras in AABC geeft AC = \j 122+ 102 =244 = 2y61.
Uit LTAB = LTCN (Z-hoeken) en ZABT = ZCNT (Z-hoeken) volgt
AABT o ACNT.

De vergrotingsfactor is 14—2 = %
Diagonaal AC wordt verdeeld in AT : CT=3:1.
Danis AT=3AC=1361.

V& a B=180°—-50°—80°=50°, dus drichoek 4BC is gelijkbenig.
Hieruit volgt b = 6.

Si | weeft — & = 6 dus ¢ = 6 -sin(80°) 77
HIUSTEEet 80 Gin80°) ~ sin(50°) “*° ¢ Tsin(s0°) "
b y=180° — 60° — 56° = 64° c
. a 45 45 - sin(60°)
= lgta=——"" 470
Uit G609~ sinGse®) "8 4= Tingseny 470
. c 45 45 - sin(64°)
= 1 == 4 .
Uit G~ sinGse®) " T Toinee) -8 b5 ;

60° 56°
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¢ Cosinusregel a> =b>+ > =2+ b+ ¢ cos(on) geeft c
122=7>4+6>—2+7-6-cos(a).
144 =49 + 36 — 84 - cos(av)
cos(ar) = 14a-H-36 _:i 3 —0,702... dusis o ~ 135°.
Nogmaals de cosinusregel b> = a®> + ¢> =2+ a* ¢ - cos(B) geeft
P=12+62=2-12-6-cos(p).
49 = 144 + 36 — 144 - cos(p) N — 5
cos(p) = ncdnd oxtnkL =0,909... dusis = 25°.
—144
v=180° — 134,6° — 24,5° = 21°
d Cosinusregel b2 =a>+ > =2+ a- ¢ - cos(PB) geeft C
PP=82+92-2-8+9-cos(45°).
b = 64 + 81 — 144 - cos(45°)
b*=145- 72\/5 =43,176... dus b =43,176... = 6,6.
Nogmaals de cosinusregel a> = b> + ¢ =2+ b+ ¢ - cos(ar) geeft
64=43,176... + 81 — 2+ 6,570... - 9 - cos(av)
60,1766 . .
cos(a) = m dusis o= 59°. P
v=180° — 59,4° — 45° = 76° =9

VB a Cosinusregel BC?= AB>+ AC?> =2+ AB+ AC - cos(£A) geeft c
BC?=82+62=2-8-6 - cos(50°)
BC?=100 - 96 - cos(50°) = 38,292...
BC =+38,292...~6,19
Cosinusregel CD>= AD?>+ AC?> =2+ AD - AC - cos(£LA) geeft 6
CD2=4+62=2-4-6-cos(50°)
CD? =16+ 36 — 48 - cos(50°) = 21,146...

CD =21,146... = 4,60 AL — B
6188, 6 , 6 - sin(50°) 5
b Uit Sin(50°) = Sin(ZB) volgt sin(£B) = MT =0,742...,
dus ZB ~48°.
it 4,598... 4 volgt sin(£ACD) = 4-sin(50% _ 0,666
sin(50°)  sin(£ACD) 4,598... e
dus LACD = 42°.
S . 3 N 1
V6 a De richtingsvectoren van /en m zijn r, = (_ 2) enr, = ( 2).
cos(L(r,7,)) = 3e1+7202 - geeft Z(r,r,)=~97°, dus
= g

Z(l, m)=180° — 97° = 83°.
Do o> > 1
b De richtingsvectoren van /en m zijn r; = ( 4) enr,, = ( )

1-1+4--3 11

VI+16-41+9 4170

Z(1, m) ~ 180° — 148° = 32°,

cos(L(; b ;m)) =

geeft Z(7,,7,)~148°, dus

- (3 - 6 2
¢ De richtingsvectoren van /en m zijn r, = ( ) enr,, = ( ) =3- ( )

2 -3 -1
- > 3:2+2--1 R
cos(L(r,r,,)) = \/9T \/4T rgeefté(r,,r ) = 60°, dus

Z(1, m) ~ 60°.
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d l:§+J5—/=1her1eidjetot5x+4y=20.

m:£—1=1herleidjetot4x—y= 12.
3 12 |

De richtingsvectoren van / en m zijn 71 = (_ 5) en 7m = ( 4).
> > 4 M 1 + _5 '4 _16 N
cos(L(r,r,,)) = = eeft Z(r,, r,)=127°, dus
)= s as i 16 oor S <)

Z (1, m)~ 180° — 127° = 53°.

V7 a Het snijpunt van / met y-as berekenen, dus x = 0.
3+30=0
A=-1
y=1+-1-4=-3
Het snijpunt van lijn / met de y-as is (0, —3).
x =0 invullen in de vectorvoorstelling van m geeft =2 — u = 0.
p=-2
y=1+-2-2=-3
Het snijpunt van lijn m met de y-as is ook (0, —3).
Hieruit volgt dat het snijpunt van / en m op de y-as ligt.

-> 3 - _1
b De richtingsvectoren van / en m zijn r; = ( 4) enr,, = ( ) )

3--1+4-2 5

O+16-\1+4 55

> > 1 > >
cos(L(r,r,,)) = —5 geeft £(r,, r,) = 063°, dus

Z(1, m) ~ 63°.

22.1 Lijnen en cirkels

intro  Voor elk raakpunt R geldt PR L MR (een raaklijn aan een cirkel staat
loodrecht op de straal naar het raakpunt), dus elk raakpunt ligt op de cirkel
met middellijn MP (stelling van Thales).

1 34+X0) +4(2-31)=38
12+30+8— 120 =38
-9A=18
A=-2
Dit substitueren in de vergelijking van m geeft x =4+ -2 =2en
y=2-3--2=8.
Het snijpunt heeft codrdinaten S(2, 8).

2 x=-1+Aen y=2— 3 substitueren in de vergelijking van c¢ geeft
(F1+A)>+(Q2=-30)2—4(-1+1)—-6(2-31)=7
M=2A+1+9 2120 +4+4—41— 12+ 18L =7

10A%2 =10
=1
A=—lofA=1

De snijpunten zijn (-2, 5) en (0, —1).
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— (7 3 4
3 Het middelpunt van ¢ is M(3, —1)en MP = (1) - (_1) = (2)

4
Een normaalvector van de raaklijn is ( ) dus een vergelijking van de raaklijn
isdx+2y=>b.

x=7en y=1invullen geeft4-7+2-1=25dus b =30.

Een vergelijking van de raaklijn is 4x + 2y = 30 ofwel y = —2x + 15.

15
4 a Delijn gaat door P(15, 5) dus een steunvector is ( 5 )

De richtingscoéfficiént is m, dus een richtingsvector is ( )
m

b x=15+Aeny=5+Am
x =15+ Aen y =35+ Am substitueren in de vergelijking van ¢ geeft
(I5+ 1)+ (5 + Am)*> =50
225 + 300 + A% + 25 + 10Am + A?m? = 50
(m*+ DA* + (30 + 10m)L +200=0
D =0 geeft (30 + 10m)> — 4+ (m*>+ 1) - 200 = 0.
900 + 600 + 100m?2 — 800m? — 800 = 0
=700m> + 600m + 100 = 0
Tm?*—6m—1=0
D=36-4-7--1=64

B O e (N B

14 om=Ty 14 7

De raaklijnen zijn NE 15 + A ! en|"| = 5 + A ! .
y 5 1 y 5 -1

d leraakpunt
(I5+ 22+ (5+1)>*=50
225+ 30A + A% + 25+ 10A + A% = 50
202 + 40\ + 200 =0
A2+ 201+ 100 =0
(A+10)2=0
A =—10 geeft (5, —95).
2e raakpunt
(I5+70)*+(5-1)2>=50
225+ 210A + 4922 + 25 — 10A + A2 = 50
5022 + 200A + 200 =0
M+4r+4=0
(A+2)2=0
A =-2 geeft (1, 7).
De raakpunten zijn 4(1, 7) en B(5, —95).

m

5a x2+)?=13
x2+3y2=10x—-10y=3 —
10x + 10y =10
Een vergelijking van /is 10x + 10y = 10 ofwel y =1 — x.
b y =1 — x substitueren in de vergelijking van ¢, geeft
x2+(1—-x)?2=13.
X2+1-2x+x*=13
2x2=2x-12=0
X>=x—-6=0
x=-3)(x+2)=0
x=3of x=-2
© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde 125




126

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Afsluiting meetkunde

x=3geefty=1-3=-2.
x=—2geefty=1--2=3.
De snijpunten zijn (3, —2) en (=2, 3).

Een raaklijn staat loodrecht op de straal naar het raakpunt.

OP =152+ 52 =+250
04 = \/% (straal van de cirkel)
De stelling van Pythagoras toepassen in drichoek OA4 P geeft

PA=\OP? - 04> =250 — 50 = 200.

Een vergelijking van ¢, is (x — 15)* + (y — 5)? = 200.
(x = 15)> + (y — 5)> = 200 herleiden geeft

x? = 30x + 225+ »* — 10y + 25 = 200.

x2+ 32 =30x — 10y = =50

De vergelijkingen van de cirkels van elkaar aftrekken:
x2+32=50

x2+ 32 =30x — 10y =-50 —

30x + 10y =100

y=10-3x

dit substitueren in de vergelijking van ¢, geeft

x2+ (10 = 3x)2 = 50.

X2+ 100 = 60x + 9x? = 50

10x2 = 60x + 50 =0

xX2=6x+5=0

x—-D(x-5=0

x=lofx=5

x=1geefty=10-3=7.
x=5geefty=10—-15=-5.

De snijpunten zijn A(1, 7) en B(5, —5).

De loodlijn op /, door R snijden met de x-as geeft het middelpunt M van de
cirkel. )
Een richtingsvector van de loodlijn is de normaalvector van /, dus ( 3).

-4)
y 3 3

Deze loodlijn snijden met de x-as geeft 3 + 34 =0 ofwel A = —1.
De x-codrdinaat van het middelpuntis4 +2- -1 =2,

Het middelpunt van de cirkel is M(2, 0).
r=MR=7(4-2P2+3-02=13

De middelpuntsvergelijking van c is (x — 2)* + y> = 13.
Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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Een steunvector is OR = ( 3).

Een vectorvoorstelling van de loodlijn is
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Het middelpunt van cirkel ¢, is M,(0, 0) en de straal is 4.
Een vergelijking van cirkel ¢, is x*> + y*> = 16.
Het middelpunt van ¢, is Mz(_4 %, 4%) en de straal is

Aty =3 (3 = a0l

Een vergelijking van cirkel ¢, is (x + 4%)2 + ( Y- 4%)2 = 20% ofwel
X2+ 9x + 205 + )2 = 9y + 205 = 201 dus X2 + )2 + 9x — 9y = =20
De vergelijkingen van de cirkels van elkaar aftrekken:
x2+3)2=16

xX2+2+9x+-9y=-20 —

—-9x +9y =136

y=x+4

Dit substitueren in de vergelijking van ¢, geeft

X2+ (x+4)=16

X+ x2+8x+16=16

2x2+8x=0
2x(x+4)=0
x=0of x=—4

De snijpunten zijn A(—4, 0) en D(0, 4).
De lijn door B en C heeft richtingscoéfticiént

-5-4
x=4en y=0invullen bij y = —x + b geeft b = 4.
Een vergelijking van de lijn BCis y = —x + 4.

Het punt D(0, 4) ligt op de lijn BC.

Alternatieve oplossing:

-1

Punt D ligt op de cirkel met middellijn AB dus £ADB = 90° (Thales).
Punt D ligt op de cirkel met middellijn AC dus £ZADC = 90° (Thales).

Dus £CDB =90° + 90° = 180° en dus liggen B, Cen D op één lijn.

¢ X2 +y2—6x+18y+72=0

¢ xX?=6x+y?+18y+72=0

¢ (x=3P2=-9+(+972-81+72=0
(x=3P+(+92=18

Het middelpunt van ¢, is M,(3, —9) en de straal is r, = 18 (=312).
¢ X2+ 2+ 12x -6y +36=0

G X2+ 12x+ 2 =6y +36=0

G (x+6)=36+(—32-9+36=0
Gi(x+6)+(y—372=9

Het middelpunt van ¢, is M,(—6, 3) en de straal is r, = 3.
M,P=7\(p—-372+9

RP =AM P = r}=\(p=37+ 9~ 18=\(p— 37+ 63

MyP=A(p+6)+3

RyP=M,P = 3= \(p+6)+ 32— 9=1(p+6)

R,P = R,P geeft \(p — 3)>+ 63 = (p + 6)>.
(p—3)7+63=(p+06)
pPP=6p+9+63=p>+12p+36
—-18p=-36dus p=2
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X1 De lijn y = x snijden met ¢, geeft x> + x? = 50.

2x2=50
x2=125
x=-5ofx=5

De snijpunten zijn A(=5, —5) en (5, 5).
De lijn y = x snijden met ¢, geeft (x — 12)* + (x — 12)> = 128.
20x—12)2 =128

(x—12)>=64
x—12==-8o0f x—12=8
x=4o0of x=20

De snijpunten zijn (4, 4) en B(20, 20).
Het middelpunt van ¢, is het midden van lijnstuk 4B met A(—5, —5) en
B(20, 20), dus het punt (7%, 7%)

De straal is 3 4B = 1252 + 252 = 11[1250.
Een vergelijking van ¢; is (x - 7%)2 + (y - 7%)2 = (%\/1250)2 ofwel
(=72 (=73 = 3128

X2 a Van cirkel ¢, is het middelpunt O(0, 0) en de straal 04 = 5.
Van cirkel ¢, is het middelpunt M(12, 0) en de straal MB = 3.
ZLOAP = ZMBP = 90° (raaklijnstelling) dus
ZLAPO = ZBPM
Dit geeft AOAP co AMBP met factor %
OP:MP=5:3endusOM: MP=2:3
OM =12 geeft MP=35x 12=18.

OP =12+ 18 =30 en dus P(30, 0).

b AP=OP2— 042=302— 52 =875 =535
BP = \MP* -~ MB*= 182 — 32 =315 = 335
AB= AP — BP = 5\35 — 335 = 2435

¢ OC=5enMD=3
0(0, 0) en M(12,0)
£L0CQ = £ZMDQ =90° (raaklijnstelling)
ZLCQO = £LDQM (overstaande hoeken)

Dit geeft AOCQ o AMDQ met factor %

00: MQ=5:3geeft 00 =3 x12=71.
o(75. 0).

d 0C=v00-0C? =171} -5 =431} =215
DO =\MQ> - MD*= {41’ =32 =411} = 1145
CD=CQ+DQ=23\5+115=45
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22.2 Afstanden en hoeken

intro Dat zijn de roosterpunten F2, H3, D3, J6 en B6.

. PQ
10 a Uit cos(£APQ) = i volgt PO = PA - cos(LAPQ).

b Uita b =|a|-|b|-cos(L(a, b)) meta = P4 enb = PO volgt

PO - PA =|PQ|-|PA| " cos(£LAPQ).
PO - PA
COS(LAPQ) = ———
. [PO|-|PA|
PQ is een veelvoud van de richtingsvector van /.

De richting van @ is in dit geval tegengesteld aan die van de

normaalvector van /, n, = ( 3). Door PQ te vervangen door n, = ( 3) wordt

, i PA . PO-PA
de uitkomst van ——— tegengesteld aan die van ———— en wordt
n - |PA] |PO|-|PA]

de uitkomst van cos(£A4 PQ) negatief (en dus £LAPQ stomp in plaats van
scherp).

Door absolute waarde-strepen om de teller te zetten, voorkom je dat
cos(£APQ) negatief wordt.

Verder is [PA| = 7>+ 12=+50 en | | = 22 + 32 =13.
n,» PA| _ |[PA -

|- [PA] 5013

[ R

17 17
PO =PA-cos(£LAP eeft d(P, /)= PO =+50+ ———=—, klopt.
0 (£APQ) geeft d(P, 1) = PQ F@.m T3 P

Dus is cos(£LAPQ) =

cos(LAPQ) =

A(r, s) en P(p, q) geeft AP = (Iq7 : :)

Een richtingsvector van de lijn P4 is (p - r) (of (r op ))
q-—-s s—q

S .. . .. a
Een richtingsvector van de lijn PQ is de normaalvector van lijn /, dus ( )

b
p—r a
i
|ﬁ| A2+ b2
ap=ntblg=s|
PA - Na*+ b?

lap = ar + bg — bs|

\a? + b?

Uit ar + bs + ¢ = 0 volgt —ar — bs = c.
lap + bq — ar — bs| lap + bg + ¢|

geeft dan d(P, /) =
1a2+b2 —\/a2+b2

d(P,1)=PQ=PA-cos(LAPQ) en cos(LAPQ) =

Dusd(P,/)=PQO=PA-

d(P,1)= PO =

d(P,1)=PQ=
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|lap + bq + c|

P(7,-3)en2x —y—4=01invullen in d(P, /) =
\a* + b?
2:7-(=3)-4 13

d(P, l)= \j22+7(_1)2 _ﬁ'

§+ 1y—2 = 1 herleid je tot 12x + 5y = 60 ofwel 12x + Sy — 60 = 0.

geeft

. . lap + bg + |
P(0,0)en 12x + 5y — 60 = 0 invullen in d(P, /) = ——— geeft
\a? + b?
0+0-60 60 60 g
d(pP, )= = =—=4-=.
D= s i 1m
. . lap + bg + ¢|
P(—1,6)en x +y—5=0invullen in d(P, [) = ——— geeft
\a® + b?
ap l)—|_1+6_5|— 0 0
’ isrr 20
Controle: =1 + 6 — 5 = 0 klopt, dus punt P ligt op lijn /.
-3 3
(;‘)z 1)+x(1 herleid je tot x — 3y + 6 = 0.
. . lap + bg + ¢|
P(—4,2)en x — 3y + 6 =0 invullen in d(P, /) = ——— geeft
\a? + b?
aP l)_|—4—3-2+6|_ 4
I ERT IS )
. . jap + bq + ¢|
P(p, g) en 4x — 3y + 12 = 0 invullen in d(P, I)=Wgeeft
a
4p—3g+ 12| |4p—3¢+12
d(P’l):!p g+ 12| _[4p—3¢+12)
142_,_(_3)2 5
. . lap + bg + ¢|
P(p, g) en 5x + 12y — 60 = 0 invullen in d(P, m)=ﬁgeeft
a
5p+12¢—60| |5p+ 12— 60
Cl(P’m):hv g~ 60| _|Sp+12¢ — 60|
V52 + 122 13
]4p—3q+12]_‘5p+12q—60|
5 - 13

le oplossing:

13(4p — 3q + 12) = 5(5p + 12q — 60)
52p —39q + 156 = 25p + 60q — 300
27p —99q = 456

9p —33¢g =152

2e oplossing:

13(4p — 3q + 12) = =5(5p + 12g — 60)
52p —39¢ + 156 = =25p — 60g + 300
TIp +21g =144

De vergelijkingen van de beide bissectrices zijn 9x — 33y = 152 en
77x + 21y =144,

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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b Voor het middelpunt M(0, b) moet gelden MP = d(M, ).

MP =82+ (b — 14)> = 64 + b2 — 28b + 196 ofwel MP = \b* — 28b + 260

0-26] |20
VI2+ (=27 5 23
Uit MP = d(M, I) volgt \b> — 28b + 260 = ﬁ

V5« b2 = 28b + 260 = |2b|

5(b* = 28b + 260) = 4b>

5b% — 140b + 1300 = 4b>

b2 — 1406 +1300=0

(b - 10)(b - 130)=0

b=100of b=130

Als b =10 danis M(0, 10)en r = ﬂ= 20 enr?= (@)2 = 80.
RS

Een vergelijking van de cirkel is x> + (y — 10)? = 80.
2-130 260 (260

IR i b

Een vergelijking van deze cirkel is x> + (y — 130)? = 13 520.

d(M, 1) =

Als » =130 dan is M(0, 130)en r =

P(p, q)

)
A0,2) ¢~ .

Stel P(p, g) met d(P, [) = AP.
AP=\p*+(g—2)2end(P,])=q+2
Uit d(P, [) = AP volgt \p> + (g —2)>=¢q + 2.

PP+(q-27=(g+2)
PPr@-4q+tad=g +49+4
=8¢

q= s>

De coordinaten p en ¢ voldoen aan de vergelijking y = %xz, dus punt P ligt

op de parabool.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Do . . . —6—-2

De richtingscoéfficiént van de lijn 4B is S a = —%
Co ree . L 2=-=

De richtingscoéfficiént van de lijn BC is 62 =2.

tan(o) = % geeft oo = 33,690...°.

tan(P) = 2 geeft f = 63,434...°.

o+ B =33,690...° + 63,434...° =97,125...°
Z(AB, BC) = 180° — 97,125...° =~ 83°
Z(BC, AC)= Z(CB, CA)
a-Jeci-(

-4
—4+-10+ -8+ —4 mn

V(=4 + (=8 (=109 + (-4p  \BO-1I6

Z(BC, AC)= £(CB, CA) ~42°

Z(AB, AC)= Z/BAC

AB= 62+ 42 =152, AC= 10 + 42 =116 en BC = {4? + 82 =180

cosinusregel: BC?= AC?>+ AB> -2+ AC+ AB - cos(£BAC)

80 =116+ 52— 2116 + /52 - cos(£LBAC)

80— 116—-52

—_0,
—2+116-52

Z(AB, AC) = ZBAC~55°

cos(Z(CB, CA)) =

cos(£LBAC) = 566...

schets:

cos(£L(r,r,)) = SR Sl W dus Z(r, 7, )~72°en

Fpr,)=—F————=—"— Fpl,) =

’ 245 410 ’

ZA = 180° — 72° = 108° (zie schets, je hebt de stompe hoek bij 4 nodig).
- > 1 * 5 + 1 * _1 4

cos(L(rr,) = =—

dus Z(r, 7,) =~ 56° en ZB =~ 56°

\2:426 452
cos(£(F,,T,) = 2 f/;-_d%_l = % dus £(r,,7,)~15°en ZC~15°

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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X3 a

schets:

Q
(4 "l\
! P(15,5)

OP = \15% + 52 =250
00 =r=150

ZLOQP =90° (raaklijnstelling)
0 \j 0
99 ! geeft LZOPQ = 26,565..

or s

De hoek tussen de raaklijnen is 2 X 26,565...° = 53°,

sin(£QPO) =

—>—>

I | | ml
2-1+1-
cos(45°) = L ofwel ! \/_—

V2 +12- 12+ @ V5 m
25\l +a?=2+a
22:5-(1+a*)=Q2+a)
2+ ad)=d4+4da+ a2
5+5a>=8+8a+2da?

Invullen van de gegevens in cos(¢) = ~ levert

R i S e

—-8a—-3=0
D=64—-4-3--3=100
8 ++/100 _8—\/100_

W=

a=T=3ofa— ;

M(=5,-1)enr, =4=2
N@3,5) enr,=425=5

82+6>=10
d(¢;, ;) =MN—-r,—1r,=10—-2-5=3
LPAM = ZPBN =90° (raaklijnstelling) en ZAPM = ZBPN dus
AAPM c ABPN.
AM :BN=2:5dusook PM:PN=2:5en PM: MN=2:3
PM=2MN=2%-10=63
sin(£LAPM) = I;A]; = éz % geeft LZAPM =17,457...°.
Z(l,m)=2x%x17,457...° = 35°

W:g-ﬁofwelﬁzg-ng( ) (_10)
Dan is (3 - 134, 5= 10) ofwel P(-103, -5
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4

0-15 %

Een vergelijking van lijn BC'is y = —%x + 20.

De hoogtelijn 4D staat loodrecht op zijde BC en heeft dus
richtingscoéfficiént %.

x=-15 eny=0invullenbijy=%x+bgeeft0=%- =15+ b ofwel b = 11%.
Een vergelijking van de hoogtelijn AD is y = %x +11 %.

De lijnen BC en AD snijden geef —%x +20= %x + 11%.

—16x + 240 =9x + 135

—25x=-105

x=4teny=3-41+ 115 =142 dus D(41, 143

oD =(41) +(142) =225 =15en dus is OD = OA enis LDAO = 20D A
(basishoeken).

Vanwege de symmetrie is ED//ABenis dus LZEDA = ZDAO (Z-hoeken).
Conclusie: ZDAO = LEDA en dus is hoogtelijn AD tevens bissectrice van
hoek EDO. Het bewijs dat hoogtelijn BE ook bissectrice is van hoek DEO
verloopt analoog.

Vanwege de symmetrie van de figuur is het volstrekt helder dat hoogtelijn
CO ook bissectrice is van hoek EOD.

22.3 Zwaartepunten

intro Als ze de taart vanuit een hoekpunt naar het midden van de overstaande
zijde doorsnijden (dus volgens een zwaartelijn), krijgen ze ieder precies de
helft.

X4 De lijn BC heeft richtingscoéfficiént

20 m=3+6+9=18
Invullen van de gegevens in de formule =00 Z + 52 Z + 02 Z geeft

S 3 (2 6 [(6) o [10\ (7%
Z_”V(4 T8t g T8 1) 52

Het zwaartepunt van de massa’s in 4, Ben Cis (7 33 5).

21 a m=1+4+2=7
Invullen van de gegevens in de formule Z = 7 - a, + cp a, + e a; geeft
=2 4 (1} o (6 2
+ 7 . —+ 7 . = 3
-2 3 0 15
Het zwaartepunt van de massa’s in 4, Ben Cis (2, 17).
b m=1+4+2+3=10

21
Z =1

7

- -2 1 6 2
_ 1 4 2 3 (P _
T —2)+1°'(3 1o 0)+1°' Q)_(l)

2 4 12 3 _ 2 12 3 _
"ottt ter=2 en —ptpt0te=1
14 3 _ 3 _
m"‘ﬁp—z en 1+ﬁq—1
3 _6 3 _

107 =10 en  15¢=0
p=2 en ¢=0
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22 a

23 a

De massa’s in 4 en B zijn gelijk, dus het zwaartepunt D is het midden van 4

en B. Dit geeft D(S, 4%)

m=2+2+4=38

Invullen van de gegevens in de formule Z = 5+ @, + 52 - @} + w2 + a; geeft
SRR

3) 8le) Slo) 23

Het zwaartepunt van de massa’s in 4, Ben Cis E(5, 25).

De massa in D is 4. De massa in C is ook 4. Het zwaartepunt van de massa’s

in D en Cis dan het midden van lijnstuk CD en dus E(S, 2%).

>_2
Z=3

Lijn A C: richtingscoéfficiént is =-1.

x=2eny=3invullenin y=-x+bgeeft3=-2+bdush=5.
Een vergelijking van lijn ACis y = —x + 5.

256
5-8
x=8eny=6invulleniny=1x+bgeeft 6=15-8+bdusbh=—4.
Een vergelijking van lijn BE'is y = 1 Alflx —4.

Gelijkstellen geeft lix —4=-x+5.

2%x=9dusx=4eny:1

De coordinaten zijn F(4, 1).

Fis het zwaartepunt van de massa’s in 4 en C.
Immers:m=2+4=6

Invullen van de gegevens in de formule z = % “a, + % - a, geeft

il

Het zwaartepunt van de massa’s in 4 en Cis F(4, 1).

Lijn BE: richtingscoéfficiént is = 1‘11.

y

8

6 TrrsaenT '
Len T Tl :

5 Hpzr--mmmmmmmm o == —~F
S, E -

4 ~~~~§ —“"

3 \:><:"

—"—s ~~~N
2 — =3 Pt
1 A Pl hsY B
X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Je kunt bijvoorbeeld de veelhoek verdelen volgens lijn EH met H(2, 5).
Het snijpunt van de diagonalen van een rechthoek deelt de diagonalen
middendoor.
Het midden van 4(2, 1) en F(12, 5) is S(7, 3).
Het midden van H(2, 5) en G(8, 7) is (5, 6).
Hieruit volgt dat de zwaartepunten van ABFH en HEGD de punten S(7, 3)
en 775, 6) zijn.
oppABFH = AB- BF=10-4 =40
oppHEGD = HE-EG=6-2=12
m=m; +m,=40+12=52
7 5\ 1 (85
3 6) e (48)
Dus het zwaartepunt is Z(%, %).

_40 . > 12 2 _10,

> 2 3
IFEn st i3

+§‘
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0 1 2 3 45 6 7
De oppervlakte van rechthoek ABCE'is 6 - 3 = 18 en het zwaartepunt is het
snijpunt van de diagonalen, dus Zl( 3, 1%)

De oppervlakte van driehoek ECD is % c6:-2=0.

X, =H0+3+6)=3eny,=5(3+3+5) =32 dit zwaartepunt is Z,(3, 32).
m=m;+m,=18+6=24
(3 L6, 3 (3
)4 (=)
Dus het zwaartepunt van vijthoek ABCDE is Z(3, 2%4).

y F

o 1 2 3 4 5 6 7

De oppervlakte van rechthoek ABCE is 6 + 3 = 18 en het zwaartepunt is het
snijpunt van de diagonalen, dus 21(3, 1 %)
De oppervlakte van driehoek ECF is % ©6-9=27.
x.=3(0+3+6)=3eny =1(3+12+3) =6, het zwaartepunt is Z,(3, 6).
m=m,+m,=18+27=45
3V 27 (3} (3

)5 (d (s

1 45"
Dus het zwaartepunt van vijthoek A BCFE is Z(3, 4%)

> _18,
=4

13

y
6 D IC
: 16
A E F B X
2 6 10
Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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A(0, 0), B(10, 0), C(6, 6), D(2, 6), E(2, 0) en F{(6, 0)

De oppervlakte van drichoek AED is % +2:-6=0.
x.= %(0 +2+2)= I%en V.= %(O + 0+ 6) = 2, het zwaartepunt is ZI(I%, 2)

De oppervlakte van rechthoek EFCD is 4 + 6 = 24 en het zwaartepunt is het
snijpunt van de diagonalen, dus Z,(4, 3).

De oppervlakte van driechoek FBC is % *4-6=12.
X, =H6+10+6)=7ten y. =10+ 0+ 6) = 2, het zwaartepunt is Z5(74, 2).

m=m;+m,+m;=6+24+12=42

1 1 4
zoo () paa (M) L2 (75 2 (4
2 |9 2 3] "2 () 2%
Dus het zwaartepunt van trapezium ABCD is Z(4%, 2%).
b vy
6l D C
A " B X
2 6 10

De oppervlakte van drichoek ABC is % +10- 6 = 30.
X, = %(0 +10+6) = 5% eny.= %(0 + 0+ 6) = 2, het zwaartepunt is ZI(S%, 2).

De oppervlakte van drichoek ACD is % <4-6=12.

X, = %(O +6+2)= 2% eny,= %(0 + 6 + 6) = 4, het zwaartepunt is Zz(2%, 4).

m=m; +m,=30+12=42

2_30, 5§) 12, 25) :(4‘;)
42 2 42 4 2%

Dus het zwaartepunt van trapezium ABCD is ook nu Z(47, 2%).

26 a

A
De coordinaten van Z zijn het gewogen gemiddelde van die van E en F. Dus

ligt Z ergens op het lijnstuk EF.

Zie de tekening bij opdracht a.
Z is het snijpunt van de lijnen EF en GH.

Zie de tekening bij opdracht a.

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde 137

© Noordhoff Uitgevers bv



27 a

X5 a

138

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Afsluiting meetkunde

De zwaartepunten zijn de punten Fen G.

E D
N o
[N ]
\ sF" 1
-,
\'l ]
2
o 1 Cc
LAY /) B
~ A) 1 fad
~
’ N (e
S ~ <
D ~ RS
v S S Rt
~
. -
H it N Lot
LAY 2~ - ’
RN T S~ - .
1 A} “\~ ,’l
1 A) ~
- LTS
! ) PR CIF AN ~
I [y - . ~ s
) . s RS
N . Pis SO
U 1, . SeN.
1 it e So s
’ PG . NS
’ - ’ ~
- Al B <
0k= = ~IA

Zie de tekening bij opdracht a, de zwaartepunten zijn de punten H en I.
Z is het snijpunt van de lijnen FG en HI, zie de tekening bij opdracht a.
Noem P het snijpunt van lijn BC met lijn OE. Dan is P(0, 6).

De oppervlakte van vierkant CDEP is 3 - 3 = 9 en het zwaartepunt is

Z {14 7})

De oppervlakte van rechthoek OABP is 12 - 6 = 72 en het zwaartepunt is
Z5(6, 3).

m=m;+m,=9+72=81

1), 2. (6) (53
7l 81 |3 - 3l
2 2

Dus het zwaartepunt van de zeshoek is Z(S%, 3%)

9.
81

N
z

y
G 6 6 J
6 | i
; : X
F E D 0 c H [
6 6
6
A B

Neem F(—9, 0), E(—6, 0), G(—6, 6), H(6, 0), I(9, 0) en J(6, 6).

De oppervlakte van driehoek FEG is % *3:6=0.

X, = %(—9 +-6+-6)=—-Teny. = %(0 + 0 + 6) = 2, het zwaartepunt is
Z(-1,2).

De oppervlakte van rechthoek EHJG is 12 - 6 = 72 en het zwaartepunt is
Z,5(0, 3).

De oppervlakte van drichoek H1J is % +3-6=09.

x.=3(6+9+6)=7en y.=1(0+0+6) =2, het zwaartepunt is Z(7, 2).
m=m;+m,+m;=9+72+9=90
=7 72 0 9 7 _ 0
2 +90 (3)+90 2) 2‘51
Dus het zwaartepunt van het trapezium is Z|0, 2‘51 .

9

N
Z=5"
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b Neem A(-3, —6), B(3, —6), C(3, 0) en D(-3, 0).
De oppervlakte van vierkant ABCD is 6 - 6 = 36 en het zwaartepunt is
Z,0, =3).
m=my,; +my=90+36=126

0 0)_(0)
4 =11
24 -3) (1}

Het zwaartepunt van de hele figuur is Z(O, 1 %)

36
* 126

> _ 90,
Z =126

¢ Het zwaartepunt van het trapezium is Z 1(0, 2%) en de oppervlakte is 90.

Het zwaartepunt van de rechthoek is ZZ(O, —% p) en de oppervlakte is 6p.
m=m, +m,=90+ 6p

> 90 0 6p 0
z = . 4 =+ . 1

90+6p \25/ 90+6p \—5p
Als het zwaartepunt van de figuur in (0, 0) ligt, dan geldt
90+6p ° 90+6p
90-2%+6p--1p=0
252-3p*=0
3p? =252
p*=84
p= \/874 = 2@ (p = —\84 voldoet niet)

22.4 Redeneren en rekenen

intro Je kunt de lengten van de zijden van A4 BC berekenen door
gelijkvormigheid te gebruiken. De driehoeken ABC en M BP zijn
gelijkvormig.
MB=6,PM=2en BP=1\6—22=132
AB=12endus AB: MB=2:1.
Danis AC=2-MP=2-2=4en BC=2+BP =232
Je gebruikt de stelling van Thales om aan te tonen dat £ACB = 90°.
Je gebruikt de raaklijnstelling om aan te tonen dat ZMPB = 90°.
En omdat ZACB=/ZMPBen LCBA = ZPBM zijn de driechoeken ABC en
MBP gelijkvormig.

1
+=3p=0

28 a 4(0,0), B(4,0), C(4,4)en D0, 4)
Een vergelijking van de cirkel ¢ is (x — 2)> + y* = 4.

O+k

i}

Een vectorvoorstelling van de raaklijn uit D is (x) =
y

Deze raaklijn snijden met de cirkel ¢ geeft
A=22+@+am)>=4

A —4N+4+ 16+ 8m+m*\> =4

(m?+ DA+ @Bm—4A+16=0
D=8m—4—4-(m>+1)-16

D = 64m* — 64m + 16 — 64m*> — 64
D=—-64m — 48

D =0 geeft —64m — 48 = 0.

—64m = 48
_48_ 3

m= a:—4
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4
Een vergelijking van lijn DE is 3x + 4y = c.

x =0en y=4invullen geeft c = 16
De vergelijking van lijn DE is 3x + 4y = 16.
b Voor Egeldt x=4endus3-4+4y=16.
4y =4
y=1dus E(1, 4)
¢ CE=4-1=3endeoppervlakte van AECD is%- 4-3=06.
d PM 1 DE (raaklijnstelling) D c
Omdat DP = DA (raaklijnstukken) en AM = PM (straal), is
£LDMA=ZDMP.
Evenzo is LZPME = ZBME.

- 1 = 4 . N 3
r= ( 3) of r = (_3) en dus is de normaalvector n = (4) .

/DMA+ Z/DMP + Z/PME + /BME = 180° P

ZDMP + ZPME = 180°: 2 = 90° £
e LA=/B=90°

ZADM + ZDMA =90° en ook ZBME + ZDMA = 90°, dus A M’ B

ZADM = Z/BME.
Dusis ADAM o AMBE.
f BE:AM=BM:AD geeft BE:2=2:4dus BE=1.
Danis CE=4—1=3enis de oppervlakte van AECD gelijk aan % +4-3=0.
g BE=x, PE = x (raaklijnstukken) en CE=4 — x
DP = AD = 4 (raaklijnstukken)
De stelling van Pythagoras in AECD geeft 4> + (4 — x)*> = (4 + x)*.
16 +16—8x+x?=16+8x + x?
—16x=-16 ofwel x = 1
h BE=x=1geeft CE=4—-1=3.
De oppervlakte van AECD is % *4-3=6.

B
29  tan(LCAB)= A—g geeft BC = AB - tan(60°) = 613.
AC=\(6\3)> + 6 =108 + 36 =144 = 12

AD
cos(£DAB) = T geeft AD =6-cos(60°)=6- % =3endusis
CD=12-3=09.

EB | ,
tan(£EAB) = ~— geeft EB=6-1an(30°) = 6-3\3 = 243 en dus is
EC=6\3-2{3=43.

DB=1\6>-32=136-9=127=33

De hoogtelijn uit E op zijde CD snijdt zijde CD in punt F.
ADBC o AFEC (Want ZCDE = ZCFE en ZDCE = ZECF)

EC-DB:4\B'3\/§:2\/§
BC 6\3

De oppervlakte van AABC is % -6+ 63 = 1843.

De oppervlakte van ADEC = % +CD-EF= % £9-2\3= 9\/3.

Dus de oppervlakte van ADEC is de helft van die van AABC.

EF:DB=EC: BC geeft EF =
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CA=\MA>+ MC* =8>+ 82 =128
CB=\MC>+ MB>= 8 + 82 =128
ZNPC =90° (raaklijnstelling) dus CP = \jCN2 - PN?= \j122 —42=1/128
Hieruit volgt CA = CB= CP.

ZACB =90° (Thales)

ZLCAP = ZCPA (basishoeken in een gelijkbenige drichoek)

ZCPB = ZCBP (basishoeken in een gelijkbenige driehoek)

Hieruit volgt ZAPB= ZCAP + ZCBP.

LACB+ LCAP + LAPB + £ZCBP = 360° (hoeckensom vierhoek)

90° +2- LAPB = 360°

2+ ZAPB=270°

ZAPB=135°

Noem het middelpunt M, dan moet gelden AM = BM =d(M, [).

Uit AM = BM volgt dat M op de middelloodlijn van lijnstuk 4B moet
liggen.

Het midden van lijnstuk 4B is (3, —1).

—>

3
AB = g dus een richtingsvector van de middelloodlijn is (_ 1

x):(3 +u 3)c)fkorter:(x)=7y(3).
y -1 -1 y -1

M op de middelloodlijn, dus M(3A, —L).

AM = (6= 30)2 + (8 + )2 = \36 — 36) + OA2 + 64 + 16X + A2

AM =102 = 201 + 100

3-30+4--L-60] |5A—60]
V32 + 42 E

Uit AM = d(M, 1) volgt Y1022 — 20 + 100 = [ — 12|.

10A2 = 204 + 100 = (A — 12)?

10A2 — 20A + 100 = A2 — 24\ + 144

Middelloodlijn:

d(M, 1) = =r-12|

ON2 + 4L — 44 = 0
D=16-4-9--44= 1600
4440 -4,
A=——=20f h=———=-2]

A =2 geeft M(6, =2) enr =12 — 12| = 10.

A= 2% geeft M(-8,22) enr=|-2%-12|= 142
De cirkels zijn (x = 6)2 + (y + 2)2 = 100 en
(x+8)2+ (y—22) = (143) = 2154,

d(M, lijnAB)= MQ =4 6-2 4

Lijn AC: de richtingscoéfficiént is [~ = 3

x=-2eny=2invullen bij y = 3x + b geeft 2= 3+ —2 + b dus b = 43.

Een vergelijking van lijn ACisy=%x+4%ofwel 4x -3y +14=0.
[4-6-3-6+14] 20
42 + (=3)? 5
6-2_ 4
1-4 3
x=4eny=21nvullenbijy=—%x+bgeeft2=—%-4+bdusb=7%.

d(M, lijn AC) =

Lijn BC: de richtingscoéfficiént is

Een vergelijking van lijn BC'is y = —%x + 7% ofwel 4x + 3y — 22 =0.
|4-6+3-6-22| 20

\42 + 32 5
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d(M, lijn AB) = d(M, lijn BC) dus M ligt op de bissectrice van hoek CBQ.
d(M, liin AC) = d(M, lijn BC) dus M ligt op de bissectrice van hoek PCB.
En dus is M het snijpunt van deze bissectrices.

d(M, lijn AB) = d(M, lijn AC) dus M ligt op de bissectrice van hoek CAB.
Het middelpunt is M(6, 6) en de straal is MQ = 4.

Een vergelijking van de cirkel is (x — 6)> + (y — 6)> = 16.

n T

—>_l.—> l._) l.-)
33 a e=3-a+t3yb+3-s
—)_l.—) l.—) l.—)
S =3b+3ct3s
g—§°c+§'d+§'s
—)_l.—> l._) l.-)
h=3-a+3-d+3-s
—)_—)_—)_l - l.—> l —)_l - l - l.—) _l.—>_l —)_l —)_
b EF=f-e=3-b+3-c+3"s (3a+3b+3 s)—3c 3ra=3(c—a)

HG=g-f=t-c+lod+ls-(Lasldels)=ti-la=l.@-a)
De overstaande zijden van vierhoek EFGH zijn evenwijdi
is EFGH een parallellogram.

¢ Uit AC =¢ —a volgtdat EF /| AC en HG IAC.

Uit BD =d - b volgt dat EH // BD en FG //BD.

Zwaartelijn SE snijdt zijde AB in punt 7' met SE = % - ST.

Noem P het snijpunt van lijn AS met lijn HE en Q het snijpunt van lijn BS

met lijn EF.

APQS c© AABS met SP = % *ASenopp APOS = (%)2 <opp AABS.

opp APQS = opp APQE (half parallellogram),

dus opp EQSP = % < opp AABS.

Z0 ook voor de andere driehoeken, dus is opp EFGH : opp ABCD =2 : 9.

en [B| = \(=3)* + p?

b| =5 geeft \9 + p2 = 5.

en even lang, dus

oQ W

o

34 a 3:;-5:(‘3
P

9+ p2=25
pr=16
p=—4of p=4
b \9+p>=7geeft 9+ p>=49.
p>=40

p = —40(=-2110) of p =+40(=2y10)

35 a Stel P(x, y)is een punt van een bissectrice, dus geldt d(P, /) = d(P, m).
[1-x=3-y+16 3 |x =3y + 16

dp, =
V12 + (=3 \10
3ox—1-y-8 [Bx—yp-8
d(P’m):\ x—1-y-8 [3x-y-3

32+ (=1)2 V10
Ix—=3y+16] [3x-y—3§
V10 V10
x—3y+16=3x—y—-8of x—3y+16=—CBx—y—28)
—2x—2y=-240of 4x —4y=-8
De gevraagde bissectrices zijn x + y = 12 en x — y = =2,
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b Vanwege de ligging van punt A4 ligt middelpunt M op de bissectrice met
vergelijking y = x + 2.
Stel M(u, u + 2) en de straal r.
De cirkel raakt lijn m, dus d(M, m) =r.

3-u—1-(u+2)-8 [2u—10|

32+ (=1)2 V10

De cirkel gaat door punt A(1, —1), dus MA =r.
MA = \/(1 —ul+(-1-(u+2)= \/(1 —u)?> + (=3 — u)? ofwel

MA = \/2u2 +4u+ 10
|2u — 10|
d(M, m) = MA geeft W =22+ 4u+ 10
2u — 10)?
% =2u2+4u+10

41 — 40u + 100 = 200> + 40u + 100

1612 + 80u = 0 ofwel 16u(u + 5) =0

u=0ofu=-5

M,(0, 2) of M,(—5, =3) en r; =~/10 of r, =40 = 2410

De gevraagde middelpuntsvergelijkingen zijn x> + (y — 2)> =10 en
(x+5)2+ (y +3)2=40.

d(M, m) =

36 a AP=\82+42=180=45
BP =122+ 42=20=2y5dus AP =2 BP.
b AP="\(x—-1)>+)’en BP=\(x—7)>+)?

Uit AP =2+ BP volgt \(x = 1) + 2 =2 \(x = 7)> + 2.

(x =1+ =4((x = 7> +)?)

X2 = 2x + 1+ p2=4x2 = 56x + 196 + 4)?

3x2—=54x+3)2+195=0

X2+32=18x+65=0

(x=92-81+)?2+65=0

(x=9)2+)>’=16

Dit is de middelpuntsvergelijking van een cirkel, dus de punten P liggen op
een cirkel.

X6 a Een vergelijking van de lijn OBis y = 3x.
Hoogtelijn AC staat loodrecht op lijn OB en heeft richtingscoéfficiént —%.
xZSeny=0invullenbijy=—%x+bgeeft0=—%-5+bdusb= 1%.
Een vergelijking van hoogtelijn ACis y = —%x + 1%.
Voor punt C geldt 3x = —%x + 1%.
3ix=12
x:%eny= I%dus C(%, 1%)
Punt Q is het midden van lijnstuk CD dus Q(l ‘11, %)
Punt P is het midden van lijnstuk 4B dus P(3 %, 3).
(2= iy ii-3hy (-2f
i T R RS S R

0-15 \-13 13 -2

CD PO =13+—-23+—13+-23=0dus PQ L CD.
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b Sligt op de cirkel met middellijn ML en dus middelpunt V (Thales).
T ligt ook op de cirkel met middellijn ML en dus middelpunt V (Thales).
Omdat S en 7T beide op de cirkel liggen met middelpunt V' geldt SV =TV
ASTV is gelijkbenig. In een gelijkbenige driehoek valt de zwaartelijn uit
de top samen met de hoogtelijn uit de top. Dus is lijnstuk VW ook een
hoogtelijn. En daarom geldt VW L ST.

22.5 Gemengde opdrachten

37 ¢ :M(-55enr =5
¢y My(5,5 enr,=5
Vanwege de symmetrie ligt met middelpunt van ¢; op de y-as.
Stel M;(0, p) danisry=p+ 1.
Omdat c; raakt aan ¢| geldt M\ M5 +r; =r;.
MMy = (0= =50+ (p =57 = \25 +(p = 57
Uit MM+ 1, =ryvolgt \25+ (p =5+ 5=p+ 1.

\p>—10p+50=p—4
pP—10p+50=p>—-8p + 16
—2p=-34dus p=17
MO, 17)enr=17+1=18

38 a £BAC=90° want BC? = AB? + AC? (Pythagoras).
Dan ligt 4 op de cirkel met middellijn BC en middelpunt M (Thales).
Endusis MB= MA = MC.
Omdat MA = MC is AAMC gelijkbenig.
b De loodlijn uit M op zijde AC snijdt zijde AC in punt N.
Omdat MA = MC, is N het midden van zijde AC.
AM =5, AN =4 dus MN = \5* — 42 =3,
De oppervlakte van AMNA is % -3-4=06.
AMNA o AFMA (Want LZMNA = ZFMA =90°en LMAN = LFAM)

MF:MN=MA:NAgeeftMF:3=5:4endusMF=¥=3

o

De oppervlakte van AFMA is % *MF-MA= % . 3% +5= 9%.
De oppervlakte van vierhoek AFDE is 5% — 9% = 15%.

39  ZCAB+ ZCBA=180° - 90° = 90°
ZSAB+ ZSBA=7%+90° = 45°
ZASB = 180° — 45° = 135°
Dan is ZESA = 180° — 135° = 45°.
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Onderzoeksopdrachten

A(0, 0), B(8, 0)en C(2, 8)
Zie de tekening voor de punten D tot en met /.

I H

AC = (;) danis AE = (_28) en E(-8, 2).

Q is het midden van lijnstuk EC dus Q(-3, 5).

BC = (_86) danis BG = (2) en G(16, 6).

P is het midden van lijnstuk CG dus P(9, 7).

AB = (ﬁ) dan is BH = (_08) en H(8, -8).

R is het midden van lijnstuk AH dus R(4, —4).

PG = 5| en PO =127 (27 = i
c_za’:(_zlz) en CR = V22 + (—12)2 = /148 dus PO = CR.

“12) [ 2
(_2),(_12)=_12.2+_2._12=0dusPQ=CRenPQJ_CR.

41 a ¢, :x*+6x+9+)>—8y+16=250fwel x>+ >+ 6x—8y=0

X2 =6x+9+)?=2y+1=10ofwel x>+ 3> = 6x—2y=0
De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 12x — 6y = 0 ofwel y = 2x.
De snijpunten van de twee cirkels liggen op lijn /.

MP =4 - =37+ (8 —4)>=49 + 16 =65

NP=1(4-3)+ (@8- 12=1+49=150

De driechoeken M AP en NBP zijn rechthoekig. (raaklijnstelling)
AP>= MP?— MA? geeft AP =65 — 25 =+/40

BP?= NP2 — NB geeft BP =+/50 — 10 =40 dus AP = BP.

P op ! dus voor P geldt P(x, 2x).

MP=(x — =302+ (2x — 4)> = \x2 + 6x + 9 + 4x> — 16x + 16 ofwel

MP = 5x2 — 10x + 25

NP=7(x =302+ Q2x—1)2=\x2— 6x + 9+ 4x> —4x + |
NP =+5x>-10x + 10
AP?= MP? — MA? geeft AP = \5x2 — 10x + 25— 25 = \5x2 — 10x

BP?= NP> — NB? geeft BP = \5x* — 10x + 10 — 10 = y/5x2 — 10x dus
AP = BP geldt voor elk punt P op / dat buiten de cirkels ligt.
© Noordhoff Uitgevers bv
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42 a A4(0,0), B(6,0), C(6, 6), D0, 6), E(1,2), F(3,2), G(3, 5) en H(1, 5)
Zie de tekening voor de punten (0, 2), J(6, 2), K(6, 5) en L(0, 5).

D C
H G

L K

I E F J

A B

Van rechthoek 4 BJI is het zwaartepunt Z,(3, 1) en de oppervlakte 6 -2 = 12.
Van rechthoek FJKG is het zwaartepunt Z2(4%, 3%) en de oppervlakte

3-3=09.
Van rechthoek LKCD is het zwaartepunt Z3(3, 5 %) en de oppervlakte
6-1=6.

Van rechthoek /EHL is het zwaartepunt Z4(%, 3 %) en de oppervlakte 31 = 3.
m=m;+m,+my;+my=12+9+6+3=30

s (e [2)
1 30 35 30 5§

(23

1]=1,9

33 2%

- 1 59

Het zwaartepunt is Z(3 52 E)-

b Noem Z,(3, 3) het zwaartepunt van vierkant A BCD (met oppervlakte 36).
Noem 22(2, 3 %) het zwaartepunt van rechthoek EFGH (met oppervlakte 6).
Noem Z, het zwaartepunt van de ontstane figuur (met oppervlakte 30).

Dan geldt z =%-32+¥'Z3.

> _ 12, 3.,
=3 *t30

Samenvatting

S1 x =5+ 3\en y = A invullen bij de vergelijking van ¢ geeft (5 + 31)> + A = 65
25+ 300 + A2 + A2 = 65
10A%2+30L—40=0

MP+30—-4=0
A-1DA+4)=0
A=1lof A=-4

De snijpunten zijn (8, 1) en (=7, —4).
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S3

S4

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

¢ X2+ =2y + 1 =4ofwel x>+ > =2y -3=0
X2 =2x+1+)2=6y+9=17ofwel x> + )2 =2x -6y = 7=0
De vergelijkingen van elkaar aftrekken:
xX2+3y?2=2y-3=0
X2+y?=2x—-6y—-7=0 —

2x+4y+4=0
2x=—-4y—-4
x==-2y-2
Dit resultaat invullen in de vergelijking van ¢, geeft
(=2y=2)+3>=2y-3=0
42+ 8y+4+y?=2y—-3=0

507 +6y+1=0
_—6+416 | ; _—6-416 _
T - e A T

x=-2-—-t-2=-130fx=-2--1-2=0
De snijpunten zijn (—1 %, —%) en (0, —1).

Het middelpunt van de cirkel is M(1, —2).

. (4
Als P(5, 5),danis MP = ( 7) een normaalvector van de raaklijn in P.

Een vergelijking van de raaklijn is dan 4x + 7y = c.
x=5en y=>5invullen geeft4-5+7+5=cdusc=>55.
Een vergelijking van de raaklijn is 4x + 7y = 55.

Uit een schets blijkt dat geen van de raaklijnen verticaal is.
y

13 P(7,17)

waRW
J

Voor de raaklijnen geldt (;) =

7 1
17 m)'
x =7+ ken y =17+ Am invullen in de vergelijking van ¢ geeft
(7+ 1)+ 17+ Am)> =169
49 + 14A + A2 + 289 + 34hm + X2m? = 169
(m*+ DA*+ (14 + 34m)L + 169 =0
D=(14+34m)>—4-(m*>+1)- 169
D =196 +952m + 1156m?* — 676 — 676m>
D = 480m? + 952m — 480
D =0 geeft 480m> + 952m — 480 = 0.
60m*>+119m - 60=0
D=119>-4-60--60=28561

_—119+\/28561 s _ —119-+28561 -288
T o YT T e T 0
De vectorvoorstellingen van de raaklijnen zijn

)=+ {5)en )=t + )

© Noordhoff Uitgevers bv
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S5 [:8x+15y=1o0ofwel 8x+ 15y —-1=0
§:—6+15--16—-1
- 2

y+1s 170

Sé6 l:3x+4y=26ofwell:y=—%x+6%
m:5x—2y=260fwe1m:y=2%x—13

17

De richtingscoéfficiént van / is —% en de richtingscoéfficiént van m is 2%.
tan(o) = % geeft o0 = 36,896...°

tan(B) = 21 geeft B = 68,198...°

o+ B =36,896...° +68,198...° = 105,068...°

Z(I, m) =180° — 105,068...° = 75°

S7 Elk vierkant heeft oppervlakte 4.
De zwaartepunten van de zes vierkanten zijn (3, 1), (1, 3), (3, 3), (5, 3), (7, 3)

en (3, 5).
S 3y Iy o (B U (S (7 L (3 (33
“7er g el Tetls) Terls) Tel3) Tetls) T 3

. (12
Het zwaartepunt is (3 3 3).

S8 a Neem M(0, 0), dan is A(=r, 0) en B(r, 0).
Noem p de x-codrdinaat van P, met p > 0. Dan is Q(p, 0).
AQ=r+p
BO=r—p
PO = \PM>— MQ*=\r? - p?
PO =2 —p?
AQ-BQ=(r+p)r—p)=r’-p’
Dus is PQ>=AQ - BO.
b ZAPB=90° (Thales)
ZLPAQ + ZLAPQ =90° (want LAQP =90°)
ZAPQ =90° — ZBPQ
dus ZPAQ +90° — ZBPQ = 90° ofwel ZPAQ = Z/BPQ

PO
tan(£LPAQ) = E
BQ
tan(£BPQ) = P_Q
. PO _BQ
Omdat LPAQ = ZBPQ is 10° E endus PQ’>=AQ - BQ.

Test jezelf

1 De cirkel gaat door O en A, dus ligt het middelpunt op de middelloodlijn
van lijnstuk OA. Verder ligt het middelpunt ook op de lijn door A4, loodrecht
op de raaklijn in 4.
Het midden van lijnstuk OA4 is (1, 1).

.2 1
0OA = ( 2) dus een richtingsvector van de middelloodlijn is (_ |

I
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T2

13

c:x?=2x+3?=10y+16=0

c:i(x=1P2=1+(p-52-25+16=0

c:(x=12+(-5%=10

Het middelpunt M van cis M(1, 5). |

Een normaalvector van de raaklijn in 4 is n=MA= ( ) dus een
o . -3

vergelijking van de raaklijn is x — 3y = b.

x=2en y=2invullen geeft 2 — 3 -2 = b ofwel b = —4.

De raaklijn is de lijn x — 3y = —4.

De middelloodlijn snijden met deze raaklijn geeft

I1+A-31-2)=-4

4A-2=—4

4h=-2

A= —% dus het middelpunt van de gevraagde cirkel is (%, 1 %) en de straal is

= o= T+ 1P = )
Een vergelijking van de cirkel is (x - %)2 + ( y- 1%)2 = 2%.

x\ (20 1
o= ol 7o)
x =20+ Aen y =20+ Am invullen bij de vergelijking van de cirkel geeft
(20 + A + 6)> + (20 + m — 7)> = 260
(A +26)%> + (hm + 13)> =260
A2+ 52 + 676 + A2m?* + 26hm + 169 = 260
(m*+ DA% + (26m + 52)L + 585 =0
D =Q26m+52)>—4-(m>+1)-585
D = 676m? + 2704m + 2704 — 2340 — 2340m?
D = —1664m?* + 2704m + 364
D =0 geeft —=1664m?> + 2704m + 364 = 0.
416m*> — 676m —91=0
D =(-676)>—4-416-—91 = 608400 (=780?)
m=676+780:1= 1éofm=676—7802_l
832 4 832 8
x=20en y =20 invullen bij y = 1%x+bgeeft20: 1%-20+bdusb=—15.

x=20en y =20 invullen bij y = —§ x + b geeft 20 = —g - 20 + b dus b = 221.

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = I%x —15eny= —éx +22 %

Een vectorvoorstelling van de raaklijn is

Voor het middelpunt M van de gevraagde cirkels geldt:
M ligt op de lijn m door P, loodrecht op / én MP = d(M, x-as).

S 3 : o
De richtingsvector ( 4) van / is een normaalvector van m, dus een vergelijking

van mis 3x + 4y = c.

x=1leny=1linvullen geeft3-1+4-1=cdusc=7.

Een vergelijking van m is 3x + 4y = 7 ofwel y = —%x + 1%.

M ligt op m dus de codrdinaten van M zijn te schrijven als ]ll(a, —%a + 1%).
MP= \l(a -1)>+ (—%a + %)2

d(M, x-as) = |-3a + 13|

Uit MP = d(M, x-as) volgt \/(a - 1)+ (—%a + %)2 = |—%a + 1%|.

(a= 17+ (=3a+3)] =(-Fa+13)

2 _ 9 2_9 9 _9 »_21 49
a—2a+1+j5a"—ga+ig=1ga"—ga+ig
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a2—%a—1%=0
(a1 @+1=0
a=1%0fa=—1

a=1%geeftM(1%,%) enr=yM:%.

T4 c:(x=2P—-4+(—-32-9=3ofwel (x =2+ (y—3)>=16
Het middelpunt M van ¢ is M(2, 3) en de straal is 4.
|4-2+3-3—72|_55_
re S
dle, )=dM,)—-r=11-4=7

d(M, 1) =

SN 5
5 OP = ( ) 2) dus een vergelijking van de raaklijn /is 5x + 12y = c.

x=5en y=12invullen geeft 55+ 12+ 12 =c dus ¢ = 169.
Een vergelijking van /is 5x + 12y = 169.

Voor punt C geldt AC =d(C, /).

A(13,0) en C(p, 0) met p > 13.

AC=p—13

5:p+12-0- 169 B |5p = 169]

1/52_’_ 122 13

. [5p — 169
Uit AC =d(C, I) volgt T=p -13.

d(C, )=

|5p — 169] = 13p — 169

5p—169=13p — 169 of 5p — 169 = —13p + 169
—8p=0of 18p =338

p =0 (vervalt) of p= %= 18%

De coordinaten van C zijn (18%a 0).

T6 a Noem het snijpunt van / met de x-as punt S.
Danis AOSP o AMSQ (want LOPS = ZMQS = 90° (raaklijnstelling) en
ZOSP = /MSQ).
Stel MS = x danis OS = x + 10.

OP=5 ‘OS=x+10

MQ=2 ‘MS=x

5x =3(x +10)

2x =130

x=15

De coordinaten van het snijpunt zijn (25, 0).
x) _ (25 “
y 0

Een vergelijking van ¢, is x* + y*> = 25.

[ snijden met ¢, geeft (25 + L)? + (Am)> = 25.
625 + 500 + A2 + A2m? =25

(m?*+ 1)A* + 50A + 600 = 0

b Een vectorvoorstelling van /is

i}
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D =50>=4-(m?>+1)-600 = 2500 — 2400m> — 2400
D = -2400m?> + 100

D =0 geeft —2400m?> + 100 = 0.

2400m* = 100

m2 =L

24

m= —\/g of m= i
De richtingscoéfficiént van / is —\ZE.
Het middelpunt van c ligt op de middelloodlijn van lijnstuk PQ.
De lijn OP staat loodrecht op / en heeft dus richtingscoéfficiént \24.
Een vergelijking van de lijn OP is y =24 x.
Deze snijden met ¢, geeft x> + (\24x)? = 25.
X2+ 24x? =25
25x2 =25
x>=1
x=-1of x=1dus P(1,24).
Noem P/(1, 0) en Q(10 + ¢, 0), dan is AOP'P o AMQ’Q.

oP=5 ‘ OP’=1 ‘P'P:\/ﬂ

MO=3 |MQ'=p |00
5p=3
p=3
5-00=3"\24
00 =324 dus 0(103, 324)
Het midden van lijnstuk PQ is (S%a %\/ﬂ)
De middelloodlijn van lijnstuk PQ staat loodrecht op / en heeft dus
richtingscoéfficiént 24.
x=5%en y =224 invullen bij y =\24x + b geeft 3424 =24 - 5% + b dus
b=—5\24.
Een vergelijking van de middelloodlijn is y = y24x — 5y24.
Deze middelloodlijn snijden met de lijn x = 10 geeft y = 10324 — 5y24 = 524
dus het middelpunt van ¢ is M(10, 5v24).

De straal is PM = \(10 — 1)2 + (524 — \24)2 = {81 + 384 = \465.

Een vergelijking van cis (x — 10)2 + (y — 5v24)% = 465.

Omdat de oppervlakten van de drichoek en het vierkant gelijk zijn, ligt het
zwaartepunt van de figuur precies midden tussen de zwaartepunten van de
drichoek en het vierkant.

Het zwaartepunt van het vierkant ligt precies midden in het vierkant, dus op
hoogte 3.

Het zwaartepunt van de driehoek ligt op % deel van de hoogte van

de driehoek (de zwaartelijnen van een drichoek snijden elkaar in het
zwaartepunt en verdelen elke zwaartelijn in twee stukken in verhouding
1:2.). Het zwaartepunt van de driehoek ligt dus op hoogte 4 vanaf de basis
van de driehoek.

Het midden tussen de twee zwaartepunten ligt dus % boven de basis van de
driehoek.
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b Neem als oorsprong het midden van het vierkant.

Dan is het zwaartepunt van het vierkant Z,(0, 0) en de oppervlakte is 36.
Noem de hoogte van de driehoek p.

Dan is het zwaartepunt van de drichoek ZZ(O, 3+ % p) en de oppervlakte is

%.6-p:3p_

m;+m,=36+3p

> 36 0 3p 0

z = . + —- 1
36+3p \0) 36+3p \3+3p

Het zwaartepunt ligt op het midden van de gemeenschappelijke zijde als de
y-codrdinaat gelijk is aan 3.
36-0+3p-(3+1p)
< 36+ 3p
. 36-0+3p-(3+1p)
=3 t =3,
9p + p*=3(36 + 3p)
9p +p> =108+ 9p
p>=108
p=~108
De hoogte van de driehoek is in dat geval 4108.

Hoofdstuk 22 Afsluiting meetkunde
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Examenvoorbereiding

Functies, grafieken en vergelijkingen

1 a Uit6x—420volgt6x24dusx2%.

Omdat \6x —4 > 0is 10 +6x — 4 > 10.
Dit geeft D, = [%, —)en B,=10, —).

b D,= <<—, —>> en met (x — 3)220is het B, =[-8, —).
¢ Uit9—x*>>0volgt -3<x<3.
Omdat 3log(9 — x?) <2 is 4 + 3log(9 — x?) < 6.
Dit geeft D, = (-3, 3) en B, = (<, 6].
d Er moet gelden x? — 2x — 3 #0, ofwel (x — 3)(x + 1) #0.
Omdat 5 #0is k(x) #—1. Verder is x> = 2x — 3 > —4.
x2-2x-3
5

-1<x< -1l+—<
Dus voor —1 < x < 3 geldt —1 22r=3 S

—2,25.

Dit geeft D, = (,-1Yu{(-1,3)u(3, >)en B, = (e;=2,25)u{-1,—>)

7
12-=
22 tim 2oy 1270
e =8y xomd4 o 0-8 2
X
_3.2
b lim8x4—3x2+2_lim x? X4—8_0+0——8
e 00—t e 6 0-1
X
12,3 3
i (x> +x—-10) 12x3+3x2—30x_1, X x? x3_o_0
© AN sy WS seeay e 54X TS
X
4 (2x+3)(3x2+5)_1, 6x3+ 10x +9x2+ 15
et x*(1 = 3x) Tk x? = 3x? -
10 9 15
6+—+—+—
. X2 x x 6
lim 1 =_—3=—2
X—>—o0 Z_3
X
4
X
e lim— = fim— 7 =2=0
x—e2Xx2 + 1 R 2
x2
9+&+£
‘ (Bx*+4x)? 9x4+24x3+16x2_1. x x2_ 9 3
e 2x =36 S I2x-ad e 12 3
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Examenvoorbereiding

Deze grafiek heeft geen asymptoten.

1
. 5x2+ 1 x? . 5_ .2
Uit g(x) = Y — 6 = ; volgt dat de grafiek van g de lijn y =5 =15 als
3 J—
X

horizontale asymptoot heeft.

Met 3x2 — 6x = 0 ofwel 3x(x — 2) = 0 vind je de verticale asymptoten
x=0enx=2.

Als x—e dan h(x) — 25+ 0 = 25 dus de horizontale asymptoot is y = 25.
Er is geen verticale asymptoot.

Er is alleen de horizontale asymptoot y = 0.

De scheve asymptoot is de lijn y = 3x + 1.

o) 2x2+5x—1
X)=———
g x+t4

( )_2x2+8x—3x—1

x_
£ x+4

2x(x+4)—3(x+4)+ 11
g(x) =
x+4

11
gx)=2x—-3+——
X

De scheve asymptoot is de lijn y = 2x — 3

5x =20 S(x—4) )
= = = mit 4.
/) xX2=3x—4 (x—-4dHx+1) (x+1) s
De perforatie is het punt |4 S =41
u .
p p At 1 >

VHx2-2x  x(x*+x—2) x(x+2)(x—-1) x(x-1)
X+H6x+8 xX2+6x+8  (x+2)(x+4) x+4

—2(-2-1)
2 +4

h(x) =

_2’

De perforatie is het punt =(-2,3).

e —5e"+4 (e"—-1)(e*—4)

e’ — 4 mits x #0.
e*—1 e’ —1

k(x) =

De perforatie is het punt (0, e® — 4) = (0, =3).

FH6x2+9x  x(x?+6x+9) (x+3)(x+3) x+3
Po0x | x(2-9)  (x+3)(x-3) x_3mis

x#0enx#—3.

De perforaties zijn de punten (0, —1)en (-3, 0).

m(x) =

g(x)=f(2x) +4
gx)=2x)+6(2x)+1+4
g(x)=4x*+12x+5
g(x)=—4-f(x-3)
g(x)=—4(x—3)*+6(x—3)+1)
gx)=—4(x*-6x+9+6x—-18+1)
g(x)=—4x>+32

Examenvoorbereiding

mits x # —2.
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Er moet worden aangetoond dat f(p) = f(—p).

(b —
SEP =P e 0

f=p)=p*+ 5= 62

De grafiek van f'is symmetrisch in de y-as omdat f(p) = f(—p) voor elke p.
De grafiek van g over een afstand 2 naar links verschuiven geeft
h(x)=(x+2P3 —6(x+2)>+12(x+2)—38

h(x)=x3+6x>+ 12x+8 —6x>—24x— 24+ 12x +24 -8

h(x)=x3

Er is puntsymmetrie in de oorsprong als voor de functie /1 geldt:

h(=p) = —h(p).

h(=p) = (=p)* = =p*> = —h(p) dus is de grafiek van / is puntsymmetrisch in
(0, 0) en daarmee is de grafiek van g puntsymmetrisch in (2, 0).

f(x)=x*+8x—-17 ¢ f(x)=—-x>—15x+18

fx)=(x+42-16-17 F(x) = —(x2 + 15x — 18)

f(x)= (x+42-33 f)==(x+7LP+565+18
() =—(x+75)+74%

F(x) =332+ 12x + 20 d f(x)=3x2+x—24

F(x)=3(x2+4x+4)+8 S =52 +2x+1)—1-24

S =3(x+27+8 f)=tx+12-241

De grafiek van f(x) = 2(x — 8)(x — 2) heeft als snijpunten met de x-as (8, 0)
en (-2, 0).
8+-2

7 f(3)) = (3, =50).
Het snijpunt met de y-as is (0, £(0)) = (0, —32).
De grafiek van g(x) = =3(x + 4)> + 15 heeft als top (—4,15).
Uit =3(x + 4)> + 15 = 0 volgt (x + 4)*> = 5 dus de snijpunten met de x-as zijn
(=4 +15,0) en (—4 =5, 0).
Het snijpunt met de y-as is (0, —33).

De top is (

De grafiek van A(x) = —%xz + %x + 12 snijdt de y-as in (0, 12).
Uit —1x2 + Ix + 12 = 0 volgt x2 — 2x — 48 = 0 ofwel (x + 6)(x — 8) = 0.
De snijpunten met de x-as zijn (—6, 0) en (8, 0).

_[-6+8 ~ |
Detopls( > ,h(l))—(1,124).

Uit 3x—820volgtx2§=2%dung=[22, —).

Uit x> = 152 0 volgt x < —~150f x 215 dus

D, = (¢, —\/E] U [\/TS ).

Omdat x? + 15> 0 voor elke waarde van x is D, = (e, —>> of ook D, =R.

< 10. Dit geeft B, = (0, 10].

1+x221,dus0< 5 <
1+x

Omdat n(x) = 2\x2 + 5 2 25 is B, = [25, —).
Omdat p(x) =30 — 6\4 — 9x < 30 is B,= (&, 30].

© Noordhoff Uitgevers bv Examenvoorbereiding
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De coordinaten van beide punten invullen geeft
a-2"=96ena-(-1)°=-3.

.9b .9b
Hieruit volgt 2—2 = ac.z(_21)b dus -32 = afz(_zl)b
=32 =(=2)
(-2°= (-2’
b=5

Danisa-2°=96 ofwel a-32 =96 dus a = 3.

Uit de gegevens volgt p = ¢+ rXq.

De gegeven waarden invullen geeft 16 = ¢ - (%)2@
Uit 16=c+ -8 volgt ¢ = 8.

De gevraagde formule is p = 8/2\q.

. 7
Uit de gegevens volgt m = ¢ - 7

3

De gegeven waarden invullen geeft 20 = ¢ - =

1000
Uit20=c-
1 Y-

volgt ¢ = %
. P
De gevraagde formule is m =5+ —

w2

4x3 - Txr = -3x

453 —T7x2+3x=0
x(@x*=Tx+3)=0
x=00of4x2-7x+3=0

7449 — 48 7—~49 —48

)C:()Of)C:T:lofsz:?—1
(=3x + 52 =16x?

—3x+5=4xof -3x+5=-4x

=Tx=-50f x=-5

x=%ofx=—5

12 2x
x+1 x-—3
12 2x  3(x-3)
x+1 x-3 x—3
12 —x+9

x+1 x-3
R2x=-3)=(x+1)(-x+9)
12x —36=—x2+8x+9

=-3

xX2+4x—-45=0
(x +9)(x—5)=0
x=-9o0of x=5

%x4+x=0

Ix(x3+2)=0

x=00fx=%/—_2

Examenvoorbereiding
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15 a 4++1-2x=7 d —x+\{x>?-3=3
VI-2x=3 Vx2=3=x+3

1-2x=9 x2=3=x2+6x+9
-2x=38 —-12=6x
x = —4, voldoet x = —2, voldoet

b 4x+1-2x=1 e 6-\x=1x+6
J1-2x=-4x+1 (6-x)?=x+6

1-2x=16x2-8x+1 36— 12x+x=x+6
0=16x2 - 6x —12x=-30
16x(x-3)=0 \x =24
x=00fx=% x=6%,voldoet
Alleen x = 0 voldoet.
¢ —I\x>+7=x f \/)cz—4=\,/7x—x2
\x2+7=x+1 xX>=4=Tx-x>
X+T7=x2+2x+1 2x2=Tx—4=0
7++81 7-81
-2x=-6 X = ) =40fx= 2 =_E
x =3, voldoet alleen x =4 voldoet
16 a 3x—4=21x+5
%x—4=5
%x=9
x=133
Zie de plot hiernaast.
De oplossing van 3x—4s2%x+ 51is («, 13% )

b De snijpunten voor x <0 of x > 5 volgen uit x> — 5x = %x - 2%
X2 = S%x + 2% =0
(x—5)(x—%)=0
x=50f x= % (voldoet niet)

De snijpunten voor 0 < x < 5 volgen uit —x? + 5x = %x - 2%

X—4ix-25=0

(x=35)(x+3)=0

x=50of x= —% (voldoen beide niet) '
Er is alleen een snijpunt bij x = 5. /T/
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van de ongelijkheid is («, 5) U (5, —).
c xX*—2x>=8x

X3=2x2-8x=0

x(x2=2x—-8)=0

x(x—4)(x+2)=0

x=0of x=40of x=-2

Zie de plot hiernaast.

De oplossing van x* — 2x2 > 8x is [-2, 0] U [4, —).
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1+y6-x=1x+2
\/6—x=%x+1
6—x=‘l‘x2+x+l

‘lsz +2x-5=0
x2+8x—-20=0
(x+10)(x—-2)=0
x=—-100of x=2
Alleen x = 2 voldoet.
Zie de plot hiernaast.

De oplossing van 1 +6 — x <1x +21s (2, 6].

g=-02p+13
02p=-q+13
p=-5¢+6,>5

3p+12g=16—p
4p=16—12¢q

P=4-3q

2p—3 4q+5

8p T
1(2p —3) =8p(4q +5)
14p — 21 = 32pq + 40p
=32pg — 26p =21

p(—32qg —26) =21

)
7= 3,+26

at+38-2p)=6
at24—-6p=6

a=6p—18

=10+3(5p+ 1
sp+ 1 Cp+ 1)

a=10(5p + 1)+ 3(5p + 1y?
a="75p*>+80p + 13

Examenvoorbereiding

d 13p—-4(q+2)=pq

13p—4q—-8=pq
13p —pg=4q+8
p(13—¢qg)=4qg+38
4g+38
13-¢

0,3g+12pg—4,5=0
1,2pg=4,5-0,3¢q
_45-0,3q
124

_15-¢

= T

p:

p

p

Tg=3p _4

p+8 3

3(7q = 3p)=4(p +8)
21g—9p =4p + 32
-13p=-21g+32
_21g—32

P 13

2(6p) + 3a(6p) =20
6p +9ap =10
_10-6p

= 5

a

a=b-0=p-1-(p—1)7>

a=(p==(P=2p+1)
a=p—-1-p>+2p—1
a=-p*+3p-2

© Noordhoff Uitgevers bv



19 a

20 a

21 a

y=-2+4x
x=-2+4y
4y=x+2

= |

iny 2
gMx)=3+

Va+ b =25
b =—a+25

b= (=\a+ 25

2ab3+1=5
2ab’ =4

© Noordhoff Uitgevers bv

C y=2+i7m
x=2+3/m
\3/E=x—2

4-—y=(x-2);

y=4-(x-2)>
h™(x) =4 - (x-2)
_5x—1
YT x4 3
_S5y—1
T2y +3

2xy+3x=5y—1
2xy—5y=-3x—1

y2x—-5)=-3x-1

_ 3x-1
J 2x =5
. —3x-1
Jcinv -
() 2x—5

a+4=04b>bi b
0,462 bs-by=a+4
04b% =a+4
pa=21a+10
b=A(25a+10f
3a++16a—2b=0
3Wa +4Ja=2b

2b="Ta

b=3;\a

(¢=6)-p=1
op=—

q—06
1
p=—
P g6y
_ 1
P ag—ey

Examenvoorbereiding
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22 a 9e-(\3yY =1 ¢ Jb-a+3=0
(@3- (3) =37 \eb = a + 3

3% 33k =31 lb=a+3
2a+ib=-1 b=4a+12
lh=-2a-1
b=—4a-2

b 20-8=(3) -4 d \3a—2b=0
2a.23:(2—1)b.(22)a 2\/5:\/%
20+3 = 2 b+2a 4b =3a
a+3=-b+2a bZ%a
b=a-3

px>+4px+6

23 De grafiek van f,(x) = heeft een perforatie als

(X +1)(x—2)
px2+4px+6=0en (x>*+ 1)(x —2)=0.

De laatste vergelijking heeft één oplossing, namelijk x = 2.
Deze oplossing invullen in de teller geeft
pr22+4p-2+6=0

12p+6=0
12p=—6
P=-3
L) 1
—5x"=2x+6 —5x=3)(x—-2)
)= —=——— ofwel £U(x) =
S50 =t =) oM S =T )
Dus f-i(x) = 2T voor x # 2.
1
—5+2-3 -4
. 2
Iimf-Y(x)=———=—
I == =

De codrdinaten van de perforatie zijn (2, —%).

24 Stel de zijde van het vierkant heeft lengte a.
Het hoekpunt rechtsonder heeft dan codrdinaten (1 + a, 0) en het hoekpunt

1
1+a)

1
Omdat alle zijden even lang zijn moet gelden a = T+a
a

rechtsboven (1 + a,

A+a=1
AP+a-1=0

_ o145 -1-45

5 of a= 3

a

a=—%+% 50fa=—%—%\6
De tweede oplossing is negatief, dus alleen de eerste oplossing voldoet.

De lengte van de zijde van het vierkant is —% + %\B .
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26

27

28 a

4
f(X)=4—m

ofwel

. 4
Dan geldt voor f™:x =4 —
y+1

4

y+1:

4 4—-x X

YR T = 8, dus g(0) = ().

Uit f(x) =0 volgt 87x — 3x> = 2x3=0
x(87 = 3x—=2x»)=0
x=0of 87 -3x—-2x2=0

3 —+705 3 ++705
_—4 of x = _—4

x=0of x=5,890f x=~—7,39.
De lengte van het ei is ongeveer 5,89 cm.

x=0of x=

Als de lengte van het verticale verbindingslijnstuk é is, dan moet gelden

fla)—gla) = ¢

111
a 2 6
6a — 6 =a*> (links en rechts X 6a?)
a?—6a+6=0

6+112 6 —+12
a=— of a= 2

a=3-\3ofa=3++3

Dan moet gelden ¢’ =0,2 dus a = 0,2% ~0,79.

2- Z—lg: L1l = h =4’9.2—1’112= 1,509...
2- :“9 =0,68 = h,= 4’9'2—(2)’682 = 0,56644
h, neemt exponentieel af met factor a dus @* = %
| ,509...
Dit geeft a = (0,56644)§ =0,721...
1,509...
hy1,509...

Dan is hy = ” ~ 2,1 meter of 21 decimeter.

0,721...

© Noordhoff Uitgevers bv
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29 a De vergelijking p +{x—p=x+ }1 mag voor elke waarde van p slechts één

Examenvoorbereiding

oplossing hebben.
Herleiden en kwadrateren geeft

\x—p=x+i-p

x—p=x2+%x+%—2px—%p+p2

o=+ b )
_ 1)2 1 1

D=(=2p =5 —d(p*+3p + 1)

D=4p2+2p+}1—4p2—2p—41-1

D =0 voor elke waarde van p.

Dus er is altijd maar één oplossing.

b Het randpunt van de grafiek van f,(x) = p + yx — p wordt gevonden uit

x—p=0,dus x =p.

L =p+ \p — p = p, dus het randpunt is (p, p).

Jp-1)=p—l+yx=(p-1)
S =p=1+p=(p =1

froip)=p—1+\p-p+1
S =p—1+1
fp—l(P):P

Dus voor elke waarde van p > 1 ligt het punt (p, p) op de grafiek van f,_,.

Differentieren

30

31

170

Ay _ f(1,001) — (1) _ 3,002386775..... =3 _ 0,002386775.....

Ax 1,001 -1 0,001

a f(x)=2x2-8-x

f’(x):4x—8°%-x‘%

F)=dx -

\/;

b g(x)=-5- %x“‘

g =3 — 4
. 20
g =35

c hix)= %x3 —-2x73
H(x)=15x% + 6x74

H(x)=15x2 +%

Ax(x> + 3)(x — 1) = (x? + 3)?
(x—=1)

d K(x) =

Examenvoorbereiding

0,001

=~ 2,39
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=

32 a

33 a

m'(x)=—1+ 6x2

W(x)=4--Lx -6 —2x3 1. 3. x4
-2 12 3
n()——+

\/7
p(x)=2x2-3x3+x*
p(x)=—4x3 +9x7* —4x7

4 9 4

(x) = —— + — — —
p(x) B

2x—5
¢(x)=5(x = 2)* - x2 = Sx + (x — 2)5- 2—%

Een grafiek is toenemend stijgend als geldt /" (x) >0 en f”(x) > 0.
F(x)=(Q2x—2) e + (x2 = 2x) re2¥ - L

f(x) = (—*x2 +3x - 2) e

f(x)=0als —3x2+3x -2 =0.

_3 +
\f =3-y50f x= =3+45
Met een plot vind je dat de graﬁek van f'stijgend is op het interval

(3-+5,3+45).

)= (x+3) e+ (-3 +3x = 2)eav e L

f(x) = ( x + 4) e

f”(x)ZOalst —2§x+4:0

xX>=10x+16=0

(x=2)(x—8)=0

Met een plot vind je dat de grafiek van f” stijgend is op het interval
(¢, 2)u(8, =).

Conclusie: de grafiek van f'is toenemend stijgend op (3 — \B, 2).
Buigpunten zijn er als f”(x) =0 dus bij x =2enx = 8.

De buigpunten zijn:

(2,/(2)) =(2,0)en (8, f(8)) = (8, 48¢7").

\/>

X =

Deze vergelijking heeft geen oplossing, dus g heeft geen nulpunten.

© Noordhoff Uitgevers bv Examenvoorbereiding
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16 i
g(x)=x2+;=x2+ 16x72

g(x)=2x—-32x73
/ _ 3 _~1
g4)=8-32-4 3—75

Een vergelijking van de raaklijn is y = 7%x +b.
De codrdinaten van P invullen geeft 17 = 7% 4+ b,dus b=-13.

Een vergelijking van de raaklijn is y = 7%x - 13.
Als de raaklijn horizontaal loopt, dan moet gelden g’(x) = 0.

2x—32x73=0
2x =32x73
2x4=32
x*=16
x=2o0f x=-2

De punten met een horizontale raaklijn zijn (=2, 8) en (2, 8).

Er moet gelden x + 6\2x + a = 3x + 19.
Er moet ook gelden f"(x) = 3.

1
Dit laatste geeft 1 + 6 - 2— -2=3.
1

66—
2\2x+a

1

2=2

1
22x+a 6
\/2x +a=3

Dit invullen in x + 6 +\2x + a = 3x + 19 geeft
x+6:-3=3x+19

—2x=1dusx=—%

Danis 2-—%+a=3,dus—1+a=9.
Dit geeft a = 10.

Er moet gelden f,(x) = 18 en f,(x) = 0.

1
De tweede vergelijking geeft 3 + « e =0

a
-——=-3
2
a=3x>
Dit invullen in de eerste vergelijking geeft:

Dit geeft a =3-32=27.

Examenvoorbereiding
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37

38 a

f)=(x-2)-Gx+2)+1

f(x)=%x2+x—3alsx22en
f)=(=x+2)-Gx+2)+1

f(x)=—%x2—x+5alsx<2
De knik zit bij x = 2, dus A(2, 1).

Voor het linker gedeelte van de grafiek geldt f(x) = —x — 1

dus de richtingscoéfficiént van de raaklijn in 4 is —3.
Een vergelijking van de raaklijn is y = =3x + b.
Invullen van (2, 1) geeft 1 = =32+ b, dusb=7.
Een vergelijking van de raaklijn /is y = —3x + 7.

Uit f(x) = 2x% — px* volgt f"(x) = 4x — 4px°.
dx —4px*=0

x—px*=0

x(1=px?)=0

1
x = 0(voldoet niet) of x> = >

1
x=—of x=—

1

\p \p

1

Dus geldt x , = —
oAb

1)_2 1 1

Dani T B I S
anis y, fp(\/’7 » pp2 »

Uit OA = BA en de symmetrie in de y-as volgt dat driechoek OAB een

gelijkzijdige driehoek is.
Dan maakt OA een hoek van 60° met de positieve x-as,
1
dus z—A = tan(60°) =43 en % =43.
y 1

P
1 1
— —p
7 P 1
Danis | =3 ofwel =3dusl—):3.
7 P

Conclusie: p = %

Vermenigvuldigen teller en noemer met 1 ++x + 1 geeft
“24+2(x+1 1+x+1

L N
_—2—2\/x+1+2\/x+1+2(x+1)

S = x(1 ++x+1)

Sy =222

x(1++yx+1)

_ 2x
S = x(1+x+1)
_ 2 .
flx)= —1 n \/m en dus gelijk aan /(x).

© Noordhoff Uitgevers bv
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_4x%+x
glx) = .

4x + 1

g(x)=—x“; )

g(x) =4x + 1 mits x 20, dus k(x) =4x + 1.
h(x)=2+-(1++x+1)7!
1
h(x)==2(1 +x+1)72-
(x)=-2( NS

1
HO) = =201+ )2 == —ren k(0) =4

De grafieken van /4 en k staan in punt P loodrecht op elkaar want
4--t=-1.
Dus staan ook de grafieken van f'en g in punt P loodrecht op elkaar.

2y
S = x)3€+ 2x2
_(x=2(x+2)
f(x) - xz(x + 2)
f(x)= x;z mits x # —2
. _=2-2 —_4_ B
Jm f) = =g T

De perforatie is het punt (=2, —1).

2 _
Het snijpunt met de x-as berekenen geeft )36—42 =0.
X’ + 2x
x2—4=0
(x+2)(x—2)=0
x = —2 (voldoet niet) of x =2
Het snijpunt met de x-as is (2, 0).
2= (x=2)- -
o) = 1-x ())Cc4 2)-2x dus /) = 4240 _ %:i

De raaklijn heeft vergelijking y = ‘11 (x—2).

Invullen van de perforatie (=2, —1) in de vergelijking y = i (x —2) geeft
-1=1(-2-2)

1= le . —4

Dit klopt, dus de raaklijn in (2, 0) gaat door de perforatie.

Voor de lengte van de rechthoek geldt x, — x,=1-p? - p.
En voor de breedte van de rechthoek geldt y, = p.
De oppervlakte van de rechthoek is

Op)=yp: (xg=xp)=p(l =p*—p)=p—p*=p~

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv
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Integreren

Deze oppervlakte heeft een uiterste waarde als O(p) = 0.
Op)=1-3p"-2p

1-3p2-2p=0
3p2+2p—-1=0

-2+416 -2-416
p= ; :§Ofp_ G =—1

Alleen p = % voldoet.

1_

1
Voor de lengte / van het verbindingslijnstuk geldt /(b) = @ 7 =pa—-bl.

Om de maximale lengte te berekenen moet de afgeleide hiervan nul zijn.

-1 1
I/(b) = —% . b—l ——b 2 — 2b\/_ b2

Oplossen van ['(b) = 0 geeft

1

20\b  b?

2b\b = b?
b? \/—

2=——==+b,dush =4
b

De maximale lengte is /(4) = L—l—l
i £ 4 4 4

42 a Fx)= 1Ox —%x4+2 - X
b G(x)=2-3x3=%xx
1 2
=l -9y 2=___ —
¢ H(x)=-x 2x e
d K(x)=¢-(Ix+1)°-1=L(Tx+1)0
e M(x)= gxé - %x3 = éx3(x3 -2)
-2 1
PSR B
f N(x)=-2x 1—§x 2—?—§
43 a Uit F(x)= (2 + D\x2+ 1= (22 + 1)'3 volgt
Fx) =112+ 1)+ 2x
F(x)=3x-(x2+ 1)
F(x)=3x\x2+1
F'(x) = f(x), dus Fis een primitieve van f.
: e S -
b Uit F(x) = m =-3° (x> = 1) volgt
F(x) = —g- —4(x— 1)+ 2x
, X
F'(x) —(x2 — 1y

F'(x) = f(x), dus Fis een primitieve van f.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Uit G(x) =a- (x2 + 6x + ])4 Vo]gt
G(x)=a-4(x>+6x+1)3-(2x +6)
G(x)=a-4(x2+6x+ 1)+ 2(x +3).

Dus moet gelden a4 -2 =1 ofwel a = %

De oppervlakte van dit gebied is
8
zj%x3dx= [Lxt]) = Loge— L.ot=256—1=255

Voor de snijpunten van de grafiek van /2 met de x-as geldt /(x) = 0.
4x—15x2=0
x(4-13x)=0

x=0of x= 2%
De oppervlakte van het gevraagde gebied is

2

22 2
1 _ 1 _ 8\2 _ 1(8)3 _ 128 _ 420
1 (4x—1302)dr=[20 =32 = (2- (5 -3 (5)) - @ =F =4%
Voor de snijpunten van de grafieken van fen /& geldt f(x) = A(x) ofwel
}Tx3 =4x—15x
%x3+ 1%x2—4x=0
}Tx(xz +6x—16x)=0

1x=00fx2+6x-16=0
x=0of (x+8)(x—2)=0
De snijpunten zijn bij x = =8, x =0enx = 2.

De gevraagde oppervlakte van het linker gebied is:
0
1 1 _[1 1 3]0 _
—R[ZX3 - (4x - lixz) dx = [ﬁx“ —-2x2+ §x3]_8 =

0 (& (-8)*—2- (-8 +1-(-8)) =128
en de gevraagde oppervlakte van het rechter gebied is:

2
1 1 _ 1 1 4] =
0j4x - 13x* - (1x3)dx = [2x2 —5x3 - Rx4]o =
1 1 _
(2.22_5.23_5.24)_0_3
Voor de snijpunten van de grafieken van f'en g geldt f(x) = g(x) ofwel

2\x = ‘1sz

8yx = x2

64x = x*

x(64—x%=0
x=00ofx?=64
x=0of x=4

De snijpunten zijn (0, 0) en (4, 4).

De oppervlakte van V'is ?(2\/; - %xz) dx =
- pl=

(‘31.4.\/1_é.(4)3)_0=

32_64_128_64 _64 _ ¢

3 127 12 12712
Examenvoorbereiding
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47 a

J(x) = g(x)

e -4+ 12x+16=1
—4x>+ 12x+16=0

x2=3x—-4=0
x=4Hx+1)=0
x=-lofx=4

De snijpunten zijn (—1, —1)en (4, 21 %).
4 4
Oj(§x3 —4x2+ 12x + 16 — §7)dx =0j(—4x2 +12x + 16)dx =

[—%x3 +6x% + 16x]: =
(-3-#+6-4+16-4) - (0) =74}

00=pen PQ=f(p)=%p> —dp?+ 12p + 16
De oppervlakte is van drichoek OPQ is

Le00-Po=Lp-(3p—4p?+12p +16).
Als de oppervlakten I en II gelijk zijn, dan moet gelden

P

jf (x)dx =2 - oppervlakte AOPQ

0

o 2 1.3 2
j(§x3—4x +12x + 16)dx=p-(§p —4p>+12p + 16)
0

[Lat =23+ 6x2+ 16x]) =2 pt—dp3+ 1292 + 16p
11—2p4—§p3+6p2+16p=%p4—4p3+12p2+16p
‘1_‘1)4_2%‘034_6],2:0

Pip—25p+6)=0

p=0of;p?=3p+6=0
p=00f3p>=32p+72=0
p=00fp=—32+6mof =—32_6M

De oplossing p =

32 +4/160
6

= 5% + % \/ﬁ voldoet.

1
Uit F(x) = 0 _ —10(x* + 4)"! volgt

x2+4
F(x)=-10+-1(x>+4)72- 2x
, . 20x
F(x)= 2+ 4y
dus F'is een primitieve van f.
4 20x -10 |*_ -10 -10 1 1
A4 = = = — :——+2:1—
@ lj(x2+4)2 T4l 1644 144 2 2

© Noordhoff Uitgevers bv
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49 a

50 a

178
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20x -10
A(p) J( 2+4)2 x2+4 |
-10  -10
AP = v a
10
Ap) =~y +2
Als A(p) = 155 dan is
10 9
— +2:17
p2+4 10
10 1
pr+4 10
p*+4=100
p>=96

Gegeven is dat p > 1 dus voldoet alleen p = \/% = 46.

De oppervlakte van het gebied tussen 1 en p en onder de grafiek van f neemt
toe als p toeneemt.

Dus is de grafiek van A4 stijgend.

De nulpunten zijn x = 0en x = 30.
Voor de inhoud van dit lichaam geldt

30

30
710,564 - \x(30 — x) > = [n-0,5642- x(30 - x)dx =
0

0
30
0,564 - [ (30x — x?)dx =
0
0,564 [15x2 = L3]2" = 0,564%x (13500 — 9000 — 0) ~ 4497
De inhoud is 4497 cm?.

Voor de inhoud van R geldt

7 ?(x%)zdx =n Tx3 dx = [%x“]g =
g 0
n((3-44) - (0)) = 64n

Voor de inhoud van G geldt: stel eerst het functievoorschrift van /™ op.

X = )’% dusy= x§ en ["(x) = x%.
8 8

n[(vfax=r [dav=n[3x]; =
0 0

ned-8-0=n-3-27=548n

Inhoud A4 vind je door eerst de beide gebieden samen te wentelen om de x-as
en deze inhoud te verminderen met inhoud G.

Gebruik de inhoudsformule voor een cilinder.

inhoud 4 =n - 8%+ 4 —inhoud G =256m — 64n =192n

Inhoud B vind je op een vergelijkbare manier.

inhoud B=n-4?-8 —inhoud R = 128n — 5427{ = 73%7[

Het verschil in inhoud tussen 4 en Bis 192n — 73 %n =118 gn.

f(x)=g(x) geeft 3 +1=x>+1
xX*=x*=0

X*(x=1)=0

x=0of x=1

De snijpunten zijn (0, 1) en (1, 2).

Examenvoorbereiding
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52 a

1 1
b De inhoud is gelijk aan nt Igz(x) dx—n jf 2(x)dx
0 0

1 |
n Igz(x)dx=7t I(x4+2x2+ dx=
0 0

n[be+2ae ] =n(be3e1)=18n
1 1

n [fA(x)dx=mn [(x0+2x3 + 1)dx =

0 0

17,1 4 1_ (l 1 )_ 9
m 5+ pat 4]y =n (G 1) = 1

. 1319 47
De inhoud van Vis 1 {5 — 133 =557.

J(x) =2x dus f(p) =2p

Een vergelijking van de raaklijn in Pis y = 2px + b.

Invullen van P(p, p?) geeft p>=2p - p + b, dus b = —p>.

Een vergelijking van deze raaklijn is y = 2px — p?.

Om het snijpunt van deze raaklijn met de x-as te vinden moet de vergelijking
2px — p?> = 0 worden opgelost.

p(2x —p) =0 geeft x = % p, dus de raaklijn snijdt de x-as in A(% 22 0).

De oppervlakte van AOAP is % . % prpr= ‘11 p.

Een vergelijking van de lijn OP is y = px.

S PANUR- O § S B [
De oppervlakte van V'is j(px x?)dx = [2 PX* = 3X ]0 =
0

1 3_123
3P — gD -

1

Lp-

‘11 pP= 1% . % P>, dus de oppervlakte van drichoek OAP is anderhalf maal de
oppervlakte van V.

5
dx -6
(4x-6)(x-3%)=5
4x2—14x—6x+21=5
42— 20x+16=0
X2=5x+4=0
(x—-1)(x—-4)=0

— . _nql
=x-33

x =1 of x =4, dus de coérdinaten van B zijn (4, %)

b Lijn  snijdt de x-as in (33, 0).
De inhoud van het omwentelingslichaam is gelijk aan

1

1 5 2 5 2 3
T[O'[(4x—6 dx+nlj(x—3§) dx =
=2 e+ 3;(—31)2(1—
T[Oj(4x—6)2 X nljx 5  dx =
=25 1 B
P AR

=25 _ =25 _ 1125\ _ _ (75 _ 25 , 125\ _ 175 A
"(—T —24)+“(0 3 8)_"(24 24+24)_24”0f724”°

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponentiele en logaritmische functies

55 a Zlog(36) — 2og(9) + 2og(5) =
2log(36 : 9 x 5) =2log(20)

b

(2]

Q.

o

-

56 a ‘Zlog(a) + Yog(b) =3
log(ab) = *log(8)

Examenvoorbereiding

Voor de inhoud van de omwentelingslichamen samen wentel je de gebieden
Ven Wom de y-as.
Gebruik de inverse van y = x2, datis y = \/;

s ](\/;)zdx = n[%xz]g = %nrz

Het omwentelingslichaam dat ontstaat door ¥ om de y-as te wentelen is een
halve bol met staal r, dus met een inhoud %mﬁ.
Als de inhouden van de twee omwentelingslichamen gelijk zijn, moet gelden

r =0 (voldoet niet) of % r=

Deze vlakdelen hebben gelijke oppervlakte als geldt
4
dx = j% \/; dx

(=1 %)

1. Slog(49) +2 - Slog(3) =

Slog(y49) + Slog(3?) =

Slog(7 + 9) = Slog(63)

2 + Slog(x) =

log(36) + “log(x) = ®log(36x)

=3 +Yog((%p)) =

Yog(473) + “log(81p?) =

“log(&) + Ylog(81p?) = “log(%} p?)

$log(2a) + Slog(a + 3) =
$log(2a(a + 3)) = ¥log(2a> + 6a)
4 - %log(x) — *log(x?) =
0log(x*) — Mlog(x?) = “llog(x?)

¢ a+4=2p0b
b21=%a+2
b=(Ja+2)
b=4Ga+2y

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv



d 3a++16a—2b=0
2b=3\a + 4Ja=Ta

b=35a

57 a Voor de inverse functie geldt x = *log(18 — 3y).

b a+1-3logh)=5

log(b) =10 — 2a
b= 310-2a

18 =3y =2~
—3y=2"-18
y=6-1%-0

De inverse functie is /™(x) =6 — % - 2%,
b Voor de inverse functie geldt x = =2 + 3log(2y — 1).
log2y—1)=x+2
2y —1=3"%2
y= % + % . 3x+2
De inverse functie is g™(x) = % + % 32,
¢ Voor de inverse functie geldt x =2

35y = %x
5-y= 3log(%x)
y=5- 3log(%x)

De inverse functie is /™(x) =5 — 3log(%x).

Voor de inverse functie geldt x = 10 — (%)y_l.

(=10
y—1= flog(lO - Xx)
y=1+3log(10 — x)

De inverse functie is k™(x) = 1 + %log(IO - X).

58 a 8-4v2=] d 2+5-7%=17
23+ (222 =20 2x =3log(7) - 1
3+2x+4=0 x=—1+1-3log(7)
2x=-7 5-7% =15
x=- % 74 =3

4x ="log(3)
x=1-7log(3)
b &-53=5-(1) e 6-log(x+4)=5!
572.5v83=5.57x Ylog(x +4) =3
1
—2+x+3=1—-x x+4=32
1
2x=0 x=3%-4=3-4
x=0
c 3¥H=7 f 3-4og(x—4)=6
2x + 1 =3log(7) Yog(x—4)=2
2x =—1+3log(7) x—4=42
x=-1+130g(7) x =20

59 a In2x-1)=3 ¢ \In(x) =11
2x-1=¢ In(x) = (11) =21
2x=1+¢3 x=¢e%
x=%+%é

© Noordhoff Uitgevers bv
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61 a

62 a

182
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2e5~¥=3 d e2¥=4

ev =11 2-x’=1In(4)

5-x=1n(13) x3=2—In(4)

x=5 —ln(l% x=3/ﬁn(4)

b =3e¥! ¢ b=1In2a) + In(3a)

Lp =t b =1n(6a%)

2a-1=1n(}b) 6a? = ¢

2a=1+ln(%b) @?=te

a=%+% ln(%b) a= —ebofa:—@
alleen a = éeb voldoet.

b=2In(a - 5) d b=

b =In(a~5) 3a+1=In(h)

a-5=e 3a=1In(b) - 1

a=5+e a=%ln(b)—%

1 1
SO=100) xrs
J O Er—

(3x + 5) - In(2)
2/(£) = 1500 - 0,94 - In(0,94)

sy = =2(1 = In(u)) - _71

_ 2
u(1 = In(u))?

h(x)=1"In*x)+ 2x - In(x) - i

s'(u) =

H(x) = In*(x) + 2In(x)

K(x)=3"*1+In(3) - 2x

J(£)=250-(1 +15-¢ 018571

J()==250+(1 +15-e018)72.15.¢70.18. —(,18
675

0,187, (1 +15- e—0,18t)2

J0=7

— 5adx+2. 1
F(x) = 5e%*2- 3
Fx) = 15 &3+

2x—-1_2
g ==g—=1-x

G(x) =2In|x| + x7!

1
G(x) = 2In|x| + <

Examenvoorbereiding
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63 a

64 a

-1
H(x)= 15— 3%

2 In@3)

_ 3. 35—x

HO= =005
a 36—x
HO= =003

K(x) = 4In|3x - 5|

'\

Voor de nulpunten geldt f(x) =0, dus
x2—4=0
x=2o0fx=-2

lim f(x) = 0 dus er is een horizontale asymptoot is y = 0.
X—>—00

S(x)=2x-e*+(x?—4)-e"
2x ¥+ (x> —4)-e¥=0
(x*+2x—4)-e¥=0

xX2+2x-4=0
—2+1420 —2—120
xX= of x =
2 2
x=—1—\Bofx:—1+\B
Zie de plot:

Het maximum is /(=1 —/5) = (-1 —=/5)2 = 4) - e"1 7" = 0,25.

Het minimum is f(—1 + \B) =((-1+ \/3)2 —4)-e 1"~ =8 51.

Er moet gelden F'(x) = f(x)

F(x)=Qx+b)-e*+ (x> +bx+c) e
F(x)=(x*+2x+bx+b+c)-e*

Als (x> +2x+bx+b+¢)-e*=(x*—4) - e* voor alle waarden van x
dan moet gelden2+b=0en b + c=—4.

Dusisb=-2enisc=-2.

De grafiek van f'ligt dan onder de x-as, dus is de oppervlakte
2 2

—[(x*=4)-e¥dx = [(-x2+4)-e¥dx =

-2 -2

(- +2x+2) T, =

(-4+4+2)-?—(-4-4+2)-e2=

6
2e” + 6e7* ofwel 2¢? + —
e

C(t)=160(e™ - —=02—-¢"- = 1)

C'(1) = —160(0,2¢ 702 — ¢7¥)

C(0) = ~160(0,2¢° — €”) = ~160 - —0,8 =128 >0

Dus de concentratie van het medicijn gaat direct na het injecteren stijgen.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Voor de maximale concentratie moet gelden C'(¢) = 0.

—160(0,2¢702 — ) =0
0,2e702 — e =(
0,2e702 = ¢

eio,2t = 5¢7¢

e0,8t =5

0,8z = In(5)

Lae = 15+ In(5)

De verticale asymptoot volgt uit e* — 10 = 0 ofwel e* = 10.

De verticale asymptoot is x = In(10).

0-1000

lim f(x) = ———
R T

Dus A4(0, 100) en B(In(10), 100).

e — 1000
e¥—10

e?* — 1000 = 100(e* — 10)

e?* = 1000 = 100e* — 1000

e —100e* =0

e¥(e¥—100)=0

e¥ =100, dus x = In(100) = 2In(10).

=100

De coordinaten van C zijn (2In(10), 100).

Dus B ligt midden tussen 4 en C.

g(x) = /() = 1 - In(x) +x.%_ |
gx)=In(x)+1-1
g(x) =In(x)

Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x) dus

xIn(x) — x + 1 =In(x)

xIn(x) — In(x) = x— 1
(x—Dln(x)=x—1
x—1=0of In(x)=1
x=lofx=e

£ is een primitieve van g, dus

2
(oo dx = (oo =
P

2pIn(2p) = 2p + 1 - (pln(p) —p + 1) =0

pIn(2p) =2 —1In(p) +1)=0
p#0dus2In(2p) —In(p)—1=0
In(4p?) —In(p) =1

In(4p) =1

4p=ce

_1
P=3¢

Examenvoorbereiding

=100, de horizontale asymptoot is y = 100.
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68 a

Voor de top geldt dat de afgeleide nul is
f(x)=e*+axe™=0

e™(1+ax)=0

ax=-1

x=—-—
a

N 1 -t 1
fl-3)=-dhems=-fe!
De coodrdinaten van de toppen zijn ( (l, —}1 . %)

1
Dus voor alle toppen geldt y = PR

1 1 1
Fa'(X)=Ee‘”‘+;°x°e“’“a—ge‘”"a

1 1
F/x)=—e¥+—-x-e™a——e~
a a a

F/(x) = xe™

dus F, is een primitieve van f,.

f1(x) = xe¥, dus Fy(x) = xe* — e".

Nu de snijpunten berekenen van f; met /.

xe¥=—x

e
xe¥ = xe™!
x=0of x=-1

De oppervlakte van het grijze vlakdeel is gelijk aan

0

1 0
j(—x - xe") dx= [éxz — xe* + ex] =
_ile -1

O-0+1)—(5+t+8)=1-3

Voor het minimum geldt dat de afgeleide f"(x) = 0.
f(x) =2%In(2) + 272+ =2In(2)

2¥n(2) = 2+-27>In(2) =0

2¥In(2) =2 - 27>In(2)

¥ = )=2x+l
3x=1
(=
2x 2 2x |1
2%+ 27)d
j( = " e |
2 i34 3

Q) 2@ In@)  2n@)  InQ)

De oppervlakte van de rechthoek in figuur 3 is 2k.
Als de oppervlakte van het grijze gebied uit figuur 2 en 3 gelijk zijn dan
geldt

33
2k In(2)
33
_1 8
k=5 nQ2) 2,43

© Noordhoff Uitgevers bv
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¢ Voor de coordinaten van P geldt P(p, 2 + 27%).

SINEERH

A—P>= _ 1
21"+221’—2;1 16

Als de vectoren AP en AQ loodrecht op elkaar staan, dan is AP - A0 = 0.

p-l+(2+22-2h.18=9

Invoer: y, =1 — xen y, = 0,8125(2 + 272¥ — 2,25)
Optie: snijpunt geeft x = —0,67448...

De x-codrdinaat van P is ongeveer —0,67.

Goniometrie

70 a 2sin(x) =3
sin(x) = —% 3

xX= l%n of x = 1%7{
sin(x) + cos(x) =0
sin(x)

o

+1=0
cos(x)

tan(x) = —1

_3 —13
x=jmof x=13mn

(2]

1+ 2sin(x)=0
sin(x) = =5

—11 15
x—16rtofx—16rt

o

cos?(x) = %
cos(x) = —% 3 of cos(x) = %\/3

_1 _5 —11 —13
x—6nofx—6nofx—16nofx—l6n

. 16+8
71 a Voor de evenwichtsstand geldt: y = ;= 12.
De periode is 13 — 5 = 8 en de amplitude is 4.

9
=17.

De verschuiving is
Dit geeft s(x) = 12 + 4sin(Z (x = 7)) ofwel
s(x) = 12+ 4sin(fn(x = 7).
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72 a

De horizontale verschuiving is nu 9. De overige parameters blijven gelijk.

c(x) = 12 + 4cos(Z (x - 9)) ofwel
cx)=12+ 4cos(%n(x - 9)).

2cos(3x) =1

cos(3x) =%

3x=%n+k°2n of3x:—%n+k-2n
x:$n+k-%nofx=—én+k-%n

Binnen het interval [0, 27] zijn de oplossingen:
x=$nofx=§nofx=%nofx= 1%n0fx= lgnofx= lgn.

sin(x + 1) = cos(3x)

cos(%n - (x + %n)) = cos(3x)

cos(37 = x) = cos(3x)
3x=gn—x+k-2nof3x=—{n+x+k-2n

dx=gm+k-2nof 2x=—yn+k-2n

_1 L1 —_1 .
xX=gentk-snof x=—gn+k-n

Binnen het interval [0, 27] zijn de oplossingen:

_1 -9 17 19 7 —17
x—16nofx—16nofx—16rtofx—116rtofx—8nofx—18n.

2sin’(x) =1
sin’(x) = %
sin(x) = 342 of sin(x) = —142

Binnen het interval [0, 27| zijn de oplossingen:
x=in0fx=%nofx= l}‘nofx= I%n.
2cos*(x) — sin(x) =1

2(1 = sin’(x)) — sin(x) = 1 =0

2sin?(x) +sin(x) = 1 =0

sin?(x) + %sin(x) - % =0

(sin(x) + 1)(sin(x) = 1) =0

sin(x) + 1 = 0 of sin(x) — % =0

sin(x) = —1 of sin(x) =5

—_

x=I%T[+k°2nofx=%n+k°2nofx:%n+k'2n

Binnen het interval [0, 27] zijn de oplossingen:

—11 _1 _5
x—lznofx—énofx—6n

tan(2x) = tan(x - %n)

2x=x— %n +k-m

X = —%n +k-m

Binnen het interval [0, 27] zijn de oplossingen:
x=%nofx= l%n.

\B +sin(2x) = 3 - cos(2x)
sin(2x) =43 * cos(2x)

sin(2x)
cos(2x) B \B
tan(2x) = \B

2x=%n+k'n
—1 .1
X=gnt+k-sm

© Noordhoff Uitgevers bv
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Binnen het interval [0, 2t | zijn de oplossingen:

1 —2 —11 —12
x=¢nof x=3mof x=1¢nof x=15m.

73 a f'(x)=3cos(2x)-2

74

75

76

188

b

(2]

o

-

(=3

o

(2]

Q.

o

1(x) = 6¢cos(2x)
g'(x) =3-2cos(x) * —sin(x)
g’'(x) = —65sin(x)cos(x)

_cos(x) + (1 +sin(x)) — sin(x)cos(x)

Hx) = (1 + sin(x))?
W) = cos(x)
) = T sin)?
o — 1 )
) = cos’(3x? +2) bx
yon 6x
) = cos’(3x? +2)
m'(x) = T @y cos(4x) - 4
, . 4cos(4x)
M) = S Sin(ay)
, . —2sin?(2x) — cos(2x) - cos(2x) * 2
m) = (sin(2x))’
,o —2(sin*(2x) + cos*(2x))
m) = (sin(2x))?
N -2
) = (sin(2x))?
Fx)=-3- % cos(2x) ¢ H(x)=4x- 6sin(%x)
Hx)=-1 % cos(2x)
G(x)=-3 sin(%n - x) d K(x)=x2— 2005(6 - 3x)

sin(x - %n) = sin(x) - cos(%n) —cos(x) - sin(%n) =

%- sin(x) — % 3 - cos(x)

cos(x + %n) =cos(x) cos(in) — sin(x) - sin(};n) =

12 cos(x) = 242 - sin(x)

cos(l %n - x) = cos(l %n) - cos(x) + sin(l %n) - sin(x) =
0+ cos(x) + —1 - sin(x) = —sin(x)

sin(x + lin) =sin(x) * cos(l %n) + cos(x) - sin(l %n) =

—% 2sin(x) — % 2cos(x)

f(x) =4sin(x) * cos*(x) — 4sin’(x) - cos(x)
f(x) =2 - 2sin(x) cos(x)(cos?(x) — sin*(x))
f(x) = 2sin(2x) cos(2x)

f(x) = 2sin(2x) cos(2x)

f(x) =sin(2 - 2x) = sin(4x)

Examenvoorbereiding
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77 a

in

[sin(x)dx =[-}eos@n]; =
1 2

ET[

0- (1)}
cos(x)

Los op in’(x) =

cos(x) = =2 - sin?(x)

cos(x) = —\2(1 — cos(x))
cos(x) = —\2 +2cos?(x)
2+ cos2(x) — cos(x) =2 =0

cos(x) =

22

4 )
cos(x) = —==1+2 of cos(x) = 3

2\2

De eerste vergelijking heeft geen oplossing, de twee oplossingen van de

tweede vergelijking met de kleinste x-coordinaten zijn x = %n enx=1 in.
Dat zijn de x-coordinaten van A respectievelijk B.

Als de grafiek van f,(x) = p—

van x waarvoor cos(x) =0 en p — sin*(x) = 0.

cos(x)=0alsx = %n + k - en voor deze waarden van x is sin(x) = 1 of
sin(x) = =1, dus p — sin?(x) = 0 geeft p = 1.

cos(x)

+4/9 ] _1-49
—Fo0 cos(x)——2 \E

perforaties heeft, zijn er waarden

=1

Hieruit blijkt dat de functie verticale asymptoten heeft en geen perforaties.

(0) = I% S = _71 en f(2n) = ]1, dus

P(O, 117), Q(n, _71) en R(2n, 11_7)

- o

p

Als PO L OR dan moet het inproduct nul zijn, dus

4

m—-—=0
7
p2n2=4
4
o T
y4 )
2 -2
P—H—Ofp—n—

© Noordhoff Uitgevers bv
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f(x) =6sin(x) — cos(2x)

Voor de toppen geldt dat de afgeleide nul moet zijn

1(x) = 6¢cos(x) + 2sin(2x)

6¢cos(x) +2sin(2x) =0

6cos(x) + 2 - 2sin(x)cos(x) =0

2cos(x)(3 + 2sin(x)) =0

cos(x) =0 of sin(x) = —1 % (geen oplossingen)

x= %n + k - (k geheel) zijn de x-codrdinaten van alle toppen.

De x-codrdinaten van de eindpunten van het lijnstuk zijn 1 %n —len
1

157‘( + 1.
f(I%Tt - 1) = 6sin(1%n - 1) —cos(3n —2)=-3,65796...
De afstand is —3,65796... — =5~ 1,34.

1 + cos(2x)
cos(x)

aan nul en de functie voor die waarde van x een limiet heeft.

1 +cos(2x)=0 cos(x) =0

cos(2x) = -1 x=%n+k-n

2x=m +k*2n

xX= %n +k-n

De enige waarden op het interval [0, 2r | die in aanmerking komen zijn

_1 —11
x=smenx=15m

Er is een perforatie als de teller en noemer van beide gelijk zijn

_ 1 +cos(2x) +1
S = cos(x)

_1+2cos*(x)— 1 o
S = cos(x)

f(x)=2cos(x) + 1 als cos(x) #0
limf(x)=2-0+1=1len lim f(x)=2-0+1=1,
x—)%n x—)l%n

De perforaties zijn de punten (%n, 1) en (1 %n, 1).

sin(x) + sin(2x) =0

sin(x) + 2 sin(x)cos(x) =0

sin(x) * (1 +2cos(x)) =0

sin(x) =0 of cos(x) = —%

De x-codrdinaat van B is een oplossing van cos(x) = —%,
dus x,; = %n.

Er moet gelden fa'(%n) =0.

f./(x) = cos(x) + 2a - cos(2x)

cos(%n) +2a- cos(2 . %n) =0
~I3+2a-1=0
a=1y

Invoer: y, = sin(x) + % 3 - sin(2x)
Venster: 0< x<m, 0<py<2
Optie: maximum geeft x =~ 0,96.

Examenvoorbereiding
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¢ Voor deze oppervlakte geldt

u

[ (sin(x) + a - sin(2x)) dx =

[—Ocos(x) - %acos(Zx)]g =
(1 -dar1) (1~ dae1)-

1- %a +1+ %a =2
De uitkomst is altijd 2 en onafhankelijk van de waarde van a.

Meetkunde en vectoren

81 ZDAF=90°—70° =20°
LEAF = ZAEF = ZAFE = 60°
ZBAE =90° —20° — 60° = 10°
ZAEB=90° —10° = 80°
ZCEF =180° — 80° — 60° = 40°
ZEFC=180°—90° — 60° = 30°
ZFCE =180° —30° —40° =110°

82 a

<

- N W B~ U1 OO N 0 W

X
4 5 6 7 8 9 10

o
-
N
w

b Het midden van zijde BC is het punt D(S s

2
De lengte van zwaartelijn AD is z, = \/(5% - )2 + (5% - 1)2 = 4%\/5

Danis AZ = % . 4%\5: 32.
¢ Het middelpunt van de omgeschreven cirkel is het snijpunt van de
middelloodlijnen van de zijden van de driechoek.

y
9
g c
7
6
5
4
3 B
2
" a
X
0 1 2 3—4 567 8 9 10
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Het middelpunt van de ingeschreven cirkel is het snijpunt van de deellijnen
van de hoeken van de driehoek.

<

- N W B U1 OO N 0 W

X
6 7 8 9 10

o
-
N
w
~
[¢]

Elke ruit is een vlieger: klopt, want de diagonalen zijn de symmetrieassen.
Niet elke vlieger is een ruit klopt ook, want de zijden hoeven niet even lang
te zijn.

Conclusie: deze bewering is waar.

Deze bewering is waar, want de overstaande zijden van een rechthoek zijn
evenwijdig en alle hoeken zijn even groot.

Deze bewering is waar, van een ruit zijn alle zijden even lang en als
bovendien de hoeken recht zijn, dan is er sprake van een vierkant.

In de figuur is een vlieger getekend waarvan de zijden AD en BC evenwijdig
zijn.

Dan geldt ZBCA = ZDAC (Z-hoeken) en vanwege de symmetrie in de lijn
BDis ZDCA = «£ZDAC.

Dus is drichoek SCD het spiegelbeeld van driechoek SCBen is BC = CD.
Dan zijn alle zijden even lang en daarom is A BCD een ruit.

Deze bewering is waar.

De driehoeken 4SBen CSD zijn gelijkvormig.
AC=16>+33=45=35
Dusis AS:SC=6:4
_6 _6 _ 14
AS={5 AC={5-35=1%45

CS=+-35=1145
ZDBA = ZBDC (Z-hoeken)

tan(£/BDC) =3 geeft ZDBC = 36,869...° dus ZDBA ~ 37°.

Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv



d tan(£BAS) =3 geeft ZBAS = 26,565...°
ZLABS = ZDBA =36,869...°
ZBAS + ZABS =26,565...° + 36,869...° = 63,434...°
ZASB=180° —63,434...° = 116,565...°
ZBSC =180° — LASB (gestrekte hoek)
ZBSC=180° —116,565...° = 63°

85 a BP=\0>+32=45=35
b AP=16>+5> =161
De driehoeken ABS en CPS zijn gelijkvormig met verhouding 3 : 8.
AS=FAC=F AR+ =5-10=75;

D DP
d sin(£DAQ) = A_g en sin(£DAP)=——

AP
DQ DP
/ =/ 1§ — = —
Omdat ZDAQ DAP is p T ofwel

DQ+-AP=AD-DP

DO-\61=6-5
_6-5_30
Pe=Tor

e Uit tan(£PAD) =2 volgt ZPAD = 40°.
f Uit tan(£DPQ) = ¢ volgt ZDPQ =~ 50°.

g tan(£BAC) = geeft ZBAC =36,869...°
LAPB= /ZBPC (Z-hoeken)
tan(£BPC) = g =2 geeft ZBPC =63,434...° dus LABP = 63,434...°
ZBAC+ ZABP =36,869...° + 63,434...° = 100,304...°
ZASB=180° —100,304...° = 79,695...°
ZASP = 180° — LASB (gestrekte hoek)
ZASP =180° —79,695...° ~ 100°

86 a B=180°-60°—75°=45°

a _ b ¢
sin(o)  sin(B)  sin(y)
a b 8,2

Sin(60°) _ sin(45°) _ sin(75°)
_ 8,2+5in(60°) 7 denh= 8,2 - sin(45°) 6.0
© sin(75°) no= sin(75°)
15 183 ¢
sin(45°)  sin(B)  sin(y)

, 18,3 - sin(45°)
SIH(B) = T

¥=180° - 45° — 60° = 75°

_ 15-5sin(75°)
"~ sin(45°)

geeft B ~ 60°

~20,5
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b*=a?+ ¢? = 2ac - cos(P)
P2=932+572=2-93-57-cos(30°)

b*=127,1639... geeft b =+27,1639... =5.211... dus b = 5,2.
9,32=5211...2+5,72=2+5211... - 5,7 - cos(cx)

9,32-5211..2— 5,7
-2-5211...+5,7
v=~180° —30° — 117° = 33°
B =180° — 35° — 100° = 45°
a 125 c
sin(35°)  sin(45°)  sin(100°)
_12,5-5in(35°) _ 12,5-5in(100°)

cos(ar) = geeft oo = 117°.

~10,1 en ¢ = ~17.4
Sin(45°) AT T @50 :
BC2= AB + AC? = 24B~ AC - cos(£A)
BC2=412+832-2-4,1-83cos(120°)
BC=10,942.... ofwel BC~ 10,9
10942... 83 4l
sin(120°)  sin(£B)  sin(£C)
g 83sn(200)
SIN(AB) =0 o4y, dus£B=
ZC~180° — 120° — 41° = 19°
8,3 4,1 , 4.1 - sin(120°)
= ft sin(£C) = ~————— dus £C=25,327...°
Sn(120°9)  sin(ZC) et sin(£6) 8,3 e ’
ZC=25°

ZB=180° — 120° — 25,327...° = 34,672...° = 35°
83 AC
sin(120°)  sin(34,672...°)

~8,3+5in(34,672...°) 5
B sin(120°) e

AC

De straal van de cirkel is 4 cm.
De oppervlakte van de cirkel is 7 - 4> = 16m cm?.
De hoogte van een gelijkzijdige drichoek met zijde 4 cm is

V42 =22 =112=2\3cm.

De oppervlakte van de gelijkzijdige driechoeken samen is
6+5-4-23 =243 cm?.

243
16m
cirkel wordt bedekt door de zeshoek.

Uit

De oppervlakte van vierhoek ABCPis3 -6 + % +5-6=18+15=33.

b De oppervlakte van drichoek APC is % *3:6=09.

194

De driechoeken ABS en CPS zijn gelijkvormig met verhouding 3 : 8.

De hoogte van drichoek ABS is % 6= %.

De oppervlakte drichoek ABS is % -8 % = % =1757.

—

Examenvoorbereiding

=0,82699... volgt dat ongeveer 82,7% van de oppervlakte van de
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90

71

92

93

De oppervlakte van ASPD is gelijk aan de oppervlakte van driechoek ACD
min de oppervlakte van drichoek CPS.
De oppervlakte van drichoek ACD is % +8:6=24.

De hoogte van driehoek CPS is % c6= %

De oppervlakte van driechoek CPS is % +3- % = %Z = 2%.

De oppervlakte van vierhoek ASPD is 24 — 2% =21 %.
De straal van de cirkels is % -(10-6)=2.

De omtrek van ABCDEF is
10434521 2+ 6+5+21 -2+3=22+21 ~283 cm.

De oppervlakte van ABCDEFis10-3+6-2+2- ‘11 cm +22=42+ 21 ~48 cm?.

De stralen MR en MQ staan loodrecht op de raaklijnen. (raaklijnstelling)
De punten R en Q liggen op de cirkel met middellijn PM. (Thales)

Noem het raakpunt op de linker cirkel S en die op de rechter cirkel 7.

Dan zijn de driehoeken MSQ en NTQ gelijkvormig (overstaande hoeken bij
0 en rechte hoeken bij de raakpunten) met verhouding 8 : 3.

Dan geldt MQ : ON =8 :3. Dus geldt (PQ +8): (QR+3)=8:3.

Stel PO = x danis QR =22 — x.
(x+8):(22—-x+3)=8:3
x+8 8
25-x 3

3x +24 =200 — 8x

11x =176

x=16

Conclusie: PO =16en QR = 6.

—

a 2 +b

ﬁ:(g)enrc:(g)

SO

V64 +36-4169+9 10-178
Z(AB, AC)=23,387...° dus Z(AB, AC) ~ 24°.

cos A(E, R) =

© Noordhoff Uitgevers bv
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Teken een cirkel met straal 6 cm en als middelpunt het eindpunt van

de vector v_v) Teken de snijpunten van deze cirkel met de kustlijn Deze
snljpunten zun de elndpunten van de twee mogelijke vectoren w

Ergeldtw =w +wd, dus wd —wr.
Teken de twee mogelijke vectoren w 4 Op basis van w =

____________
- -~
- ~
-
s~

—

W_W

land

b Omdat v_v)z loodrecht staat op de kustlijn, is de hoek van w, met de lijn

196

oost-west ook 30°.

. (3cos(30°)) (2 ,598.. )
WZ

35in(30°) -1,5
— _[-5cos(45°)\ _(—3.,535...
471 -5sin(45°))  |-3,535...
o o o e -0,937...
WeT W T WA B W T s 135,

W= \(=0,937...)% + (=5,035...)> =26,235...

De snelheid van de resulterende wind is ongeveer 5,1 m/s.

Examenvoorbereiding
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De straal van de cirkel is MA = \](3 —4)2+(2-0)2=45.
Een vergelijking van de cirkel is (x — 3)> + (y — 2)?> = 5.

.. . Lo o e, 0= 4
Van de lijn 4C is de richtingscoéfficiént = —1 en het startgetal 4.

Een vergelijking van de lijn ACis y =4 — x.

Deze vergelijking invullen in de vergelijking van de cirkel geeft

(x=32+@-x-27*=5

(x=32+@2-x?=5

X>=—6x+9+x2—4x+4=5

2x2—-10x+8=0

x2=5x+4=0

x=-D(x-4)=0

x=lofx=4

Bij punt Fhoort x =1endus y =4 — 1 =3 ofwel F(1, 3).

Omdat C(0, 4) en S(2, 2) is het midden van lijnstuk CS het punt (1, 3).

Conclusie: Fis het midden van lijnstuk CS.
— (1=-3) (-2} — [4-3) [1
=)= =3[
— s [=2
MF-MB—( 1 )(2
De cirkelsector BMF is een kwart cirkel.

Punt G is het midden van lijnstuk OS, dus G(1, 1).

ARG R N

m-m:(_z)-(1):—2-—1+1-—2:0dus4(m,m):90°.

-1/ \-2
De cirkelsector GM A is ook een kwart cirkel.

De oppervlakte van de twee cirkelsectoren BMF en GM A samen is dus gelijk

aan de helft van de oppervlakte van de cirkel.

—_— 2_ 2_
e
B AN
AD 1 AB en AD = AB
DanisA_D)=( 1 )

2-p

— — —_— +
oD =04 +4D =|P| + ‘-’): L
q \2-p) 2-p+tq
B(2, 0) dus M(1, 0)
i =[ o=, )
q-0 q
) + _
ED=00-0E= P9 |-(P79=[ M
2-p+gq +gq 2-2p
MA-ED =" || | =p-D-2+q-2-2p)
q 2-2p

=2pg—2q+2¢—2pg=0
Hieruit volgt MA 1 ED.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Lijnen en cirkels

97 a k:10x-5y=7 r3x+6y=-5
S5y=10x—-7 6y=-3x-5
_ 2 _ 1 5
y—2x—1§ y=—3x—¢
b Ly=-3x+5 s:3x+y=10
3x y
3x+y=5 —+-—=1
S 1010
3_X+J_/:1 i'|'L=1
5 5 3% 10
x Y
_+_=1
5
g 5
¢ De richtingscoéfficiént van /is —3, van k is 2, van r is —% envan sis —3.

De lijnen k en r staan loodrecht op elkaar want 2 - —% =-1.
98 a Uit8x—4y=7volgt -4y =—8x+ 7dus y =2x — 1%.

De richtingscoéfficiént van /is 2.

Een loodlijn hierop heeft richtingscoéfficiént —%.

b Invullenvanx=4eny=-3iny= —%x + b geeft =3 = —% +4 + b ofwel
b=-1.
Een vergelijking van de loodlijn uit P op /is y = —%x - 1.

S L[4 . (5
99 a De richtingsvector van m is (_ 5 dus een normaalvector is ( 4).
x=-3en y=2invullen bij 5x + 4y = ¢ geeft ¢ = —7.
Een vergelijking van m is Sx + 4y = —7.
b y=0geeft2-51r=0dusA =%

Voor de x-coordinaat geldt dan x = =3 + % 4=-1 %

Het snijpunt met de x-as is (—1 %, 0).

100 a dp,n=20230% 26 )5

2+ 13
Kies op één van de lijnen een punt. Bijvoorbeeld P(1, 1) op m.
n3x—y+2=0
B-1-1-1+2] 4

_ 4 2 =2
d(P,n)= N —\/E—S\/Edusd(m,n)—sxlm

o

8x—y=234 ft{56x—7y:238

101 a Oplossen met elimineren van { b+ Ty=2 geeft) " Ty=2

Deze twee vergelijkingen optellen geeft 60x = 240 ofwel x = 4.
Dit invullen in 8x — y = 34 geeft

8-4-y=34
32-y=34
y=-2

Het snijpunt van / en m is het punt (4, —2).
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103

lap + bg + |

\a® + b?

B:p—1-q=34 |4-p+T7q-2|

P(p, q) invullen in de afstandsformule d(P, /) = voor de lijnen

8x—y=34endx + Ty =2 geeft

1/824_(_1)2 142+72

8p—q—34] |4p+7g-2
Bp = q =3 _BP* 7972y sy — g - 34 =p+ 7g - 21

V65 V65

Deze lijnen zijn de bissectrices van de hoeken gevormd door de lijnen / en m.

8qp—qg—34=4p+T7qg-2 of 8p—qg—34=—Up+79g-2)
4p—8¢g—32=0 of 12p+6g—36=0
p—2g—8=0 of 2p+qg—6=0

Vergelijkingen van de bissectrices zijn x — 2y =8 en 2x + y = 6.
Deze zijn ook te schrijven als y = %x —4eny=-2x+6.

Omdat % - —2 = —1 staan deze bissectrices loodrecht op elkaar.

2
De richtingsvectoren zijn (5) en (

3
2:1+5-3] 17

V29410 {290

.. (1 L .
Een normaalvector van de lijn 6y + x = 1 is ( 6)’ dus een richtingsvector is

cos(o) = geeft o= 3°.

6 7
(_ 1 De richtingsvectoren zijn (_ L en ( )
6:-7+-1-2 40
cos(a) = | _ geeft o~ 25°.

37453 37453

Co (1 2
De richtingsvectoren zijn | ) en 1)

1
Omdat (_

2
2) . ( 1) = 0 snijden de lijnen elkaar loodrecht en is de hoek 90°.

{3x+y=1 geeft{9x+3y=3
9x —-2y=13 Ox -2y =13
Deze vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 5y = —10 dus y = -2
Danis3x+ -2 =1 ofwel x = 1.
De oplossingis x =1en y = —2.
{7a +3h=-10
a=%b—7

De onderste vergelijking substitueren in de bovenste geeft
7-(L6=7)+3b=-10
33b—49+3b=-10

63b=39
b=6ena=1-6-7=—-4
De oplossingisa = -4 en b = 6.
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+2y= = =
104 a {3x 2y=7 {3x+2y 7 ; 1{3x+2y 7

Sc=1)=2x— ) I5x=5=2x-2p "V |3x + 2y =5

Deze vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 0 = 2.
Dit stelsel is strijdig, dus zijn er geen oplossingen.
{y= 12x-7 ; {4y=7x—28 us{—7x+4y=—28
x=3y+4 Tx =4y + 28 Tx — 4y =28
Deze vergelijkingen optellen geeft 0 = 0.
Dit stelsel is afhankelijk, dus zijn er oneindig veel oplossingen.
{x +y=3
x—-y=3
Deze vergelijkingen optellen geeft 2x =6 dus x =3 en y = 0.
Dit stelsel heeft één oplossing.
{4x -2y=5 gooft {y =2x-21
y=2x+2 y=2x+2

Deze vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 0 = —4 %
Dit stelsel is strijdig, dus zijn er geen oplossingen.

3Ax-y+5=0
S5x+py+gq=0

15x =5y +25=0

105 Het stelsel
a esese{ 15x 4 3py+ 3¢ =0

is te herleiden tot {
Dit zijn twee evenwijdige of samenvallende lijnen als —5 = 3p.

Dusals p=—1 %

ISx =5y +25=0 {15x—5y+25=0

_ 12 .
p = —13invullen in het stelsel{15x+ 3y + 3q:Ogee 15x = Sp+3¢=0

Als 3g =25 ofwel ¢ =8 %, dan is het stelsel afhankelijk.

b Voor p=-1 % en q# 8% is het stelsel strijdig.

106 a (x+4)2+)2=25

Middelpunt (—4, 0) en straal r = 5.

b (x—12)2+)*=8y=0
(x—122+(y—-4)72-16=0
(x—122+(y—4)2=16
Middelpunt (12, 4) en straal r = 4.

¢ X2+ +10x+4y=1
X2+10x+)y?+4y=1
(x+52-25+(y+2)2-4=1
(x+52+(+2)2=30

Middelpunt (-5, —2) en straal r =+/30.
d x2+)?=-5x-7y=10
X>=5x+y>=7y=10

(x=20P-6l+(y-31P-121=10
(=28 + (v 3 =281
Middelpunt (2%, 3 %) en straal r = @
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X2+’ +5x—-6y+16=0

X2+5x+)?=6y+16=0
(x+21-65+(-32-9+16=0
(x+22f+0-32=-3

Omdat —% < 0 stelt de vergelijking geen cirkel voor.

Invullen van x = =3 in (x + 1)> + (y — 4)> = 40 geeft
(=3+1)>+(y—4)=40

(y—472=36
y—4=-60fy—-4=6
y=-20f y=10

De snijpunten zijn (=3, —2) en (=3, 10).
Invullen van x =1 — 5y in (x —4)> + (y — 2)* = 13 geeft
(I1=5y—-42+(-272=13

Gy +3)P+(p-22%=13

2512+ 30y +9+ > —4y+4=13
26)2+26y=0

26p(y +1)=0

y=0of y=-1

x=lofx=6

De snijpunten zijn (1, 0) en (6, —1).

y =x+ 3invullen in x? + y> =9 geeft
x>+ (x+3)?=9

X2+ x>2+6x+9=9

2x>+6x=0

2x(x+3)=0

x=0of x=-3

y=30f y=0

De snijpunten zijn (0, 3) en (=3, 0).

y =2x+ 3invullen in x> + > — 6x — 7 = 0 geeft

X2+ 2x+3)2-6x-7=0

X2 +4x2+12x+9-6x—-7=0

5x2+6x+2=0

D=6>-4-5-2=—4

Omdat D < 0 heeft de laatste vergelijking geen oplossing en dus zijn er geen
gemeenschappelijke punten.

De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 6x — 36y — 30 = 0.
x—6y—5=0

x=6y+5

Dit laatste invullen in de vergelijking van cirkel ¢, geeft

(6y +5)>=8(6y+5)+y>—12y—22=0

36)? + 60y +25—48y —40 + »* — 12y =22 =0

37y?=37=0
V=
y=-lofy=1

x=6-—-1+5=-lofx=6-1+5=11
De snijpunten zijn (-1, —1) en (11, 1).
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€ X2+ 6x+9+ 2 =24y + 144 =100

X2+ P+ 6x—24y+53=0

X2 =2x+1+32=20

X2+ y?=2x—-19=0

De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 8x — 24y + 72 = 0.
8x =24y -T2

x=3y-9

Dit laatste invullen in de vergelijking van cirkel ¢, geeft
By—=9-112+y*=20

By = 10)2 +y*=20

9y? — 60y + 100 + »?> =20

10y> =60y +80=0

-6y +8=0
y-49H0r-2=0
y=4of y=2

x=3:4-9=30fx=3:2-9=-3
De snijpunten zijn (3, 4) en (=3, 2).

Het middelpunt M van ¢: (x —2)>+ (y — 1)>=101is M(2, 1).

2
De lijn MP heeft richtingscoéfficiént —— = —3.

De raaklijn heeft richtingscoéfficiént 3.
x=—leny=2invullen bij y =3x+bgeeft2=3-—-1+bdusb=>5.
Een vergelijking van de raaklijnis y = 3x + 5.
xX>+?=10x—4y+20=0

x>=10x+)? =4y +20=0

(x=5)2-25+(y—2>-4+20=0

(x=52+(-2=9

Het middelpunt M van ¢ is M(5, 2).

De lijn MP loopt verticaal, dus de raaklijn in P loopt horizontaal.
Een vergelijking van de raaklijn is y = 5.

y =ax invullen in (x — 2)> + (y — 6)> = 20 geeft
(x = 2)2 + (ax — 6)2 = 20

x2—4x+4+ a2xr - 12ax +36=20

(@ + D)2 + (—4 — 12a)x + 20 = 0
D=(-4—-12a2-4-(a®+1)-20

D = 1444 + 96a + 16 — 804> — 80

D = 64a> + 96a — 64

D =0 geeft 64a*> + 96a — 64 =0

@+13a—-1=0
(a+2)(a—%)=0

a=-2ofa= %
Voora=-2ena= % raakt lijn / cirkel c.

Het middelpunt van cirkel ¢: (x — 1)> + (y — 1)> = 251is M(1, 1) en de straal is 5.

De afstand van M(1, 1) tot lijn / met vergelijking 3x + 2y = 23 is
3+2-23 18
=—=4,9923<5.

V+2 13

Conclusie: lijn / snijdt cirkel ¢ in twee punten.

Examenvoorbereiding
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De vergrote cirkel raakt lijn k als de straal van de vergrote cirkel gelijk is aan
de afstand van het middelpunt M tot lijn k.
1-1-8 8

e+ (-1 2

De afstand van M(1, 1) tot k: x — y =8 is = 4\5.

De straal van de vergrote cirkel is 442.

(x=35%+(—-32=52
Omdat LZMAP = ZMBP =90° (Thales)
Het middelpunt van ¢, is het midden van M P, dus (0, 2).

Destraalis%MP=%\/m:%W:\/2f6.

Een vergelijking van ¢, is x> + (y — 2)> = 26.

e (x =57+ (y=372=52
x2—10x+25+)2 -6y +9=52
xX>+2=10x—-6y—-18=0

Gt (y—2)=26
X2+)y2—4y+4=26
X2+y2—4y-22=0

De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft —10x — 2y + 4 = 0.

10x +2y =4

Sx+y=2

y=2-15x

Invullen in x2 + (y — 2)? = 26 geeft x> + (—5x)? = 26.

26x2 =26

x>=1

x=-lofx=1

y=Tof y=-3

De raakpunten zijn 4(—1, 7) en B(1, —3).

i

1

=

De raaklijn AP heeft richtingscoéfficiént

x=-1 eny=7invu11eniny:1%x+bgeeft7=l%°—l+bdusb=8%.

Een vergelijking van raaklijn APisy =1 %x +8 %

2

I

De raaklijn BP heeft richtingscoéfficiént

x:1eny=—3invulleniny:—%x+bgeeft—3:—%-1+bdusb=—2%.

Een vergelijking van raaklijn BPis y = —%x - 2%.

D=4l

Invullen in ¢: (x — 5)> + (y — 5)> = 10 geeft (A — 5)> + (mA — 5)>=10.
LB —10A+25+m A2 — 10mA +25=10

(m2+ DA+ (-10m - 10)A+40=0

D=(=10m — 1012 — 4+ (m? + 1) - 40

D = 100m? + 200m + 100 — 160m?* — 160

D = —60m?* + 200m — 60

D = 0 geeft —60m?> + 200m — 60 = 0.

3m>=10m+3=0
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D=(-102—-4-3-3=64

10+8 _10-8
6 ComTTeT TS

De vergelijkingen van de raaklijnen zijn y =3xen y = %x.

X 12 1

= +
b= (2)
Invullen in ¢: (x — 1)> + y2 =25 geeft (11 + A )? + (mAh — 2)> = 25.
A2+ 224+ 121 + m?? — 4mA+ 4 =25
(2 + D2+ (22— 4m)A+100=0
D=(22—4my —4-(m2+1)- 100
D = 16m? — 176m + 484 — 400m? — 400
D =—-384m* — 176m + 84
D =0 geeft —384m> — 176m + 84 = 0.
96m*+44m —21=0
D=44*—-4-96--21=10000

m:

—44+100 4 of -44-100 4
m=———== m=———=—-=
192 A 192 4

m=%geefty=%x+b

x =12 en y = =2 invullen geeft —2=%' 12+bdusb=—5%.
m=—%geefty=—%x+b

x =12en y = -2 invullen geeft -2 = —%- 12+bdush="17.

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = %x - 5% eny= —%x +7.

Cirkel ¢: (x = 5)* + (y — 4)*> = 20 heeft middelpunt M(5, 4) en straal r = \/ﬁ
MQ=A(5-2)>+ (4~ 107 =19+36 =145

Dan is d(Q, ¢) =45 — 20 = 3y/5 — 24/5 = 5.

Cirkel ¢: x>+ y?> = 2x — 8y + 12 =0 ofwel (x — 1)> + (y —4)> = 5.

Het middelpunt is M(1, 4) en de straal is \/3
MQ=(1-9)>+ (4 -8 =64 + 16 =80

Dan is d(Q, ¢) =80 — 5 = 45 — /5 = 3\/5.

Uit x>+ )% +2x =2y =0volgt (x + 1>+ (y = 1)> = 2.

Dus ¢, heeft middelpunt (—1, 1) en straal r =+/2.

Cirkel ¢,: (x — 4)? + (y — 6)* = 8 heeft middelpunt (4, 6) en straal 8 = 242.
De afstand tussen de middelpunten is \5% + 52 =+/50 = 542.

De afstand tussen de cirkels ¢; en ¢, is 52 =22 -\2=202.

Cirkel ¢: x? + y? = 20 heeft middelpunt (0, 0) en straal 420 = 2v/5.
De afstand van het middelpunt (0, 0) tot de lijn /: x + 2y = 15 is
1-0+2-0-15 15
| IEERYS

V12 +22 \5

De afstand van cirkel ¢ tot lijn /is 3y/5 — 2¢/5 = /5.
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l:y=%x—7%geeftx—2y—15=0

Het middelpunt van de cirkel is M(—2, 4) en de straal is 420 = 2v/5.

[-2-2-4-15 25
_— = — = 545.
1+4 V5 ¥

De afstand van cirkel ¢ tot lijn /is 55 — 245 = 31/5.

d(M, 1) =

xX2+6x+)?—8y—-75=0
(x+3)?>=-9+(—-47>-16-75=0
(x+3)2+(y—4)2=100

Cirkel ¢ heeft middelpunt M(—3, 4) en straal r = 10.
x=-3eny=4invullenin y =2x + p geeft 4 =2 - -3 + p.
Dus p = 10.

y=2x+pgeeft 2x+y—p=0.

d(c, 1) =5 geeft d(M, [,) =10 +5=15
[-2--3+1-4-p|
224 (—1)?
110 — p|

V5

10-p=—15y50f 10— p=15/5
p=10+15y50f p=10- 155

15

=15 ofwel |10 — p| = 15y5.

Bedenk dat ZACB = 90° (Thales)

De driehoeken ABC en ACD zijn gelijkvormig.

Immers /BAC=/ZCAD en ZACB= ZADC (90°).

Omdat de driehoeken ABC en ACD gelijkvormig zijn, geldt
AB_ BC _AC

AC?= AB- AD.
ac_cp_ap

Een vergelijking van de cirkel is x> + y* = 72,
Als C(p, q) op de cirkel ligt, geldt dus p? + ¢*> = 1%

AB=2r,AD=p+ren AC=\(p+r)>+ .
\(p+1)+q

AC?=p*+2pr+ 12 + ¢?
AC?=2pr + 217
AB-AD=2r-(p+r)
AB*+ AD = 2pr + 212

Dus geldt AC?= AB- AD.

2
AC? = geeft AC?=(p +r)>+ ¢~

AB = (_2) dusis BC = (4)
Danis C(5+2,1+4)en D(1 + 2,3 +4)ofwel C(7,5)en D(3, 7).
Uitm, =1,m, =2, my =3 enm, =6 volgt m = 12.

+ = + 2

1 5\ 5 (7 3

3 Tzl T s| 1zl

1 10\ (21 18 1 (50
+ + + ==

3 2 15) \42]] 12162

—
o7-|
De codrdinaten van het zwaartepunt zijn Z{4, S¢).

21
Z_

12

2 6
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Dan is m =3 + m, en geldt

NS N w3
+3+m4 1 +3+m4 5 +3+m4 7 -

->_ 1
Z_3+m4(3
E
53

3
5

1+5+7+3m,
34145+ 7m,

13+ 3m,\ _ (33
9+ 7m, 5%

1
3+ my

1
3+my

13+ 3m, =333+ my) en9+7m, =51 (3 +my)
13+ 3m, =103 + 3L myen 9+ 7m, = 163 + 53 m,
tmy=23en1im,=71
my=735

x,=1(5+8+11)=8eny,=12+-2+9)=3
De coordinaten van het zwaartepunt zijn Z(8, 3).

Punt S is het midden van zijde AB. Dus S(6%, 0).

cs =41 +92=+1011=1405 =415
Het zwaartepunt verdeelt de zwaartelijn in twee delen in verhouding 1 : 2.

Dus CZ=3-415=35.

x,=50+4+p)=15+ipeny,=1(6+0+9)=5
Alle punten Z hebben dezelfde y-codrdinaat en liggen dus op een
horizontale lijn. Een vergelijking van die lijn is y = 5.

C(p, 9 en Z(11+1p 5) geeft CZ=(p- 11 -1p) + (9 - 512

Uit CZ=6%volgt: \/(%p— 1%)2+ 16=6%.
2 1\2 _ (202
(Gp-13)+16=(%)

Syt r16="

4p2 — 16p + 16 + 144 = 400
pP—4p—60=0

(pt6)(p—10)=0

p=—60of p=10

Als AABC een rechthoekige driehoek is, dan is ¢én van de zijden een
middellijn van de cirkel (Thales).

Zijde 4B kan niet een middellijn zijn.

Als zijde BC een middellijn is, dan is C het punt (0, 8).

Als zijde AC een middellijn is, dan is C het punt (=4, 6). Spiegel daartoe
punt A(4, 0) in het middelpunt (0, 3) van de cirkel.

Omdat AB = AC, ligt punt C ook op de cirkel met middelpunt A(4, 0) en

straal AB = \4% + 22 =+)20.

Een vergelijking van deze cirkel is (x — 4)* + y? = 20.

X2+ (y = 3)?> = 25 herleid je tot x> + y*> — 6y + 9 = 25 of ook x? + y? — 6y = 16.
(x = 4)> + »? = 20 herleid je tot x> = 8x + 16 + y> =20 of ook x* + y*> — 8x = 4.
De vergelijkingen van elkaar aftrekken geeft 8x — 6y = 12 ofwel 8x = 6y + 12

dusx=%y+1%.
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Invullen bij (x — 4)> + y? = 20 geeft (%y + 1% - 4)2 + 2 =20.

(-23) +»=20

TP =33y +65+)7=20

152 =33y -132=0

2512 = 60y —220=0

502 =12y —44=0
D=(-122-4-5--44=1024

C12+32

), . _12-32
TR B

10

=2

y = =2 levert punt B op.

y:4%geeftx=%-4%+1%=4%

. q: .. 4 42
De coordinaten van C zijn (4 3 43).

Een vergelijking van c is (x — 1) + (y — 7)> = 25.

x =ten y=2tinvullen geeft (r — 1)> + (21 — 7)*> = 25.
2=2t+1+42—-28¢+49=25

512 =30t +25=0

2—-6t+5=0
(t—=D@E-5=0
t=1loft=5

De snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10).

Als P op lijn k ligt, dan zijn 4, B en P niet de hoekpunten van een driehoek.
In dat geval is P het snijpunt van de lijnen &k en m.

0-10

40-0 ¥

De richtingscoéfficiént van lijn k is

Een vergelijking van kis y = —}lx + 10.

Snijden met m geeft 30 — 37 = —§ (18 + 57) + 10.
30-3t=-4-111+10

3, _ 1
-1 4 = —24§
t=14
De coordinaten van P zijn (18 + 5- 14, 30 — 3 - 14) ofwel (88, —12).

Als ZAPB =90° dan is AP - BP =0.

. [(1845/  —— [-22+5¢
AP‘(zo—w)en _(30—3t
18+ 51 (=224 51\ _
20-3¢7) \30-3¢)

(18 + 50)(=22+ 50+ (20— 3H(30—-31)=0
=396 + 907 — 1107 + 252 + 600 — 60 — 901 + 92 =0
3412 - 170t +204 =0

2-5t+6=0
(t=3)(t—=2)=0
t=3o0fr=2

t =2 geeft P(28, 24).
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AP =287 + 14> =980 en BP = V122 + 24> =720

Als t =2, dan is AABP wel rechthoekig, maar niet gelijkbenig.
t = 3 geeft P(33, 21).

AP =332+ 112=+/1210 en BP = \7* + 212 =490

Als t = 3, dan is AABP wel rechthoekig, maar niet gelijkbenig.
Conclusie: er is geen punt P z6 dat AABP een rechte hoek heeft bij P én
gelijkbenig is.

Een vergelijking van ¢ is (x — 14)> + (y — 8)*> = 100.
Snijden met de x-as geeft (x — 14)> + (0 — 8)> = 100.
(x — 14)2 + 64 = 100

(x—14)2=136
x—1l4=—60f x—14=6
x=8of x=20

De snijpunten zijn 4(8, 0) en B(20, 0).
m=m +m,=3+1+2=6

N ETNETRE

o ¢ 1\o
De coordinaten van het zwaartepunt zijn (12, 2%).
Noem P de projectie van M op de x-as, dan is P(14, 0).
Noem r de straal van cirkel d, dan geldt:
NP=14-r
PM=38
NM = r + 10 (rakende cirkels)
Verder is ANPM rechthoekig, dus geldt
PN? + PM? = NM? (Pythagoras)
(14 = r)> + 8 =(r + 10y
196 — 287 + 1 + 64 = r2 + 20r + 100
—48r = —160
r= 3%
De straal van cirkel d is 3 %

—+

AN

Verdeel de figuur in drie rechthoeken elk met oppervlakte 4.
De punten K, O en I zijn de snijpunten van de diagonalen in de
respectievelijke rechthoeken.

Dangeldtz :%-O_d +14—2'5I>+14—2-W :%(Z +;).

Examenvoorbereiding
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De raaklijn voldoet aan de vergelijking y = ax + 4 ofwel ax —y +4 =0.
2a—0+4] 5

\a? + 1

2a + 4| =2\a® + 1

Dan d(M, k) =

4a’> + 16a+ 16 =4a> + 4
16a=-12

__3
a=-3

De vergelijking van lijn kis k1 y = —%x +4.
Lijn k snijden met de x-as geeft —%x +4=0.
—%x = —4 geeft x = 5%.

De x-coordinaat van S'is 5 %

Het punt A4 heeft codrdinaten (a, pa).

Omdat 4 op de gegeven cirkel (x — 2)*> + > = 4 ligt moet gelden
(a=2)*+ (pa)* =4.

Omdat OA4 = 3 moet gelden o> + (pa)®> = 9.

(pa)® =9 — a? substitueren in (a — 2)* + (pa)*> = 4 geeft
(@a=2P2+9-da*>=4

aA—4da+4+9-a>=4

—4q=-9

=

Dit laatste invullen in a® + (pa)® = 9 geeft % + % 2=9,
81 +81p? = 144

Er geldt ¢;: x* + (y — m)?> = r? (middelpunt (m, 0) en straal r)
¢y raakt ¢, dus m =r + 3 ofwel r =m — 3.

¢y raakt ¢, dus m? + 152 = (r + 12)? ofwel r = \m? + 225 — 12.

Uit \m? + 225 — 12 =m — 3 volgt \m?* +225=m +9.

m?+225=m?>+ 18m + 81

18m = 144

m=38

r=m-—3dusr=>5ency x>+ (y—8)>=25.

De verticale (inwendige) raaklijn heeft vergelijking x = 3.

De andere (uitwendige) raaklijnen voldoen aan de vergelijking /: y = ax + b

ofwelax —y+b=0.

Er geldt d((0, 0), /) =3 en d((15, 0), ) = 12.
la-0—-0+0b] la-15-0+5b|

Dat geeft ————=3en
Va* + 1 \a® + 1

b = 3\a? + 1 en [15a + b = 12Ya + 1

12.

4+ |b| = 12Va? + 1 substitueren bij |15a + b| = 12a? + 1 geeft 4/b| = |15a + b)|.

4b=15a+bof 4b=—-15a—-b
3b=15a of 5b =—15a
b=5aof b=-3a
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Invullen van b = —3a in [b| = 3Va? + 1 geeft |-3a| = 3Va? + 1.
9a*> = 9(a?> + 1) dus a®> = @®> + 1. Dit heeft geen oplossing.
Invullen van b = 5a in |b| = 3Va? + 1 geeft |5a| = 3\a*> + 1.
25a*=9(a® + 1) dus 25a*> = 94> + 9.

16a2=9

9
*= 1l

=16

_3 —_3
a=jofa=—3

v

a=%geeftb=5-%=3
3

a=—%geeftb: -—12—3%

Vergelijkingen van de raaklijnen zijn x =3, y = %x + 3% eny= —%x - 3%.

Bewegingsvergelijkingen

x(7) = =3 + 4cos(?)

132 Bijvoorbeeld {y (1) = 5 + dsin(1)

x(t) = =3 + 4cos(pt)

ke p#0.
V(1) =5 +dsin(pry OOT O

In het algemeen geldt {
De waarde van p bepaalt de snelheid en de richting waarmee een punt de
cirkel doorloopt.

133 a Uit % ¢+ sin(7) = 0 volgt ¢ = k * m met k geheel.

Dan geldt x(kn ) = k + rcos(kn).

Merk op dat de even waarden van & bij de snijpunten met de positieve x-as
horen: x(2) = mt - cos(2n) = 1, x(4) = 271 + cos(4n) = 2n, x(6) = 31+ cos(6n) = 31
etc.

Twee opeenvolgende even getallen kun je schrijven als 2p en 2p + 2 met p
een geheel getal. De afstand tussen twee opeenvolgende snijpunten met de
positieve x-as is

X((2p +2)m) = x(2pm) = (2p + 2) - 1mcos((2p + 2)m) — 2p - 2mcos(2pm) =
(p+1D-mcos(2p+2)n)—p-ncoskm)=(p+t1)'n-1—p-n-1=m
De afstand tussen twee opeenvolgende snijpunten met de positieve x-as is
dus steeds gelijk aan m.

b Dan geldt: (x(1))> + (#(1))* = 10> dus (} £+ cos(t) )" + (§ ¢ sin(2) ) = 100.
‘11 % - cos (1) + % %+ sin?(r) = 100

112+ (cos¥(r) + sin (1)) = 100

12-1=100
=400
t=-200ft=20

Alleen ¢ = 20 voldoet.
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134 a Uit 3cos(31) =0 volgt 3r=in+k-ndusr=tn+k-im

135

t= %n geeft y(én) =-3 sin(%n) =-3- % =-1 % Dus punt (0, -1 %)
t= %n geeft y(;n) =-3 sm( ) =3 -1 =-3. Dus punt (0,—3).
(§n)=

—3s1n( ) -3- %=—17 Duspunt(O,—l%).

t= %n geeft y gn

t=1z rtgeefty rt)=—3sin(l T

é -3 —5 = 15. Dus punt (0, 1 %)
L) = =3sin(1

5

6

1
1 n)=-3+—1=3. Dus punt (0, 3).

~— — ~—
1

D = N —

(
=13 Fm geeft y(
(

t=15ngeefty1 n)=—3sin(l T —3-—%=1%.Duspunt(0,l%).

dx . dy
o 9sin(37) en o 3cos(?)

dy

. . d
In een punt met een verticale raaklijn geldt d—); =0en a #0.

~9sin(37) = 0 geeft 3r = k - w ofwel 1 =k - I

d
Voor deze waarden van ¢ geldt d_Jt; #0.

Het punt in het eerste kwadrant met een verticale raaklijn hoort bij 7 =1 %n.

Dus is het gezochte punt
(3005(3 . l%n), -3 sin(l%n)) (3cos(4n), 3sm(1 ;n) (3 15 \f)

Uit 3cos(3f) = —3sin(z) volgt cos(37) = —sin(z).
cos(31) = sin(—1)

cos(3t)=cos(%n— —t)
cos(3t):cos(%n+ t)
3t=%n+t+k°2n0f3t=—%n—t+k-2n
2t=%n+k-2nof4t=—%n+k'2n
t=%n+k°noft=—%n+k°%n

3

i _1 _ 11 _ _7 — 13
De gezochte waarden van ¢ zijn t = zm, t = lgm, t =gm, t =gm, t = lgmen

t= 1%7(.

2 _
De snelheidsvector is v = ro .
2t =2

Als ¢ = 3 dan is de snelheidsvector 16) (23R
2-3-2 4)

De baansnelheid op 1= 3is [v| = {32 + 42 = 5.

De baansnelheid is [v] = (2 - 20)% + (21 — 2)2.

V] =\ = 48 + 422 + 422 — 81 + 4.

V| =\t -4+ 82— 81 +4
1

W -4 + 82— 81 +4

De baanversnelling is v(7) =

28— 62+8t—4

A =47 + 812 — 81+ 4 3 i
. . 2:33-6-32+8:3-4 20
Als ¢t = 3 dan is de baanversnelling v(3) = =—=4,

V25 5

Vi) =

© Noordhoff Uitgevers bv

< (48 =122+ 161 = 8).
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136 a Uit 2cos(r) =0 volgt t = %n +k-m
Bjj het snijpunt met de positieve y-as hoort ¢ = I%n.

—2sin(t)
—sin(t + %n)

De snelheidsvector is v = (

Bijt= I%n hoort de snelheidsvector
—2sin(1%n) B —2sin(1%n) (2

(—sin(lzn + %n) N ( —sin(l%n) ) B (é\/i ’

Bij 7 = 117 is de baansnelheid [v| = 22 + (L 2P = J4l =1

b De baansnelheid is |;| = \/(—2 sin(7))? + (—sin(l + in))z.

D —
=

[v] = \asin?(¢) + sin( + 1n)
De baanversnelling is

1
7/, t —
Yo 2\4sin(¢) + sin (¢ + 1n)
_ 4sin(z)cos(z) + sin(t + %n)cos(z + in)

- (8sin(z)cos(t) + 2sin(t + %n)cos(t + %n))

\/4 sin(f) + sin 2([ + %n)
Bij ¢ = n is de baanversnelling
4sin(mn )cos(m ) + Sin(l in)cos(l %n) 0+ —% \2- —% 2

\/4sin2(n )+ sin2(1 %n) 70 + (% \/E)

-1

137 a De snelheidsvectoris v = (—3sm(t)).

4cos(t)

- (1 1
- - 6 —-15
Opt= %n is de snelheidsvector v = ( 3smg6”)) = ( 2).

4c0s(gn) 2\6
243
De richtingscoéfficiént van de snelheidsvector is il = —‘31 \3.
12

tan(o ) = %\B geeft oo = 66,586...°

De snelheidsvector maakt op het tijdstip ¢ = %n een hoek van ongeveer 67°
met de positieve x-as.

b De baansnelheid is || = \(=3sin(#))? + (4cos(1))? = \9sinX(7) + 16cos X(7).
De baansnelheid op ¢ = én is
%] = \9sin2(Ln) + 16cos(in) =9 -1+ 16- (L 3 = {21+ 12= 4141,

18sin(z)cos(z) — 32cos(?) - sin(7) o
2\/9sin2(t) + 16cos (1)

fwel

De baanversnelling is v'(¢) =

—7cos(?) * sin(z)
\9sin () + 16cos (7)
De baanversnelling bij ¢ = %n is

,(1 —7cos(%n)-sin(%n) ~ —7-%\5'% _ 3 _ 3 T

vin =

e Vosin*(ln) + l6cos¥(in) Vo-1+16-3 4% 257 219

212 Examenvoorbereiding © Noordhoff Uitgevers bv



¢ Als de baanversnelling 0 is dan heeft de baansnelheid een uiterste waarde.

138 a

—Tcos(?) + sin(z)
\9sin () + 16c0s (7)

= 0 geeft sin(¢) = 0 of cos(z) = 0.

VoorOStSaneeftditt=Ooft=%noft=noft=1%noft=27t.

Voor ¢t =0, men2n is de baansnelheid \j9sin 2(0) + 16cos(0) =0 + 16 = 4.

Voor t = %n en l%n is de baansnelheid \j9sin 2(%7{) + 16co0s 2(%7{) =\9+0=3.

Conclusie: de maximale baansnelheid is 4.

OP = \9cos (1) + 16sin (1)
OP = 121 geeft 9cos (1) + 16sin%(r) = 121,
9cos (1) + 9sin (1) + Tsin (1) = 121
9+ 7sin2(r) = 125
Tsin(r) = 31
- _1
sin(1) =5
sin(?) = \g =% 2 of sin(z) = —\g: —% 2
VoorOst32ngeeftditt:}1noft=%noft: 1‘117toft= I%n.
Snijden met de x-as geeft y = 0 dus sin(2¢) — sin(¢) = 0.
sin(2¢) = sin(¢)
2t=t+k-2nof 2t=n —t+k-2n

t=k-2nof 3t=n +k-2n
t=k-2noft=%n+k-%rr

VoorOSts2ngeeftditt=Ooft=%noft=noft=1%n0ft=2n.

Opt= %n ligt P links van de y-as.

De x-codrdinaat van P is dan x(%n) = cos(%n) - sin(%n) = —% -5

x(¢) = —2sin(21) — 2cos(21)
V(1) = 2cos(2¢t) — cos(?)

De snelheidsvector op £ = 0 is (x,(O)) = (_2).
V(0) 1

. . [(X() -2
De snelheidsvector op 7 = m is (y’ - )) = ( 3 )
Noem ¢ de hoek tussen deze twee snelheidsvectoren, dan geldt
1(5)
_ 1) \3 71 1
o= JC2P + (2P 432 \BeAI3 65

0=29,744...°
De hoek tussen deze snelheidsvectoren is ongeveer 29,7°.

© Noordhoff Uitgevers bv
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139 a

140 a

141 a

214
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xX(t)y=6t+1
V(t)y=61—1

w(£) = (61 + 1) + (61 — 1)?

(6)= 362+ 120+ 1+ 362 — 120 + 1

v(t) = 7222 +2

, 1441 72t

y ([) = =
W2e2+2 282 +2

V() =0 geeft 1 = 0.
De minimale snelheid is v(0) = {72 - 02 + 2 = 2.
y(t) =0 geeftar> —t+1=0.
Deze vergelijking moet één oplossing hebben, dus D = 0.
D=(-1Y-4-a-1=1-4a
D=0geeft] —4a=0.

1
a=y

In punt 4 geldt 1 — 2 =0.

=1

t=-loft=1

t = —1 geeft punt (0, 0).

t = 1 geeft punt A4(0, 4).
X(6)=—2teny(t)=2(1 + 1)
¥()=-2-1=-2eny(1)=2(1+1)=4

De snelheid in 4 is \(=2)2 + 42 =20 (=215).
x=1-1reny=(1+1)?invullen in (x + y)> = 4y geeft
1=+ +02)?=4(1+1)
(I=2+1+2t+2)?=4(1+2t+ 1)

(2 + 21)> =4 + 8¢ + 4% en dat klopt voor iedere waarde van ¢, dus voor iedere

waarde van ¢ ligt P op de kromme met vergelijking (x + y)> = 4y.
x'(t) = —sin(¢) + 2 cos(21)
V() = =2sin(¢)

y(£) = \(=sin(z) + 2cos(27)) + (~2sin(7))?
Het maximum van v berekenen met de rekenmachine:

Invoer: y, = \/(—sin(x) +2¢0s(2x))? + (=2sin(x))?

Venster: 0< x<2rn,0<y<5

Optie: maximum geeft x =~ 1,571 en y = 3,606.

De maximale snelheid van P is ongeveer 3,6 meter per seconde.

Voor de punten O, 4 en B geldt y = x dus cos(z) + sin(2¢) = 2 cos(?).

cos(?) + 2sin(t)cos(t) = 2 cos(¢)

—cos(t) + 2sin(f)cos(z) =0

cos(f)(2sin(¢) — 1) =0

cos(z) =0 of 2sin(?) = 1

cos(t) = 0 of sin(¢) = %

cos(t) =0 geeft x=0en y =0, dus punt O.

sin(¢) = % geeft 1 = %n of t = %n.

De beweging van A naar B duurt %n - %n = %n = %n seconden.
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¢ De helling van lijnstuk PQ is

Ay
Ax
Ay_
Ax
Ay
Ax
Ay
Ax

Ax

Dus de helling van lijnstuk PQ is onafhankelijk van z.

2cos(t + 1) — 2cos(t)

cos(t + m) + sin(2(¢ + m)) — (cos(r) + sin(21))

2cos(t + m) — 2cos(?)

cos(t + m) + sin(2¢ + 2n) — cos(¢) — sin(2¢)

2cos(t +m) — 2cos(?)

cos(z + m) + sin(2¢) — cos(z) — sin(27)

2(cos(t + m ) — cos(?))

cos(z +m) — cos(?)

2 (voor elke waarde van ¢ met cos(z) # 0)
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