12 Integreren

Voorkennis

1

V1 a f(x)= =
f=1:x"
4
b (=5
Sy =3x7"
V2 a f(x)= 3t — 5;2 + 2%
3t 5x> 2x
=55 %

D=3 —5%+2

f(xX)=3x3+-5x1+2-x°

x4 8x3 — 547
b g(X)=——F75—

2x3
) x4+8x3 S5x2
X)=—+———
£ 23 2x3 2x8

gy =Lx+4-2l

g(x)=%'xl+4'x0+—2%'x’1

Ay _fB3.)~/3) _logB,1) ~ “logB3)

¢ flx)=5xNx

=i
|

flx) = I
fl)y=3x 0

3(2x — 32

e TR

o — Tl 9]
4x

12x2 =36x+ 27
4x

h(x)=3x-9+ 6%)(1

h(x)=

h(x) =

h(x) =

h(x)=3-x"+-9-x0+63-x"
2(x + 5)°

d k(x)=——

2(x? + 15x% + 75x + 125)

¥2

2x3 + 30x2 + 150x + 250
2

k(x) =

k(x) =

X
k(x) =2x + 30 + 150x! + 250x72
Mx)=2 x'+30x"+ 150 - x "1+ 250 - x2

V3 a e 313 ol ~0,2985
Ay f(3.01)=f(3) ‘log(3,01) - log(3)
Ax  301-3 0,01 =0,3029
A 3.001) - £(3) Slog(3,001) — 3log(3
Ay _ f(3.001) - f(3) _ *log(3,001) og()z()’3034
Ax 3,001 -3 0,001
¢ De helling is 0,30.
£(4,0001) — £(4) 7(4,0001) — h(4)
V4 a S 000L ~0,1086 001 ~4,3334
2(4,0001) — g(4) k(4,0001) — k(4)
0,0001 * 05751 0,0001 =0,0400
s _ 4 =
VB a f(x)=3(2x-5) b (=7

F(x)=3-4Q2x—5)*+2
F(x)=242x - 5)?
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2(x)=3(Gx+ 1)
(x)=-1-35x+1)2+5

-15
g'(x) “Gar1p
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C

Vé

V7

o

a n

h(x) =13 — 4x

h(o) =13 - 4xp7

_L
T

H(x)=1-13 -4y

I(x)=
) 3—4x

Jox)y=@2x*— 1P
F1(x) = 20233 = 1) 632
F(x) = 1232025 = 1)

Haakjes wegwerken bij f"(x) = 12x%(2x% — 1) geeft f(x) = 24x° —

F(x)=g'x)

d k(x)=

4
3\}5x +6
e
k(x)=%(5x+6)2
’ 4 1 -1%
K(x)=2%--X5x+6) -5
-10

Kx) = 3(5x + 6)5x + 6

g(x) = 4(x6 = x%)
g(x) = 4x0 — 453
g(x)=24x> — 12x2

12x2, dus

Uit f(x) = g(x) + ¢ volgt f'(x) =g'(x)+ 0, dus f"(x) = g'(x).

F(0y=1eng(0)=0,dus c=—1.

x=%x2

x=00f1=3—Lx

x=0of x=4

snijpunten (0, 0) en (4, 2)
4 j—

x+3

4=x243x

X4 3x—4=0

(x+4d)(x—-1)=0

x=—4of x=1

snijpunten (=4, —4)en (1, 1)

¢ x*+4=x+6

x2—x—-2=0

(x+Dx=-2)=0

x=—lof x=2

snijpunten (—1, 5)en (2, 8)
3

x’—4

3=x*—6x2+8
-6x2+5=0

(¥=1D(x2=3=0

5= Lof §7=3

snijpunten (=1, —1), (1,—1),

(—5.3) en (v/5,3)

=x2-2

12.1 Oppervlakien benaderen

intro  De oppervlakte krijg je door lengte maal breedte te doen.
Tijd maal snelheid geeft de afgelegde weg.

1 a opperviakte=2x f(1)+2x f(3) =2 x 3t +2x 4 =15
0ppervlakte=1><(f()+f( )+f( )+f( ))=14,75

3

184

o

Opdracht b geeft een betere benadering.

Door een nog groter aantal smallere rechthoekjes te nemen.

x—]é,x 4—

opperv]akteG—lX(f( ) f( ) f( ) f( ))
oppervlakte G=1 % (6,75 + 8,75 + 8,75 + 6,75) = 31

De Riemann-som is gelijk aan 2 x (\ﬁ * \6 t* \B + \ﬁ + \/5) = 21,2
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06 a

oppervlaktevanG=2 X (f(2)+f(4) + f(6) + f(8))=2(6 + T+ 8 +9) =60
b oppervlaktevanG=1 x (f(l%) +f(2%) + ... +f(8%)) = S% + 6}7 +...+ 9% =60
De oppervlakte bestaat uit een rechthoek

en een rechthoekige drichoek. 10] /
Oppervlaktevan G = 8§ X 5% + % X8 X 4=60 9
8
7 F 4
6
) 8
4
3 5,5
2
1
—1(1)12345678910X

De oppervlakte is le ‘-8 =16m.

De oppervlakte is 2( /(1) + /(3) + f(5) + /(7)) = 50,94

50,942 ... — 16n
lén

oppervlakte =1 X (f( ) ( ) +f(4—) +f(5 ) +f(6—))

oppervlakte=1x(1,5+1+ 0,75+ 0,6 +0,5) = 4,35

oppervlaktevanG=1 X (f(—l%) +f(—%) +f(%) +f(1%))

11 _1 1 1
oppervlaktevanG=1 x (2 7y 2 24014 212) =53

= 0,013 dus de afwijking is minder dan 2%.

De Riemann-som is gelijk aan

0.4(/(—1.8) + f(—-1,.4) + ... + f(5.8)) = 130,56

De Riemann-som is gelijk aan

0,08(f(—1.96) + f(—1,88 + ... + f(5,96)) = 130,66

Elke rechthoek heeft een breedte van 1.
De hoogte van de eerste rechthoek is f1 (2%)

De hoogten zijn f(2%) =2; f(3%) == L8y f(‘%) =12en f(S%) =
2+ 15412+ 1=5,7

e oppervlakte=1 % g( %) g( ) g(S) g(6 ))

U1 a

oppervlakte = 5 + 1£ + % + %z 2,07

De onderste balk heeft de afmetingen 9,5 m bij 9,5 m bij 1 m.

De inhoud van de onderste blak is 9,5 X 9,5 x 1 = 90,25 m?.

De volgende balk heeft als inhoud 8,5 X 8,5 x 1 =72,25m?.

De bovenste balk heeft een inhoud van 0,5 x 0,5 % 1 = 0,25 m3.

Een benadering van de totale inhoud is

90,25 + 72,25+ 56,25 + 42,25 + 30,25 + 20,25 + 12,25 + 6,25 + 2,25 + 0,25

=332,5m’.

De werkelijke inhoud is =

De afwijking is 3333 — 332,
5

1 1
i 10-10- 10:333—3' m3.
5=3

6

Dat is

- 100% = 0,25%
3
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12.2 Integralen

intro De oppervlakte van de groene gebieden bereken je door eerst de oppervlakte
van een halve cirkel met straal 4 te berekenen.

Trek dan daarvan de oppervlakte van een driehoek met basis 8 en hoogte 4
af.

9 a De Riemann-sommen zijn gelijk aan
0,3(f(0,15) + f(0,45) + ... £(2,85)) =8,9775
0,1(£(0,05) + f(0,15) + ... £(2,95)) = 8,9975
0,03(/(0,015) + /(0,045) + ... /(2.985)) = 8,999775
b De uitkomsten zullen dan naderen naar 9.

-
o
1}

f(x)=0alslog(—x>+ 10x —15)=0
—xt+10% —15=1

xX2=10+16=0

(x—2)(x—8)=0

De snijpunten met de x-as zijn (2, 0) en (8, 0).
8

o

[2log(=x? + 10x — 15)dx
2

2 Tt \,’3
1 a [(=2+x+2)dy, [sin(x)dy, [45-22dx
-1 0 _1‘5

o

)
j(—x2+x+2)dx=
1

2 ((=5) +7(=3) +4(5) +6) 4 105) +1(13)) = 456

\G
[ V5 —x2dx=3n - (fS2=23n
R

(2]

- N W

-5 -4 -3 -2 -10 12 3 4 5
==

o

5
De uvitkomst van I 2 dx is gelijk aan de oppervlakte van een rechthoek
1

5
van4bij2,dus [2dx=4x2=8
1

(5—x)dx

-
w
1)

S t—tn

b De oppervlakte van deze driehoek is % X5X5= 12%

1
1
14 a _Jlx2+1dx
b 1.57
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15 a

16 a

17 a

010 a

U2

— N W = ou;

-4 -3 -2 <10 1 2 4 5 6
=i

-2
-3
Voor de nulpunten geldt f(x)=0dus3x2—x*=0
xXX3-x)=0
x=0enx=3

3
De oppervlakte is gelijk aan J.(3x2 - x)dx=6,75
0

T 116

sin(x)dx =2 ¢ |—=dx=16

! =

0 5

|5+ log(x?*+1)dx =74 d [ +27)dy=46,1
-3 0

1 2 —gq-1
X +1=4 2%

I+ix-3=0

x2+x—6=0

(x+3)(x—2)=0

x = =3 of x=2, de snijpunten zijn (—3, 5%) en (2,3).
De oppervlakte is gelijk aan

2 4

[E2+1)dr+ [(4-2x)dv=3333...+5~8.33
Io)e oppervlakte 123 gelijk aan

2 2

[(4-Lx)dr— [+ 1)dv=7-3333...x3,67
0 0

—x2+10x—=21=0

x2—-10x+21=0

(x=3Nx—-7)=0

x=3of x =7, de snijpunten zijn (3, 0) en (7, 0).
De ondergrens is 3 en de bovengrens is 7.

7 7
De oppervlakte van G is If(x)dx = I(—x2 + 10x —21)dx
3 3

21
De oppervlaktevan G = I;dx =1

Je kunt p vinden met behulp van inklemmen:

p = 2,72 geeft oppervlakte van G = 1,0006

p = 2,718 geeft oppervlaktevan G = 0,9999
p=2,719 geeft oppervlaktevan G = 1,0003

p = 2,7182 geeft oppervlaktevan G = 0,9999699
p = 2,7183 geeft oppervlaktevan G = 1,0000067
De benadering in vier decimalen is p = 2,7183.
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U3 a i\/ZS—fdx— _S[(VSO—xz—S)dx
-5

~5

5 5
b [y25—2dx— [(y50—2-5)dx=250
-5 -5

¢ De oppervlakte tussen de bovenste cirkelboog en de x-as is % ‘w5 = 12% .

De straal van de onderste cirkelboog is /5% + 52 =/50.

De oppervlakte tussen de onderste cirkelboog en de x-as is
Ler (¥50)-3- 10+ 5=12,51 - 25,

De oppervlakte van het maantje is 12% n— (12,51 — 25) = 25.

12.3 Hoofdstelling van de integraalrekening

intro  Splits de oppervlakte van G in een rechthoek en een driehoek:
1 1 1
O(p)=1-p+3-p-3p=30°+p
O(p)= %p + 1 en dat komt overeen met f(x) = %x + 1.

18 a O(p + Ap)is de oppervlakte begrensd door de grafiek van f, de x-as, de y-as
endelijn x=p + Ap.

O(p) is de oppervlakte begrensd door de grafiek van £, de x-as, de y-as en de
lijn x = p.

Dus is AO(p) = O(p + Ap) — O(p) de oppervlakte begrensd door de grafiek
van f, de x-asen de lijnen x =pen x =p + Ap.

Ap * f(p) is de oppervlakte van een rechthoek die binnen het rood gekleurde
gebied past.

Ap - f(p + Ap) is de oppervlakte van een rechthoek waar het rood gekleurde
gebied in past.

Daarom geldt Ap * f(p) < AO(p) < Ap* f(p + Ap)

o

(3]

AO(p)
Als Ap—0, dan nadert naarO’(p).

[=H

Als Ap—0 dan nadert f(p + Ap) naar f(p)

AO
Omdat r) tussen f(p + Ap)en f(p) ligt moet gelden O'(p) = f(p)

-
~0
o

Als O(p) = %x3 + C danis O'(p) = p* en dat is gelijk aan f(p)

De oppervlakte tussen de y-as en p =0 (= de y-as) is gelijk aan 0.
0(0)=1-0°+C=0,dus C=0

6

o

(2}

[xdv=0(6)=3-6=72
0

20 a O(6) is de oppervlakte begrensd door de grafiek van f, de x-as, de y-as en de
lijn x = 6 en O(3) is de oppervlakte begrensd door de grafiek van f, de x-as,
de y-asen de lijn x = 3.
Dus is O(6) — O(3) precies de oppervlakte van G.
6

o

[x2dx=0(6)- 03)=}-63-1-3*=72-9=63
3

21 F’(x) =4x* = f(x), dus F(x) is een primitieve van f(x).

2
[avdry=]x];=20-0'=16-0=16
0

o

188  Hoofdstuk 12 Integreren ®© Noordhoff Uitgevers bv



22 a

23 a

24

25

26 a

27 a

021 a

026 a

1 1
F(x)=2xyx = 2x'2dus F (x) = 3x? = 3yx dus F(x) is een primitieve van f(x).

9
[3vrdr=[2x{x]; =290 -2 44 =54 - 16 =38
4

f=t= v aus pw=-2v= -2

2
Een primitieve van f'(x) = ——is f(x) = x72 (opgave a), dus een primitieve
x
1 . 1 1 1
van g(x) :;: x73is G(x) = —5°;: —E

F'(x)=11x1°
Een primitieve van g(x) = x'’is G(x) = Ilfx“

1
De regel geldt niet voor p = —1, want dan zou gelden F(x) = axo en delen

door nul is niet mogelijk.

1
F(x)= ﬁxmo c flx)= x\[; =x2
1
F(x)=L1x25=%x2\f;
)
1 1 5l
= —="10 d x)= = 2
f(x) TR f(x) JENS X
o fig.. & A
F(x)——§x9——§ F(X)_——]%x 1__3x\l;

2 2

De oppervlakte is gelijk aan J.x%dx = [ll—lxl%’] = %x\f;]é
0 3 b

i =32 -0= 132

b1 1 )

fav=[Le] = ok=3m-0=20

0 z

Los op %p\[;= 8- I%\ﬁ
=38
1 1 1
pP= 23 =8
Als F(x) = x°dan is F'(x) = 6x° dus F'(x) = f(x)
2

[6x5dx=x]f=26—16=64— 1 = 63
1

I 1
f)=m==7=x7
(E
. 1 1
p = —3 anullen gGEft F(x) = 1 W ’
~5 1
I -a_12
Flxj=— x3+1:?‘3=1%3 ?
g # 8

© Noordhoff Uitgevers bv
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U De oppervlaktes O, en O, zijn gelijk vanwege de symmetrie in de y-as.
I o Y N L 384
03=Ix\f§dx=jx3dx= 2—1x3 =2 ix| =2-64-2=25
0 0 3 do 0

0, = O(vierkant) = (0, + 05) = 16+ 16 =22 =124 ¢ g + 0, =8

0,: (0, + 05) =124 % = 1024 :768 =4 : 3
(want 1024 =4 x 256 en 768 = 3 X 256)

12.4 Primitiveren en integreren

intro F(x)=+(x+3pP=1(x+3)(x+3)2=

Lx+3)(2+6x+9) =1 (3 +9x2+27x+27) =2x3 + 32+ 9x + 9
Het verschil tussen de primitieven van Iris en Anouk is een constante,
dus de afgeleiden van deze primitieven zijn hetzelfde.

28 a Een functie waarvan F’(x) = 5 is bijvoorbeeld F(x) = 5x + 3
b Een primitieve van g(x) = 6x2 + 5 is bijvoorbeeld G(x) =2x*+ 5x — 8
¢ Een primitieve van A(x) = 4x* + 6x> + 5 is bijvoorbeeld H(x) = x* + 2x* + 5x

29 a F(x)=%x5—x4

o

glx) =2x% + % ofwel g(x) = 2x2 + 3x™*

1
G(x) = 2x3 + 2 x73 ofwel G(x) = %XLF
1

h(x) = 22 {x ofwel h(x) = X7

(2]

1 3l
H(x) = ;‘xs—‘ ofwel H(x) = 5"+ {x

3
k(x)=(x*>—2)? ofwel k(x) =x*—4x2+4
K(x) = §x7~ 40 + 4x

a.

4 9
30 a [(@x?-6x+5)dy= ¢ [Wx+Ddx=
1 0
[§x3 —iF ot Sx]ir = [%x\f;+ x]g =
(850 -48+20) - (15-3+5)=54 18+9=27
4 -1 .4 =
b I(x2+L2)dx= d Jx -:ldx= I(1+x’4)dx=
1 & -4 & =i
g ]
1 3 — _1 3] _—
X =l = X X =
[3 XN : -4
64 1) _ (1 _ 1 1\
($-2)-(G-1)=213 (-1+5) - (-4+55) =35
_XH30H6 30 6 ) i
3 a f(x)= I —3x3+3x3+3x3—3x2+1+2x
b F(x)=;x+x-1 x'z—%x3+x—%

190  Hoofdstuk 12 Integreren
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32 a

33

34

35

36

37

a n T o

Omdat F,"(x) = 3x? en F,'(x) = 3x? zijn F, en F, beide primitieven van
() =32

FEH-FQ)=@4+12)-(22+12)=76-20=56¢en

Fi(4)— F,(2)=4-23=64—8=56

Fb) = Fya)= (B + 12) = (@@ + 12) =P+ 12— = 12=b* - &
F(b)— Fi(a)=b*—-a

dus Fy(b) = Fy(a) = Fy(b) = Fi(a)

1
f(x)=2x4+4x3—x+3 [ g(x)=—x5+§—1
F(x)=%x5+x4—%x2+x+c g(x)=—x5+%-x_3—1

1
G(x)=—%x6+%-_—2x_2—x+ C
1
Glx) = —gx === —x+C
X
x5 5
k(x) = 5233 d hy)=—7—
] :
k(x)= %xz—%xlE hx)=x—3+5x72

2 1
3 2l Hiz) =5t = 0nd3 r =g~ €
K(x)= % . %x3— ile +C () =g 4 4

5
2 H(x)=%x2—3x—;+c
K(x)= %xL%x x+C

Lo il 1 & 11
x)=x+x 2dus F(x =—x12+—x1+C=g, x+Nx+C
11 1 3

2 2
De oppervlakte is gelijk aan

9 de=[2ofx + 2] = (18 + 6) - (2 +2) =21

1

Een primitieve van g(x) = x*is G(x) = %x“
F(x)=c-4(3x—4)*-3=12¢(3x— 4)?
12¢ moet gelijk zijn aan 1, dus ¢ = %
F(x) =15 3x - 4

F(x)=%' Glax + b)

Fxy=2-t- e+ =L 50+ 1)
I
G =2y ¢3x 1) =(5x -1

1
) =201 = 637 dus HO) =2+ Jg+ 5 (1= 697 = s

1 1 1

k(x)=(3x+5)1dusK(x)=~1§'1—l'(3X+5)22%(3x+5)\’3x"'5
2
- - -l A

f(x)—4(2x+1)2dusF(x)—§-—l-4(2x+1)1—2x_'_1

N R4 [ =2 F_ -2 -2
De oppervlakte is gelijk aan £(2x+ 1)201):— P 112— 2+l 2-2+1°

2 .2 1]

, i 1 o
De oppervlakte is gelijk aan 5 dus 2p+1+5 5
=2 1 _ _ _ 1
2p+1_ 5dltgeef‘s 10=-2p 1ofwelZp—9dusp—4»2
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030 a \x=x

036

Uus

b

(2]

o

-

o

(2}

o

1
5+1

1
X

F()=x+3-——¥

2 1t 2
=x +3'%x2=x + 2x\x

F)= P4+2-4f4=32en F(1)=12+2- 1y1=3

l
(x'7+3)dx =

|
|

4

1
1%+1 0

5 gk gl
5'42+]2—0—24§

1
xli+l + 3x

2
J.(?,x2 —x+5)dx=
|

3_1,2 2
[x 5X +5x]_1—

1 _ A9l
8-2+10)—(-1-1-5)=22}

Hi= WP 25E s GO= e ——

(2x + 3x)dy =[x+ 2wx[{ =32-3=29

g }(x3 + x¥)dx =

[4" 37 =

(64-5)-(5-3

) =643

=1
h  [@y—x?)dx=
-3

_11-1
[+ 5=

f(x) = g(dx + 1), dus F(x) =1- Gdx + 1)

Ldax+ i+ T=tdn+ i+ 1

F(x)=%+Géx+1)=

8

[(12ax = ax?) dx = [6ax?~1ax]S =

2
De oppervlakte is 96, dus 192a = 96. Dit geeft a = %

a= % invullen geeft

1f)(6x = %xz)dx = [3x2

P
—3p2+373=0

L= (300~ 129) (32

3)=

(=1 (9-3)=-8

Deze vergelijking is niet algebraisch op te lossen, wel met de GR.

De oplossing is p = 4.

Je kunt de oplossing ook beredeneren:
De symmetrie-as van de grafiek is x = 6.

x=2en x =10 liggen op gelijke afstand van de symmetrie-as, dus moeten

x = pen x = 8 ook op gelijke afstand van de symmetrie-as liggen.

Daaruit volgt p = 4.

(384a — Fa) - (24a - §a) = 1924

12.5 Oppervlakte en integraal

intro De grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong, dus f(—a) = —f(a) voor elke

192

waarde van a.

De Riemann-som is gelijk aan

1-(A(-35) +A(-28) +

1-{-Aa -] -

Hoofdstuk 12 Integreren

7l

A13)=

13)+

A2 +1(30) +4(23) +1
1)+ 1(33) +1(2) +4(13) +

(13)

1

1
13

)

+13))

)= 0
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38 a

39

40 a

f (2 -2)as= [ - 2Py = (15 -4) - (13 )= -}

-2

f(—%x2+2)dx= ~low ], = (-1l +4) - (11-4)=5]

-2
De oppervlakte van G, is 5%
De oppervlakte van het linker gedeelte is
T(Zx - %xz)dx = [x2 - %x3]g = (16 - 10%) -0= 5%
Io)e oppervlakte van het rechter gedeelte is

f(zx —1x2)dx = -[x2 - 12]5 = ~((36 - 36) — (16 - 102)) = 5%
De oppervlakte van G is 55 + 53 = 103

F(0)=8-0=10=0eng(0)=4
f8)=y8-8=y64=8eng(8)=1-82=

De snijpunten zijn dus (0, 0) en (8, 8).

j@dx =[1-2-8x\Bx]y =422

J peide =[50, =213
De oppervlakte van G is 42— &= 211 = 211

e Elk verticaal Verbmdmgsh]nstuk tussen de grafieken van f'en g heeft als

41 a

42

8
lengte f(p) — g(p), dus opperviakte G = _[(f (x) — g(x))dx.
0

S(= 2)=“ ( 2))=2=0eng(-2)=-2+2=0, dus (-2, 0) is een snijpunt.
f4)= % —2=6eng4)=4+2=6,dus ook (4, 6) is een snijpunt.
1.
7

p(x)=5x2+1leng(x)=x+5

4
j(q(x) p(x))dx = I(x+5—%x2— 1)dx= [ (x+4-1x?)dx=

-2 -2
[%xz +ax—L]! = (8 + 16 - 103) - (2-8+%) =18
Er) =) =paed = (1 2—2)=x+2—%x2+2=x+4—%x2
q'(x)—p(x)=x+5—(%x2+I)=x+5—%x:’-—1=x+4—-é—x2
Dus g(x) = f(x) = g(x) = p(x)

Dit volgt uit het antwoord op opdracht d.
2

De oppervlakte van dit gebied wordt berekend met f(f (x) —g(x))dx =
0

2 2

I(x?’ —8x2+ 15x - 3x)dx = _[(x”" —8x2+ 12x)dx =

0 0

[Iv-Sv+enf=4-211+24=62
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43

44 a

45 a

194

Integreren

Tussen x = —1 en x = 3 ligt de grafiek van f'boven de grafiek van g.

3
De oppervlakte is gelijk aan _[ (f(x) —g(x))dx=

=

3 3
[T-2x=@B-yx+D)dx= [(7T-2x -3 +yx+ D)dx=
=1l =i

11 ! | X
[—-—1(7 —20)7 =3+ (x+ )2
% 1z 13

(-
(-1-9+5)-(-9+3+0)=2

Los op x3+ 6x = —x3 + 4x? + 12x
2x3—4x2—6x=0
2x(x*>—2x—3)=0

2x(x+ 1)(x—3)=0

De grafieken snijden elkaar bijx =0, x=—-1en x=3.

y
50
40
30

20

s -4 - 2 4 8

0 0
Linker gebied: [ (x%+ 6x = (=x* +4x2+ 12x))dx = [ (2x* — 4x? — 6x)dx =

-1
bt -sef, =0- (4 4-3) =1}
3

Rechter gebied: [(=x* +4x? + 12x — (x* + 6x))dx =
0

[-1xt+ 433+ 3:2]) = —40L + 36 + 27 = 22}

klopt.

A
~—
Il
o
o}
@
—_——
af—
A
e
Il
b=

sin (%n) = % en cos (2 .
)

=]

1]
[SS1]
[¢]
=
(@]
=]
»
——
o
v\ On|—
A
e

|
(@]
=]
|72
E—
—_
Wk
=l
S
1]
(S

£
oppervlakte G, = GJ (sin(x) — cos(2x))dx = 2,6
1
A"

m
fu8

—_—

oppervlakte G, = _[ (cos(2x) —sin(x))dx = 1,3

2
gn

Hoofdstuk 12 Integreren

[(=2x7 + 4x? + 6x)dx =

3
_1=[—%(7—2x)m—3x+%(x+ INx+1[ =
%_.1..\ﬁ_3.3+%.4.\[Z)_(_%.9..\j§_3._1+%.0.\[6):
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039 a L—2c+3=0
x2—=8x+12=0
(x—=2)0x—6)=0
x=2o0fx=6

2 6
oppervlakte G, = J(}Ixz —-2x+ 3) dxen oppervlakte G, = — I(ixz - 2x+ 3)dx

o

L ov+3)dy=|L 3 -2 +3x[=2-4+6=22
4 12 3 3
1

(I -2v+3)dv=[Lx -2 +3x)=(18 - 36 + 18) - (2~ 4+ 6) = —22

T
0
j
[ 924 _ _p2_sl
De totale oppervlakte is 25 + 23=53

OhL a X —6x=—x*—4x2+ 10x

20 +4x2— 16x=0

2x(x2+2x—8)=0

2x(x+4)(x—2)=0

x=0of x=—4ofx=2

De snijpunten zijn (0, 0), (=4, —40) en (2, —4).

Op het interval (—4,0) (en ook rechts van x = 2).

Elk verticaal verbindingslijnstuk tussen de grafieken van fen g heeft als lengte

0
J(p) = g(p), dus oppervlakte = J (f(x) — g(x))dx
F(x) = g(x) = % — 6 — (=% — 4x? + 10x) = 2% + 4?2 — 16

n o

o

m

0
opperviakte = [ (233 +4x2 — 16x)dx = [L vt + 23 - 82]°, =
24

0- (128 -850 — 128) =85!

-

7
oppervlakte = J(—2x3 —4x2 + 16x)dx = [—% x4—§ 3+8 xZE =
0

2 _ 1
-8-102+32=13}

g klopt.

1
Uéb a _[(\/;—x2)dx=[%x\[;—%xﬂ(l):%—%:%

0

5 i.({{_ )d i(l )d L 1 a-l]l

x—=xNdx=|(x*—-x")dx = el =
4 5 141 n+l 0
1 1 n 1 n-1

%+1 n+1=1+n n+l n+l

12.6 Gemengde opdrachten

10
46 a Als p=10dan is de oppervlakte Ix‘2dx = [—x‘l]}o =—1--1=2

I
100
b Als p =100 dan is de oppervlakte f s [—x‘l]}oo = —l—é—o —a] = 1—%%

1
¢ Als p onbegrensd toeneemt nadert de oppervlakte van G naar 1.
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47 a \-12x=206-x

—12x=4(6 — x)

—12x =24 — 4x

—8x = 24 dus x = —3; het snijpunt is (=3, 6).

De grafiek van g snijdt de x-as als 6 — x =0, dus als x = 6.
De grafiek van f'snijdt de x-as als —12x = 0, dus als x = 0.

6 0
De oppervlakte van G is gelijk aan j 24/6 — xdx — I y—12xdx
- -3

o

(2]

j2\}6 xdx—[2 — —(6 x)l"] =0-(-%.27)=136

0

j\/—12xdx ( 1203 =0-(-%-216)=12

~3

De oppervlakte van Gis 36 — 12=24

48 a 3-x)2x*+7x+13)=39-
6x2—2x*+ 21x — Tx? + 39 — 13x =39 — »?
—-2x3+8x=0
~2x{xt—A) =1
x=0of x=-2o0f x=2
De snijpunten zijn (0, 39), (=2, 35) en (2, 35).
b De oppervlakte van het linker gebied is:
j (g(x) — f(x))dx = j @2x* - 8v)dy=[Llxi-42]),=0-(8-16)=38

-2
De oppervlakte van het rechter gebied is:

j(f(x) — g(x))dx = j(—2x3 +8v)dv=[-Lxt+ 4 =0-(8-16)=8

0 0
De oppervlaktes zijn even groot.

49 a 4x2(2x + 32 =4x%(4x? + 12x + 9) = 16x* + 48x7 + 36x2

1 1 e ) 4x? B
42 (2x+3)2 4xX2(2x+3)2 4x(2x+3)2
(x+3P2—4x* A+ 12x+9-4x2 _ 12x+9
16x* + 48x3 + 36x%  16x* +48x% + 36x 1Bt 4 48x3 + 362
2 12x+9 - 1
| dx e 2=2n+ 3 =
J; 16x* + 48x° + 36x J‘(4-);: (2x 3 '1[( (2x+3)° )

[—ax+3ex+ =g+ ) - (S + ) =%

Onderzoeksopdrachten

50 a De oppervlakte van rechthoek OAPBisa-bh=a-fya)=a-a*=d®
a
De oppervlakte onder de grafiek van f, is sz dx = [%xﬂg =z

0
De verhouding van de oppervlaktes van de twee gebieden is %cﬁ : % ad=1:2
b De oppervlakte van rechthoek OAPBisdana-bh=a-fi(a)=a-a’*=d*

De oppervlakte onder de grafiek van f; is jx3 dx = [4x4]0 4a

De verhouding van de oppervlaktes van de twee gebieden is ; Lt % ab=143
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¢ De verhoudingis 1:n
De oppervlakte van rechthoek OAPBisa-b=a-f(a)=a-da"=a""!

a
De oppervlakte onder de grafiek van f; is Ix”dx = [n Jlr ; x””]g = ﬁ il
0

De oppervlakte van het deel van de rechthoek boven de grafiek van £, is

pl_ 1 ope1—(q__1 )n+1—(lf_+_1.__1_) a+l — 0 p+l
2 P _(1 A+ )8 Tr a4 Ta1d

De verhouding van de oppervlaktes van de twee gebieden is
anlanﬂ:#anﬂ =1:n

d Alsn=1dan is de grafiek van f'een rechte lijn en wordt de rechthoek door
een diagonaal in twee gelijke delen verdeeld, dus de verhouding is in dit

geval 1:1. De regel geldt ook voor n = 1.

51 Breng in elk van de figuren een assenstelsel aan met de oorsprong in het
midden van de linker zijde van de rechthoek.
Neem aan dat x = ¢ de verticale lijn is en a de gevraagde afstand.
Figuur A: De verticale lijn ligt in het midden, bij x =2, dus a = 2.
Figuur B: De boven- en onderzijde van het gekleurde gebied horen bij de
functies f(x) = x en g(x) = —x. De oppervlakte van dit gebied is % -4-8=16.

a a

I(x ——xdx= IZxdx = [xz]g = &. Dit moet gelijk zijn aan 8, dus @ = 3.

0 0
Figuur C: De boven- en onderzijde van het gekleurde gebied horen bij de

functies 7(x) = 2yx en g(x) = —2yx.

4 4

[(29 = —2¢x)dx = [ayxdx = [22 [} =211
0

0
a

[ #xdx = [22xx]; = 22a\/a en dit moet gelijk zijn aan L - 211 =102

(=}

1 2
2 fa= 102 geefta> =4, dusa=4"= 16
Figuur D: De boven- en onderzijde van het gekleurde gebied horen bij de

functies f(x) =+8x — x2 en g(x) = —\8x — x2.

De oppervlakte van het gekleurde gebied is % e +42=8n.

a

IZ\}Sx — x>dx moet gelijk zijn aan 4n .
0
Dit is niet exact op te lossen. Door inklemmen vind je a = 2.4.

Samenvatting

3

S1 a [2vdx
0

b 10,099

S2 De Riemann-som is 2(f(1) + f(3) + f(5) + f(7)) = 22,14
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S4 a

Sh a

Sé6 a

S7

S8

198

-2

3
freav=[beli=o-23=¢}
2

1
S = xz\f; is te schrijven als f(x) = %2

1 3t
De primitieven zijn F(x) = 3—1x32 + C ofwel F(x)= %x3\]; +C
2

flx)= Lﬁ is te schrijven als f(x) = x"¢
X

1 1
De primitieven zijn F(x) = —5x‘5 + C ofwel F(x) = = +C
- %

4 { 4
J3x2+3x Ddx= b [@x2+x)dx=
1 1
[2x1% + 6x;—]‘11 = [—A’-l-x‘1 = %x‘z]‘: =
(16 +12) — (2 + 6) = 20 (-1-%) - (-4-3) =38
f(x)=2(5 = 2x)* b g(v)=—2(3x-3)7
F(x)=2-%-1(5-2xy G(x)=—2-i—°—l(%x—3)_l

x)=—1(5-2v) 4 ?
F(x)= (5~ 2%) 9=

FE=3

Losop x— 2\]; =0
Jx(x-2)=0
x=0of x =4, dus tussen 0 en 4 ligt de grafiek van fonder de x-as.
De oppervlakte is gelijk aan

4 ! 2 ]
—f(x —2x)dx = —[Exl— —lxlz] = —(8—% 8- 0) = 2%
0 15 0 )
De snijpunten van de twee grafieken zijn (1, —12) en (4, 3).

De oppervlakte is gelijk aan
4 4

f(4=16x72~(5x~17)dx= [(21 -~ 16x72 = 5x)dx =
1 1

[21x + 16x7 — 2 2]f = (84 + 4 - 40) - (21 + 16 — 24) = 13}
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Test jezelf

T1 a De oppervlakte van G berekend met een Riemann-som is gelijk aan

2 (f(1) +£(3) +f(5) = 2(3 + 5 ++/57) = 31,10
6

b [v2x7+7dx
0

c 2x% + 7dx = 31,32

[ —

T2 a f(x)=32+8x—4
F(x)=5x6+4x2 - 4x

F(x)= —%x“3 + gx"'l
__ 1,6
Fx)= 4x3 * S
8 246
b f(x)=93x +5— — e f(x)=x;
£(x) = 9G3x + 5 — 8(dx + 3) 2 f;(();); ;66;‘:
1 ! !
F(x)=9-1-=@x+35"7-8- L —@dx+3y Foy=x=5
13 2 X
F(x)=23x+5n3x+5—4dydx +3
28
¢ f(x)=6x3x2 —4x f f(x)=m

£(x) = 6x' — 4x

1 22
F(x)=6+—x" - 2x
%

f(x)=28(7Tx—3)2
1 1 _
F(x)=28 ';'_—2(7):— LY

&
(7x — 3)?

og(4)=1+2=3

og(l)=1+0=1

F(x) = 25x23x2 - 2x2 F(x)=-
T3  Voor de snijpunten met de x-as geldt xyx —3x=0
x(x—3)=0
x=00of x=9
De oppervlakte van het vlakdeel is gelijk aan
9
—[efx = 3nydv = —[2ax\v - 1 2]g = (972 - 1211 - 0) =242
0
T4 a f(1)= 6 —Q—Sen (Hh=1+2og(5-1)=1+2
1+41 2 - 5
f4)= 6 é—len 4 =1+2og(5-4H=1+1
W g g

Dus de grafieken snijden elkaar bij x =1 en x =4,

b Tussen x =1 en x =4 ligt de grafiek van g boven de grafiek van f.

De oppervlakte van het ingesloten gebied is gelijk aan

6
x+4x

4
ofwel [{1+log(5 - x)- dx = 1,81
1

© Noordhoff Uitgevers bv

4
[(g(x) = f(x))dx

1
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De oppervlakte van het ingesloten gebied is gelijk aan
4 4
[(3x2+2 - @x—4))dx = [(2x2+6 - 4x)dx =
0 0
L +6x—Enfx]y=02+24-21L-0=5L
2

(3-1xp
3-ix=20f3-1x=-2

= % geeft (3—%):)2 =4

%x=10f%x=5
x=2of x=10

De snijpunten van fmet de lijn m zijn (5, 8) en (7, 8).
De primitieve van f(x)=2- (3—%x)“2 is

1 g =
Flx)=2-——1(3-1x) " =4(3-1x)"
T2
De oppervlakte bestaat uit drie delen:

i(ﬁ—%)dx+2-7%+ 10((3_2?)2—
[4(3-%x)-1-%x

(8-2Y)--1n)+15+((-2-5-(-8-3L)) =
A+15+4l=24

[ L

)dx=
10

+15+[43-1n -1y =

Bx—6
5

xXX(8x—6)—2x*=0

xXX8x—-6-2x)=0

x=0of 6x—6=0

x = 0 (voldoet niet) of x = 1; het snijpunt is (1, 2)

I(sx 6 ) T(____xi)dx [(6x72 - 6x%)dx =

| x! |

[—6xt+ 32t = (-1t + 2) - (—6+3) =11

: 2
Uit =3 volgt 2x% = x*(8x — 6)

Hoofdstuk 12 Integreren
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¢ Als de twee delen gelijke oppervlakte hebben, dan moet gelden:

(o= 0o

1
T(gx 6)d_x = j(sx"2 —6x ) dv=[-8x 1 +3x72]) = _§+z%+ 5
1

T2 -2 -2\ 4
2 dx=2-[(2x)dx=2| -2x71|, =2+ |———|=——+4
!( ) I( ) [-2) (p 1) p

8 3 4
——dp ] Sl

r r P
—8p+3+5p7=—4p+4p°
pPP—4p+3=0
@-DpE-3)=0

p =1 (voldoet niet) of p=3

Extra oefening

E1 a De Riemann-som is

- (1) +7(13) +4(25) +1(35)) = 355 + 37 + 26 + 56 = 10

4
[@x+3)dx
b f(-1)=2+-1+3=1len fd)=2-4+3=11

De oppervlakte van G is gelijk aan 5+ 1 + % +5-10=30

4
f@v+3de=[2+3] =16+12) - (1-3)=30
-1

4
E3  oppervakte H= [(8x - 2x)dx = [4x2-23]{ = (64 - 422) - (4-2) = 18
1

1
E4d a f(x)=x" c flx)= F: i
F(x)= ﬁxm F(x)= _L]Sx‘lg
-1
F(x)=—— TE
2 —32
b f(x)=x33Jt:2=x35 d f(x)= . =x 5
1 4_2_ x3 x2
= —x 3 _52
F(x) 4%)6 F) - 2
T3
F(x) = 22 s
F(x) s
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X = 183x—
f)= (D = 9) O

fr)=as—tiw—5 Fix) == (33 =Yl ™

1l 3_n2_
F(x) 3X 2x* — 5x F(x)=—x‘1+6%x‘2+10x’3

Fy= L1413 .10
(¥)= X 2x2 X3
x2—13x+30
f(x) = 6x(x +x) d f(x)=—F—
\x
! 1 1 i
f(x) = 6x2 + 6x2 F0=x7— 135+ 30x 2
1 1 1 1
.F(JC):23?(I3+£1x27-T F(x)=ilx25—1—?x15+2x5
2 2 o 1
2 2 2 2
F(x) =23 + 22 x F(x) = 2y — 82x(x + 60yx
2
f)=0Cx+2) b f(v)="—"73
Pigpzis Bae I F(x)=2(5x = 3)7
11
F(x) =15 (3x +2)° F()=2-3" 5 (5x-3)?
-1
F() = 563y
¥

x=3x=0

Vx(x =3)=0

x=00of x=9 9

De oppervlakte is gelijk aan — I(x - 3\&) dx = —[%x2 - 2x\f;]g =

—(40% - 54-0) =13} '

7 (5% — X =24x
(Z%x—%xz)\]; =2x
Vx=0o0f 25x-1x2=2

Vx=00f —ix2+2lx-2=0

x=00of x?-5x+4=0

x=0of (x—1)(x—4)=0

x=0ofx=1of x=4

De codrdinaten van de snijpunten zijn (0, 0) , (1, 2) en (4, 4).
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b

E9 a

E10

De oppervlakte van het linker ingesloten gebied is

1
[(2x = 2y + L) d =

0

[ - e+ b =

-144-0-8

De oppervlakte van het rechter ingesloten gebied is
4

(2ol b~ 2=

EER RN

(2-3-9)-(1-4-4) =34

1
. 1
De oppervlakte van G kun je berekenen met f (2— )dx
L\xt+x+1

1

J

-2

Vx—4dx=23

X+Hx+1

)dx ~ 2,42

e —

1

1

[(x—4pdy=2y3

4
Re-9F =23
Fee—anv=af;=23
(o-anp=4)-(Ga-4a—4)=25
G- 9 —4) =23

Hp-==2

1}
(r=4)"=33
@_4)1%:31%
p—4=3
p=17
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11 Exponentiele en logaritmische functies

Voorkennis

V1 a Bij een exponentiéle functie staat de x in de exponent.

Dat is hier het geval bij de functies . g en ;.

b Een exponentiéle functie met begingetal groter dan 0 is stijgend als de
groeifactor groter is dan 1. Dat is hier het geval bij de functies gen ;.

¢ Het snijpunt met de y-as vind je door de functiewaarde voor x =0 te
berekenen.
f(0)=4- (%)0 =4+1=4, dus snijpunt met de y-as is (0, 4).
g(0)=2-1,7"=2+1=2, dus snijpunt met de y-as is (0, 2).
h(0)=5-0"7=5-0=0, dus snijpunt met de y-as is (0, 0).
i(0)=17+-02 =17+ 0 =0, dus snijpunt met de y-as is (0, 0).
Jj(0)=7+1,0001°=7+1=7, dus snijpunt met de y-as is (0, 7).

V2 a 5°=10 c 3*=9
x ="log(10) 5x =3log(9)
S5x=2
=2
X =3
b 8 =3 d 42=7
x = 8log(3) 2x =4log(7)

x=1+%og(7)

V3 a x="*og(7) ¢ x=11-3log(2)
=T 2 v = log(2)
F=2
b x=2-5log(6) d x=1+2og(12)
L x =5log(6) x—1="2log(12)
2x-1=12

1
57" =6 (of 5% =36)

V& a f(x)=-12+3log4x —8)
Voor het domein moet gelden 4x — 8 > 0, dus x > 2.
En voor de asymptoot geldt 4x — 8 =0, dus dat is de lijn x = 2.
b g(x)=4-2og(l5-3x)
Voor het domein moet gelden 15 — 3x > 0, dus —3x > —15 ofwel x < 5.
En voor de asymptoot geldt 15 — 3x = 0, dus dat is de lijn x = 5.

VB a De beeldgrafiek hoort bij de functie g(x) = 5*.
b Voor de waarde van g geldt dan0 < g < 1.

Vé a

™ * X
53 i N2 3 4 5
| % \ :

b Door in het assenstelsel van opgave a ook de lijn y = x te tekenen, is te zien
dat het snijpunt van de grafieken precies op deze lijn ligt.
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11 Exponentiele en logaritmische functies

VT a log(25) = 11(; g((235))
. log(15)

15
0 o)

flog(17) _“log(17)
= 3 .

V8 a flog(17)= og®) 3 Zog(17)
2 2
b log(20) = ;ZES% - logl(ZO) = 2 2log(20)
2
V9 a N(r») =23 ¢ N(r)=372+3
N()=23-2 N(t) =372 3%
N(t)=8-2' N(t)= % . (33):
N =127
b N()=15-2*4 d N = (%)
N(H)=15-2t-24 1\, (1)
N@ty=15-2-16 No=(3)' - (3)
N(t) =240 - 2! N =1 (1)
N =12

11.1 Vergelijkingen met exponenten en logaritmen

intro Een toename van 4% per jaar betekent een groeifactor van 1,04.
Je moet dan de vergelijking 1,04’ = 2, met ¢ in jaren oplossen.
Met je rekenmachine vind je dan ¢ = 18.
Dus de waarde verdubbelt in ongeveer 18 jaar.

1 a 25r=38
25-x=23
5-x=3
x=2

B B ()2x+5 427

31 i (3—2)2x+5 = (33)%

31 . 3—4x—10 = 3%
3—4x—9 = 3%

— 3
—4x = 93— 7
—4x = 91

.
- 216

c 3ltr=6
1 + x =3log(6)
x=—1+3log(6)
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7i-2=21

1 - 2x="log(21)
=2x= -1 +7log(21)
x=1-1.70g(21)

Hop(l ~2:)=1
1-2¢=(1)

1=Ze=g

=17
2x—8

S
Y= 16

(3—1)4x-1 — 34
—4x+1=4
—4x=3
—_3
xX=-z

1 +Slog(x—1)=-2

Slog(x—1)=-3
= Li=b™3

_ j1
x=ly3

*log(x) = p substitueren in *log’(x) — 5 - *log(x) = 6 geeft

pPP-5p=6
pP=5p—-6=0
(pt1)(p=—6)=0
p=—lofp=6

p ="log(x) dus
Ylog(x)=—1 of *log(x)=6
x=3"lof x=238

xX= % of x=729

3~ £ 33F =0
G*P-7-3*+6=0
stel 3¥=p
pP=TIp+6=0
(p—Dp—6)=0
p=lofp=6
3¥=1o0f3*=6

x =0 of x ="’log(6)
3¥—6-3*=5
(3x)2_6:5.3x

stel 3¥=p
pPP-5p—-6=0
P+Dp-6=0
p=—lof p=6
3*=-1of 3¥*=6

3% = —1 heeft geen oplossing
3% =6 geeft x = *log(6)
6*—4-6=0

stel 6*=p

pP=4p=0
plp—=4)=0

p=0of p=4
6*=00f 6¥=4

6* = 0 heeft geen oplossing
6* = 4 geeft x = %log(4)

© Noordhoff Uitgevers bv

d logi(x) =25

Tlog(x) = 5 of Zlog(x) = =5

v ot =)

x=ﬁofx=32

ZlogX(x) + 3+ 2log(x) +2=0
stel 2log(x) =p
pP+3p+2=0
(p+1)(p+2)=0

p=—lof p=-2

Zog(x) =—1 of Zlog(x)=-2
gl ol x=2

_1 1
x—zofx—4

25%—3-5=128
(5)*—3-5=28
(52-3-55-28=0

stel 5*=p

pP2-3p—28=0
p+hHp-7=0

p=—4dof p=7

S¥=—4of 5¥=7

5% = —4 heeft geen oplossing
5* =7 geeft x = log(7)
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5 a 600-0.8" =300
0,8 =1
= O’Slog(%) = 3,1
De hoeveelheid is in ongeveer 3,1 uur gehalveerd.
100-0,8" =50, dus 0,8 = % dus weer 3.1 uur.
Je komt steeds uit op 0,8 = % dus elke keer 3,1 uur.

6 a De groeifactor is 1,05. De vergelijking is 1,05 = 2.
t = 105log(2) = 14,206... ; de verdubbelingstijd is ongeveer 14 jaar.
1,05"=8
t ="'%1log(8) = 42,620... . De verachtvoudigingstijd is ongeveer 43 jaar.
d Drie keer, want verachtvoudigen is hetzelfde als 3 keer verdubbelen.

7 a Als g de groeifactor per dag van Jodium-131 is, dan geldt g* = %, dus

1
g=(LF~0917.

Nu is op te lossen 0,917 = 0.05.

t=20g(0,05) = 129,657... , dus 5% over na ongeveer 35 dagen.

Als g de groeifactor per jaar van Cesium-137 is, dan geldt: g*° = %, dus

g=(1)7~0,977
0,977 = 0,05
t =%0g(0.05) = 129,657... , dus 5% over na ongeveer 130 jaar.

b Jodium-131: 0,917 = 0,001, dus ¢ = **""log(0,001) = 79,726... dagen.
Cesium-137: 0,977 = 0,001, dus ¢ = *"7log(0,001) = 298,973... jaar,
dat zijn ongeveer 109 200 dagen.

Het duurt ongeveer 1370 keer zo lang.

04

a 9 wordt vervangen door 3°.

b (a’y=ar = (ady

¢ 3" wordt vervangen door p.

d (p—-6)(p+2)=0
p=6of p=-2
3¥=6o0f3*=-2
3% = —2 heeft geen oplossing
3 =6 geeft x = 3log(6)

e 4%-3-4=0 £ (1) +2-(1f) =3
stel 4% =
320 (13 +2=3- (13
p(p—3)=0 stel (13)=p
p=0of p=3 pP=3p+2=0
4*=00f4r=3 pP-DpP-2)=0
4* = () heeft geen oplossing p=lofp=2
4x = 3 geeft x = *log(3) (1%)3;:10{(1%))::2

x=0of x = "Zlog(2)
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g ‘logi(x) + 3log(x) =12 49¥ 4+ 2.7 =38
(Flog()) + log(x) = 12 T4 DT =8
stel *log(x) =p (FR+2: =8
prEp—12=0 stel 7*=p
(p+d(p-3)=0 pPP+2p—-8=0
p=—4of p=3 @+Hp-2)=0
3log(x) = —4 of 3log(x) =3 p=—dof p=2
g=3 %t x=9 T'=—=4of 7*=2
x=§11~0f x=27 7% = —4 heeft geen oplossing

7% =2 geeft x ="log(2)

h 2log(lx) =16 j 5 -6-5+5=0
oo LW (592 =65 +5=0
( log(Zx)) 16 Stel SX :p
210g(%x)=40f210g(%x)=—4 pPP—6p+5=0
L. _ 4 1. _n4 (p—l)(p—5)=0
x=2%of5x=2 7= Lot p=s
lx=16of Ix=1 55 =1lof 5¥=5
x=32ofx=% x=0of x=1

U1 a
f
’ X
-6 -4 =20 2 4 6 8
b #'=¥

Optie: snijpunten
De drie snijpunten zijn (—0,77;0,59), (2. 4) en (4, 16)

¢ Invoer: y, =x?en y, = 1.1%
Venster: —10<x <10, -10<y <10
Optie: snijpunten
De snijpunten zijn (—1,0; 0,9) en (1,1; 1,1)
Om het derde snijpunt te vinden, zoek eerst met de tabel.
Venster: =10 < x <150, 0 £ y < 10000.
Optie: snijpunt
Het derde snijpunt is (95,7; 9161,7).

d Voora > 1 is er altijd één snijpunt links van de y-as. Er is geen ander
snijpunt als de grafiek rechts van de y-as ‘binnen’ de parabool blijft.
Dan moet a dus in elk geval groter dan 2 zijn. Experimenteren met de
grafische rekenmachine laat zien dat de grafiek bij y = 3* daaraan voldoet.
Ook y = 2,1~ voldoet daar nog aan.
Een soortgelijke methode kun je gebruiken om te bepalen voor welke a er
alleen maar één snijpunt rechts van de y-as is en geen snijpunten links van
de y-as. Experimenteren met de grafische rekenmachine geeft 0 <a <0.4.
Conclusie: voor 0 < ¢ < 0,4 en ¢ > 2.1 heeft de grafiek van k(x) = a* precies
één snijpunt met de parabool f(x) = x7.
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U2 a De groeifactoris 1 + 1‘8—0: 1+0,01p.

1

b

Om de verdubbelingstijd uit te rekenen moet je de vergelijking
(1 +0,01p)"' =2 oplossen. De oplossing is £ = 1*0.0r]pg(2).

t

100
80
60
40
20

Of 5 10 15 20 25 30 35 40 45p

70
d Plot de grafiek van ¢t = F in hetzelfde venster.

e

Deze grafiek valt nagenoeg samen met de vorige grafiek.
Dus de regel komt goed overeen met de formule uit opdracht b.

70
Er moet gelden — > 0,95 - 1*0.017]og(2).

Invoer: y, = 7—:— en y, = 0,95 - 1+0:01x]pg(2)

Venster: 0 < x<20,0<y<20

Optie: snijpunt geeft x = 12,867...

Dus tot een percentage van 12,8 is de atwijking minder dan 5%.

1.2 Rekenregels voor logaritmen

intro Na 5 dagen is het aantal patiénten driemaal zo groot.

Na nog 3 dagen verdubbelt dat aantal en is het zesmaal zo groot.

Dus na 8 dagen is het aantal patiénten zesmaal zo groot.

En na driemaal 3 dagen is het driemaal verdubbeld, dus achtmaal zo groot
in 9 dagen.

8 a Flsi=]]
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b
c

a
b
c

d
e
f

h

2zlog(3) i 3, 0’3m1ng(4] =4en aa1°g(3) =3
7 = 2lox) 7 = 20N g 7 = pflos)

27og(3) = 5 27l0g(7) = 7 opy 2log3) . 2log(M =3 .7 =21
Uit de rekenregel @ - a? = a”*4

9l0g(3) « Plog(7) = 91 = og21) gy 2log(3) . log(7) = Hlog(3)+3log(7)
dus 2%og(3)+og(T) = log(21)

2log(3) + log(7) = *log(21)

flog(a) + flog(h) = flog(ab)

log(7) + °log(70) =log(7 - 70), dus a = 490

Slog(70) = log(h) + *log(7)

Slog(70) = log(7h)

70="7bdush=10

4 3log(2) =log(2) + *log(2) + ’log(2) + *log(2)

4+ 3og(2) =5log(2+2+2-2) dus 4 - 3log(2) =3log(16)
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10 a Slog(5) + 3log(6) = 3log(5 - 6) = 3log(30)

b 7log(42) — "log(3) + "log(2) = "log(42 : 3 x 2) = "log(28)
"log(42) — ("log(3) + "log(2)) =
Tlog(42) — "log(6) = "log(42 : 6) = "log(7) =1

d 2:°log(4)+ log(a) =
log(4?) + Slog(a) = *log(16a)

e Slog(a) + Slog(a + 1) =log(a(a + 1)) = ‘log(a* + a)

f 3 %log(p) - “log(p?)=
*3log(p?) — “log(p?) = *log(p* : p*) = **log(p)

11 a log(1000x) =1log(1000) + log(x) = 3 + log(x), dus g(x) = 3 + f(x).
b log(0,01x) = log(1072) + log(x) = =2 + log(x), dus A(x) = =2 + f(x).
h(x)=a+ g(x)
=2+ f(x)=a+3+f(x)
—2=ag+3dusa=-5
d k(x) =4+ f(x) =log(10*) + log(x), dus k(x) = log(10000x).
e m(x)=6+f(x)=1og(10° + log(x), dus m(x) = log(1 000 000x).

f nx)= Iog(-i—) =log(1) — log(x) = 0 — log(x), dus n(x) = —log(x) = —f(x).

g De grafiek van m ontstaat door de grafiek van f 6 omhoog te verschuiven.
De grafiek van n ontstaat door de grafiek van fte spiegelen in de x-as.

12 a Voor het domein van f geldt 2x — 3 > 0 ofwel 2x > 3, dus x > l%.
Voor het domein van g geldt 16x — 24 > 0 ofwel 16x > 24, dus x > I%.
b g(x)="log(16x — 24)
g(x) =2log(8 - (2x = 3))
g(x) =log(8) + *log(2x — 3)
g(x) =3+ 2log(2x — 3)
¢ De grafiek van g ontstaat door de grafiek van /'3 omhoog te verschuiven.
13 27(x=5) = 2-x+5 = 25-x klopt.
Als x wordt vervangen door x — 5 verschuift de grafiek 5 naar rechts.
fx)=2"*ofwel f(x)=2%-27%, dus b=2°=32.
De grafiek van fontstaat ook door de grafiek van g met 32 te
vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

o nNn o ow

010 a log(25)=log(5%)
log(5%) =2 - log(5) op grond van rekenregel 3.
b log(10x) — log(x) = log(10) + log(x) — log(x) = log(10) =1
log(55) — 3log(5) = 3log(55 : 5) =log(11)
d °log(90) — (°log(3) + “log(6)) =
Slog(90) — log(18) =
*log(90 : 18) = *log(5) =1
e 4-%log(2)—log(3) =
“log(2%) — *log(3) = *log(16 : 3) = "log(5%)
f Zlog(7)+ 3 log(p) =
*log(7) + *log(p?) = *log(7p?)
Ylog(h?) + log(h — 2) = 3log(b*(h — 2)) = log(h® — 2b%)
h 5-%log(d) - “log(d®) =
O3log(dP) — “log(d?) = *log(d : d?) = %log(d?)
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U3 a Zlog(3)-3log(4)-*og(5)- ... - ...
log(3) log(4) log(5)
log(2) log(3) log(4)

"~ log(n) =
log(n)  log(n) 5

Tog(n—1) log(2)
De gehele machten van 2 groter dan 3 en kleiner dan 100 voldoen.
n=4,8,16,32en 64.

b Zlog(n) = 20 geeft n = 22" = 1048 576.

De uitkomst is groter dan 20 als n > 1048 576.

log(n)

11.3 Herleiden

intro Overeenkomst: beide hebben de y-as als asymptoot.

14 a p=1+1logr+2)
p—1=3log(r+2)

Verschil: de grafiek van f'heeft één tak, die van g heeft twee takken.

r+2=3"1

b r=3"1-2

15 a 7="%og(2a)

2a=47
a=%-4T

b a=2"-(2)"

g =71 « PO
g ="722T-1

16 a N=3-4

17 a ¢=-2+ Slog(p)
—2+ log(p) = ¢

160

3-4=N
4=LlN
t= 4log(%N)

b N=-16+4-5
-16+4-5'=N

4-5=N+16
S=in+4

b= Slog(%N + 4)

log(p)=g+2
p = 5‘?+2

b g =log(6p—12)

6p— 12=10¢
6p =107+ 12
p=3+101+2

4N-6'=5

oS
4N

t= 6log(%)
7N =10
tN = Tlog(10)
o log(10)
N

2eg=1

2}":1
q

1
=2og|—
» g(q)

p=—log(g)

4q + Ylog(p) =8
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18 a

19

20 a

21 a

4-log(S)—2-log(R)=1
log(8*) —log(R>) =1

*log(K) + log(M) =2
log(K) | “log(M)
log®) | log@7)
0g(9)  “log(27)
log(K)  Slog(M) _
2 3
“log(K) + 5 “log(M) = 4

Yog(K) + log(M) = 4

v

2
Nlog(K - M¥) =4

2
K-m=3"

81
K=——

W

b Zlog(P)+2-2log(Q)=-1

“log(P) + *log(0%) = -1
Zlog(P- Q) =-1

P.Q2:2—1
P'Q2=%
reig

De overeenkomst is dat rechts van de y-as de grafieken van fen g
samenvallen. Het verschil is dat f ook een tak links van de y-as heeft.
De verklaring is dat {«, 0) w {0, —) het domein van fis en {0, —) het

domein van g is. Dus log(x?) = 2 - log(x) voor x > 0.
De grafieken van A en j vallen volledig samen.

Conclusie: Voor oneven positieve n geldt: log(x") = n  log(x) en voor even

positieve n geldt log(x") = n * log(x) voor x > 0.

x+6
g(x) =3+’log(25x) b p(x)= (L)
2(x) = 3+ (Clog(25) + Slog(x)) \E]
2(x) =3+ (2 +log(x)) ply=(277)""°
g(x)=3+log(x) + 6 _a-iam3
£(x) = Slog(x?) + 6 = /(x) Fe
plx)=2 2 273
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22 a

23 a

016 a

021 a

Exponentiele en logaritmische functies

f(x) = Hog(32x) d f(x)=0922
S(x) = og(32) + log(x) flx) =992
f6)=35+%log(x) f(6)= O g

f(x) =50+ 81

h(x) = g*+°

hx)=g‘-g"dusa=g"

h(x) = glog(hx)

h(x) = ¢log(h) + 2log(x) dus a = ¢log(bh)

S(x) = "log(4) gx)=2- 510g(é )
() =Slog(4) + Slog(x) o B e
£(x) =5log(22) + *log(x) g(x):";;“;gfii !
f(x) =23log(2) + “log(x) glx) = og(x)

g(x) = —4 - °log(x)
h(x) = f(x) + g(x)
h(x)=2-3log(2) +°log(x) — 4 - *log(x)
h(x) = 2+ Slog(2) - 3 » Slog(x)

Links en rechts van het =-teken zijn verwisseld.
1=2p_ 12
6'=3P - 13

t= 6log(%P - l%)

2P-T=%.3 f 5svP=12
.p=>5
11_0_3‘,:21)_7 t* P="log(12)
Slog(12
3t=20P — 70 z=%
t =">log(20P — 70)
2P-31=9 g 3P=13-2-5
9 1
;. a 2-5=11-3p
2p 2
9 s=1-1lp
t =">log|l— 4712
{7

t= 510g(% - I%P)

g(x)=5+3log(3x)

g(x) = log((3x)°)
g(x) =3log(3% - x%)

b De rekenregel ¢log(ab) = élog(a) + ¢log(h) wordt gebruikt.

162

g(x) = log(3°) + *log(x°)
g(x) =5 + log(x’), dus g(x) = f(x)

1) = (3—1;-)4—;:
fly =335

£ =555+ 3'%%, dus g(x) = f(x)
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U4 a log(l)=-0,009+ 1
I= 10—0,0091+1
I= (10-0,009): 5 101
1=10+ (1070009
hb=10en g= 107009

= _1
b (10 0,009)t = E

1 1
i 10—0‘00910 (l) - lOg(E) - log(i)
B2/ 7 1og(10-999) ~ 20,009
De intensiteit is na 34 dagen gehalveerd.

~ 33,45

U5 a i(x)=f(x+a)-f(x)
K%)= 5352 — 5~ 3%
h(x)=5-3%-3¢—5-3"
A(x)=5+3*+(3-1)
Mx)=5-3“-1)+3"
Dit is een exponentiéle functie met beginwaarde 5+ (3¢ — 1) en groeifactor 3.
b k(x):@:'s.}x::;i
flx) 5-3¢ 3
k() = 36Dr= (3= 1 31y

11.4 Vergelijkingen en ongelijkheden

intro Het domein van g is R, want x? + 16 is altijd positief.
Dus grafiek A hoort bij g. Dan hoort grafiek B bij f.
De grafieken zullen elkaar niet snijden omdat voor dezelfde waarde van x de
waarde van g(x) altijd groter zal zijn dan die van f(x).

= Jex—x

24 a 3x - 7kan alle waarden hebben behalve nul (dus x # 2%)‘
b Slog(|3x—-7))=2
|3x-7|=5
3x—7|=25
3Ix—7=250f 3x—-7=-25
3x=320f 3x=-18
x=10%of x=-6

25 a x2-4x=x-4

X2=35x+4=0
(x—1)x—4)=0
x=lofx=4

b Voor x = 1 staat er *log(—3) = *log(—3) en *log(—3) bestaat niet.
Voor x = 4 staat er Zlog(0) = 2log(0) en Zlog(0) bestaat ook niet.
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26 a

27

28 a

29 a
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Nlog(|2x - 3|) =4

|2x —3|=34
2x—3=8lof 2x—3=-81
2x =84 of 2x =78
x=42of x=-39

2log(x —3) =1 —2log(x + 3)
Zog(x —3) +og(x+3)=1
Zlog((x—3)(x+3)=1
x2—9=21

x>=11

x =411 (x = =11 voldoet niet)
log(2x —4) — log(7) =1

log(2x — 4) = log(10) + log(7)
log(2x — 4) = log(70)

2x—4=170
2x =174
x=137

d log(4x) — log(6) = —2
L 4x
-log( 6 )— 2

4 P
oo
4x =54
x=13%

e Slog(-}?) =2+ Slog(x)

log(1) = 3log(x) = 2 + 3log(x)

-2 -log(x) =2

log(x)=-1

x=571= %

f S3log(5—x)— 3log(2x +4)=1
Ylog(5 — x) =log(3) + ’log(2x + 4)
Slog(5 — x) =3log(3 -+ (2x + 4))
5—-x=6x+12
=ix=7
x=-1

Het domein van fis («,0) U (0,—).
Hlog(x]) = 13

S L O L e
|x|=47=(29)2=23=8
x=—8of x=8
Aflezen uit de gegeven grafiek geeft -8 <x<0of 0<x <8
Eerst oplossen *log(|x|) = =2
T |
x| =472= ¢
x=—"1-6—0fx=1-€

Aflezen uit grafiek geeft x < —11—6 of x> 11—6

Voor het domein van fgeldt x +2 >0, dus x > —2.
1
Eerst de vergelijking 2log(x + 2) + 4 = 5 oplossen.

1
log(x+2)=1
x+2=%
_ 4l
X = li'
De oplossing van f{x) > 5 aflezen uit de gegeven grafieken geeft -2 < x < —1%

dog(2x+1)<5
Eerst oplossen 2log(2x + 1) =5

2x+1=2°=32

2x =31

xX= 15%

2log(2x + 1) bestaat alleen als 2x + 1 >0

ofwel x > —% ¥
Invoer: y, =*log(2x + 1) en y, =5

Venster: —5<x <20, -10<y< 10

De oplossing van de ongelijkheid is —% <x< 15%
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Nog(4 — x) 22— 3log(4 + x)

Eerst oplossen *log(4 — x) =2 — Jlog(4 + x)

Nog(4 — x) + log(4 +x) =2
log((4—x)(4+x))=2

16 — x2 =32

e

x=—To0f x= \ﬁ

Ylog(4 — x) bestaat alleen als 4 — x > 0 ofwel x <4
log(4 + x) bestaat alleen als 4 + x > 0 ofwel x > —4
Invoer: y, = 3log(4 — x) en y, =2 — 3log(4 + x)
Venster: —10<x <10, -5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is —\ﬁ <x< \ﬁ .

Voor het domein van fgeldt 15— 2x >0, dus x < 7%
Eerst oplossen *log(15 — 2x) =1

15—-2x=3
2x=12
x=6

Invoer: y, =3log(15 - 2x)en y, =1

Venster: —10<x<10,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < 6.

Voor het domein van g geldt 5x + 20 > 0, dus x > —4.
Eerst oplossen 3log(15 — 2x) = 3log(5x + 20)
15-2x=5x+20

—5="7x

x=-3

Invoer: y, = 3log(15 — 2x) en y, = 3log(5x + 20)
Venster: —10<x<10,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is —% <x< 7%
J(x) - g(x)>0

Eerst oplossen f(x)-g(x)=0

J(x)=0of g(x)=0

I5-2x=1of 5x+20=1

2x=140of 5x=-19

x=T70f x= —3%

Invoer: y =3log(15 — 2x) * Jlog(5x + 20)
Venster: —10<x<10,-10<y <10

De oplossing van de ongelijkheid is —3‘5l <x<7

De rekenregel flog(a) — ¢log(b) = glog(g)

x2+7

’log Ey— =2
X247
13-x

E+ T=4(13-3)
x24+7=52—-4x
x2+4x—45=0
(x+DNx—5=0
x=—9of x=5
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Een logaritmische functie heeft een beperkt domein.

e x=-9invullen geeft *log(88) — 2log(22) = 2log(%) =log(4) = 2, klopt en

029 a

Ué a

166

x =5 invullen geeft 2log(32) — Zlog(8) = Zlog(32) = 2log(4) = 2, klopt ook.

De oplossingen voldoen beide.

x—-1DA—-x)=2%
—x2+8x—-7=8

x2—-8x+15=0
(x=3)x—-5=0
x=30of x=5

x = 3 invullen geeft *log(2) + 2log(4) =1 + 2 =3, klopt en
x = 5 invullen geeft *log(4) + *log(2) =2 + 1 = 3, klopt ook.
Voor het domein van fgeldt x> 1 en

voor het domein van g geldt x <7

Invoer: y, =2og(x — 1) + Zlog(7 — x) en y, =3

Venster: 0 x <10, -5<y<5

De oplossing van de ongelijkheidis 1 <x<3of 5<x<7
log(5—3x)>4

Eerst oplossen *log(5 — 3x) =4

5-3x=8l
3x=-76
x=-25;

log(5 — 3x) bestaat alleen als 5 — 3x > 0, dus x < 1%
Invoer: y, =’log(5 —3x)en y, =4

Venster: —50<x<10,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < —25%—
Slog(x?+ 10) —log(x + 2) 2 1

Eerst oplossen *log(x* + 10) — Slog(x +2) = 1

2 2
5 x>+ 10 _ x+10:
log x+2) 1 ofwel ey 5
X2+ 10=5x+10

x2=5x

x =0 of x =5 beide voldoen.

Slog(x? + 10) bestaat voor elke waarde van x.

Slog(x + 2) bestaat alleen als x + 2 > 0, dus x > =2
Invoer: y, =’log(x* + 10) = °log(x + 2) en y, =1
Venster: —10<x<10,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheidis -2 < x<0of x5

3y
2 U] |
1/\

-2—10!12345 T
-
-2
-3

6x — x>0

6x —x2=0

x2=6x

x=0of x=6

Zie de grafiek bij opgave a. Het domein is (0,6).
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¢ y=p+6x— x2moet dan de vergelijking zijn van een bergparabool die de
x-as snijdt in (=3, 0) en (9, 0).
(9,0)invullenin y=p+ 6x — x> geeft 0=p + 6+9 — 81, dus p = 27.
Controle: invullen van p =27 en (=3, 0) geeft 0 =27 — 18 — 9 klopt.

d Het maximum van de parabool y = p + 6x — x? is dan 3* = 81.

d
het maximum wordt bereikt als d_v =6—-2x=0,dusals x=3.
X

x=3en y=8I invullen geeft 81 =p + 18 = 9, dus p = 72.

e Dan moet geen enkel punt van de parabool y = p + 6x — x? boven de x-as

liggen. Onderzoek voor welke waarde van p de top op de x-as ligt.
Je weet dat x,,, = 3, dus dan moet y,,, = 0 zijn.

Dit invullen in y =p + 6x — x> geeft 0=p + 18 — 9, dus p = —9.

/f, bestaat voor geen enkele waarde van x als p < 9.

11.5 Groeimodellen

intro QO zou een kwadratische, exponentiéle of gebroken functie van R kunnen zijn.

31 a De richtingscoéfficiént a van een lijn door de punten (2, 10) en (6, 50) is
_50-10
T2
10=10-2+ hdus h=-10. 50
b De groeifactor per 4 tijdseenheden is T0 =5.
1

= 10. Substitueren van (2, 10) in C= 10z + b geeft

De groeifactor per 1 tijdseenheid is dan 5* = 1,4953...

. ; Ly Lyo L
Substitueren van (2, 10)in C=h- (54) geeft 10=hH- (54) =h-52=bh- \B
10
—=2{5=447.

\E

5000

Dus b =

32 a b

s (bglg) —

4000

3000

2000

1000

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t(uur) —

b De grafiek heeft de vorm die kan horen bij een exponentieel verband.

% =0,7, 4200+ 0,7*= 1008 en 4200 - 0,7° = 494

De groeifactor per uuris 0,7.

De sterkte van de straling op £ = 0 is 4200 : 0,7 = 6000 bq/g.
S§=6000-0,7

Voor t=1,2,5en7 vind je de s-waarden: 4200, 2940, 1008 en 494.
De waarden in de tabel voldoen bij benadering aan deze formule.

o o
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33 a r=2en C=10invullenin C=p- 1+ g geeft

10=p-22+¢g
10=4p+g

b t=6en C=50invullenin C=p- 2+ ¢ geeft
50=p-6>+g
50 =36p + g

c 10=4p+ggeeftg=10—4pen
50 = 36p + g geeft ¢ = 50 — 36p

d 10—4p=50-36p
32p =40
p=lieng=10—4-15=5(dus C= 1372+ 5)

34 a b Mercurius | Aarde | Mars | Jupiter | Saturnus | Neptunus
log (1) -0,62 0 0,27 | 1,07 1.47 2,22
log (4) 1,76 2,17 | 2,36 | 2,89 3.16 3,65
14
=
g3

I 5 o 05 1 15 2 25
log (t) —
. og (1)
3,65-1.76 2
D fich sfficiant Je limi —_————=0.665... %
€ ricntingscoctiicient m van de 11jn 1s ongeveer 2:22 _ —0,62 s 3

en het startgetal n is log(149.6) = 2,17 dus log(A4) = % -log(r) + 2,17
2
¢ log(A4) = log(*) + log(149,6)

2
A=1-1496
A~1496 -7

35 a Omdat de temperatuur van de thee daalt, moet er met een getal tussen 0 en 1
worden vermenigvuldigt.
b Beginverschil is 65°C, de groeifactor 0,7 dus V= 65+ 0,7
T=20+1V=20+65-0,7 met ¢ per 5 minuten.

L L
De groeifactor per minuut is 0,75; de formule wordt 7= 20 + 65 - 0,7St

36 a De groeifactor per 6 meter van d = 4 naar d =10 is % en van d = 14 naar
d =20 1is de groeifactor % Dat is niet gelijk.
b Het product van d en I is niet constant.

c &P |16|100|196|400
/ |25| 4| 2| 1

400
d? - I is constant (400), dus /= A
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Zie de tabel naast de grafiek.

t
g 8
7
6 v = log(s) | » = log(K)
0,30 2,57
5 0,70 4,16
| 5,36
4 1,40 6.95
1,60 1,77
3
2
1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1.4 1,6 1,8
log (s) —
G857
De richtingscoéfficiént van deze lijn is —————=4.

1,60 — 0,30

(1;5,36) invullen in y =4x+ b geeft 5,36 =4-1+ b, dus b= 1,36, klopt.
log(K) =4+ log(s) + 1.36

log(K) = log(s*) + log(101-36)

log(K) = log(101:36 - s#)

K =106 s ofwel K=23- 5"

Zie de tabel naast de grafiek. log(d) |log(r)
1 o log (d)— 1,00 [-0,31
¥ 2 1,30 [—0,90
y 1,60 |—1,51
1,78 [-1,85
5 1,90 |[-2,10
2,00 (-2,30
e L

De grafiek is een rechte lijn, de richtingscoéfficiént is 2,00~ 1,00

(2,00; —2,30) invullen in log(l) = =2+ log(d) + b geeft 2,30 =—-2+2,00 + b
dus b= 1,7 en de formule 1s log(7) = =2 - log(d) + 1,7.
log(l)=-2-log(d) + 1,7
log(l)+2-log(d)=1,7
log(I) + log(d*) = 1,7
log(7-d*) =1,7
50

Id= 101*7=500fwe11=¥

97117
=9 40—~—{,31
(—=0,31;:117) invullen in D =10-log(/) + h geeft 117=10--0,31+5
dus b = 120.
Het verband tussen de geluidssterkten is D =10 - log(/) + 120.

De richtingscoéfficiént is 10.
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11.6 Gemengde opdrachten

37 a 1+4-3log(x)=7
4-3log(x)=6
Ylog(x) = 13

g=8=

b f(x)=1+4-3log(x)
fx) =>log(3) + Jlog(x?)
f(x) = log(3x*)
p=3eng=4

¢ 1+4-3log(x)=1+"log(9x?)
4 +3log(x) = *log(9x?)
Ylog(x*) =log(9x?)
x4 =92
x2=0of x2=9
x=0of x=-30f x=3
x =0 en x = -3 voldoen niet.
De oplossing is x = 3.
fB)=1+4-3og(3)=1+4-1=5
Het snijpunt is (3, 5).

38 a y
3
2
X
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3

b Voor het domein geldt x*> — 6x + 8 > 0.
x2—-6x+8=0
(x—2)(x—-4)=0
x=2of x=4
De grafiek van y = x2 — 6x + § is een dalparabool, dus dit betekent dat
((—, 2)u (4, — ) het domein van f1s.
¢ De asymptoten zijn de lijnen x =2 en x = 4.
d log(x>—6x+8)<0
Ferst oplossen log(x> — 6x + 8) =0
x2—6x+8=1
x2-6x+7=0
D=(-6y—-4-1-7=8
6—+8 6 ++/8
2 of x= 3
x=3- 20fx=3+\[5
Zie grafiek, de oplossing van f(x)<0is 3 — \E <x<2end<x<3+ \E

x:
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40 a

Nog(R) = 4,45 — 2,318

R = 2445-2318

R = 0445 . 9-2315

R=2445. (27231)8
b=2445x2186eng=221=0,20

16 2-6=42

palivia e 2%
2228
x—2=%
xX= 2%

15:3%%24+ 18 =93
15-372=75
3x+2 =5

x + 2 =3log(5)
x==2+og(5)

|1 = 2log(4x + 1)| =2

1 —Zlog(dx+1)=20f 1 =2log(d4x +1)=-2
2log(4x + 1) =—1 of Zlog(dx + 1) =3
dx+1=2"1=]of 4x+1=23=38
4x=—%0f4x=7

x=—%ofx=1%

4
2log(x) + 3
stel 2log(x) =p

4 -
p+3 7
4=pp+3)
pr+3p—4=0
p+dHp-1)=0
p=—4of p=1
Yog(x) = —4 of Hog(x)=1
x=2%=Lofx=2

=log(x)

“og(2x) + *log(7) < 3

Eerst oplossen *log(2x) + *log(7) = 3
“log(14x) =3

l4x=4>=64

N 4% /
“log(2x) bestaat alleen als x > 0.

Invoer: y, = *log(2x) + *log(7) en y, = 3
Venster: —10<x <10, -5<y<5

Zie grafiek, de oplossingis 0 < x < 4%

log(5x + 3) + Clog(x — 1) =2
Tog(Gx & jle—T)=2
(x+3)(x—1)=62=36
5xt—2x—3=136
5x2—-2x—39=0
D=(-27—4-5--39="7T84
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2 —+784
=———of

X =

2+ 784
K T

25 2-5
-2 of x=3

X
xX= —2% voldoet niet, dus de oplossing is x = 3.
1
g Zlog(x?—2x)>-3
1
Ferst oplossen 2log(x” — 2x) = —3
-ax=(1)7=38
x2-2x—-8=0
(x+2)(x—4)=0
x=-2o0fx=4
1
?log(x* — 2x) bestaat alleen als x> — 2x > 0.
x2—2x=0
x(x—2)=0
x=0of x=2
De grafiek van y = x> — 2x is een dalparabool, dus

?log(x? — 2x) bestaat alleen voor x-waarden J \

nit (e, 0) U{2, -). / \

Invoer: y, = %log(xz —2x)eny,=-3 / \

Venster: —10<x <10, -5<y<5

Zie grafiek, de oplossingis —2<x<0of 2<x <4
h 8 +4v=6-2~

(23)x a (22)x =6+2%

(2x)3 A (2x)2 —6-2=(

stel 2¥ = p.

P Hp-6p=0
pp*+p-6)=0
plp+3)p-2)=0

p=0of p=-3o0f p=2

2*=0o0f 2*=-30f 2¥=2

2¥=0en 2* = =3 hebben geen oplossing.
2¥=2geeft x =1.

41 a De groeifactor is 0,6.
0.6/ = %, dust= Oﬁéiog(%) =1,3569... dagen = 33 uur.
b 36=100-0,6+0.,6, dus na 2 dagen.
¢ Na twee dagen is er 36 mg over. 33 uur later is deze hoeveelheid gehalveerd.
Dus na twee dagen en 33 uur ofwel 3 dagen en 9 uur.

Onderzoeksopdrachten

42 Je moet onderzoeken voor welke waarde van g de vergelijking slog(x) = x
precies één oplossing heeft.
Als 0 < g <1 heeft deze vergelijking precies één oplossing: de grafiek komt
vanaf de asymptoot naar het punt (1, 0) en snijdt daarbij de lijn y = x één
keer.
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Voor g > 1 onderzoek je of er een waarde van g is, waarbij de grafiek van m,
de lijn y = x raakt. Met plotten vind je dat de grafiek van m, al dichter in de
buurt van de lijn y = x komt dan m,. Verder proberen (inzoomen) leert dat

er voor g = 1,4 twee snijpunten zijn en voor g = 1,5 geen.
De grafiek van m snijdt de lijn y = x tweemaalals 1 <g< 14

8 8
43 O)=/——7—=—=
2 SO 306 s
Op den duur, dat wil zeggen als ¢ zeer groot is, nadert 0,6/ naar 0 en f{f) naar
8 8
)= =—=28
f® 1+3-0 1
b Voor het snijpunt met de y-as geldt 7 = 0.
A
f0)= , dus het snijpunt met de y-as wordt bepaald door

1+B-¢g® 1+B
zowel A4 als B.
¢ Als ¢ toeneemt, nadert g’ op den duur naar 0.
De functiewaarde nadert dan tot & = £ = A.
1+B-0 1
De grenswaarde wordt door A4 bepaald.
d Als B groter wordt, wordt het snijpunt met de y-as , dus de beginwaarde
kleiner.
Als g groter wordt, dus dichter bij 1 komt, gaat de grafiek minder snel naar

de grenswaarde.

Samenvatting

S1 a 2log(13)—2-2og(3) = b 11-Slog(x) +1-log(2) =
2 2 2= 1 1
1og(113;) logc Slag(x'?) +Sog(2)=
2log(g) = Sog(xx *y2) =

Slog(xy2x)
“log(15)

S2 a Als t toeneemt, wordt 0,95 kleiner en nadert op de duur naar 0.
Hierdoor wordt S dus steeds iets groter (afnemende stijging) en nadert naar
de grenswaarde S = 25— 3 -0 = 25. Kenmerk B is hier van toepassing.
b De formule §= 12 + 4(¢ — 1) is te herleiden tot S = 8 + 4¢.
Dit is een lineaire functie met een richtingscoéfficiént 4, dus kenmerk A is
hier van toepassing.

S3 1,004! =2
t = 1004 5p(2) = 173,633... weken
De verdubbelingstijd is 7+ 173,663... = 1215 dagen.

S& a ("log(v))* = "log(x) +2
Stel 1%1og(x) =p

prP=p+2
pPP-p-2=0
p+p-2)=0
p=—lofp=2
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Bfopts) =—1 of Hoali=5
e= () ot =l

xX= % of x= 2%
Slog(3x) + Jlog(2) =4
log(3x+2)=4

6x =5*=625
x=104;

Togh+ B =3
2+6x=() =27
x2+6x—27=0
(x+9N(x—3)=0
x=-9o0of x=3
42— 11+45+24=0
Stel 4¥=p
P-11p+24=0
(p=3)p—-8=0
p=3of p=8
4¥=30f 4*=8§

x =*og(3) of x="410g(8)=1,5

Mog(10x — x2) <2

Ferst oplossen *log(10x — x%) =2
10x—x2=32=9

x>~ 10x+9=0

(x—D(x—9=0

x=lofx=9

log(10x — x?) bestaat alleen als 10x — x? > 0.
10x—a=g

x(I0=-x)=0

x=0of x =10 De grafiek van y = 10x — x
bergparabool, dus *log(10x — x?) bestaat alleen als 0 < x < 10.

2is een

Invoer: y, =3log(10x — x?)en y, =2

Venster: —10<x <10, -5<y<5

Zie grafiek, de oplossing van de ongelijkheid is 0 < x <1 of 9 <x < 10.
Nog(10 — x) > =2 + 3log(x + 5)

Ferst oplossen *log(10 — x) = =2 + 3log(x + 5)

log(10 — x) = log(3) + Ylog(x + 5)

Yog(10 — x) = log(3(x + 5))
10-x=4(x+5)

90 —-9x=x+5
85 =10x
x=8%

*log(10 — x) bestaat alleen als 10 — x > 0 ofwel x < 10

en Jlog(x + 5) bestaat alleen als x + 5 > 0 ofwel x> —5.
Beide logaritmen bestaan alleen als =5 < x < 10.

Invoer: y, =3log(10 — x) en y, = =2 + 3log(x + 5)

Venster: —10<x <10, -5<y<5

Zie grafiek, de oplossing van de ongelijkheid is =5 < x < 8%
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S6  log(P)=2.73-0410
p = 32730410
P = 3273, 370410
P =327 (3041y0
c=3>7=20,07en g=3"%1~0,64

S7 a g(x)=log(8x%)
g(x) ="log(8) + *log(x’)
g(x) =3+ 5 2log(x) = f(x)

b ()= %5
ORRER
F= () ()
S =@ 5
=375y
9 =3" (B = g

Test jezelf

T1 a *log(14) + *log(41) = d Zlog(h) —log(3) =
Mlog(14+41) = . [b\_
2og(574) log| 3] =
2log(%b)
1 L 1
b log(2) —log(12) + log(8) = e ’log(p)+ 2log(—) =
2-8 4
)
12 glog( - L) =
log|—2| = log(11) . Y
812 Bl flog(%) =2
¢ Slog(6) - (Slog(5) — Slog(2)) = £ 1eSlog(x?) - 3+ Slog(x) =
1 1
Slog(6) — Slog({5) + *log(2) = Slog((x7)) — Slog(+¥)?) =
. 1 1
o2 - oty ogts
12 3l
x? 2l
Slog(144) 5log(T) =3log(x7)
x 2
T2 a 5k-2=7
|x = 2| = *log(7)

x —2="3log(7?) of x — 2=-3log(7)
x =2+ 3log(7) of x =2 —3log(7)

b 3—log(x+2)=23
log(x +2) =12

2
x+2=10

x=4100 -2
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2log(x — 6) + 2log(x) =4
2og(x(x — 6)) =4

x2—6x=2*=16
x2—6x—16=0
(x+2)(x—8)=0
x=—-2of x=8

x = —2 voldoet niet, dus de oplossing is x = 8§

() =11 (3) +24=0
V) -11-() +24=0

(7= 11-24-0

Stel(%)x=p

P-1lp+24=0

@=3)p-8=0

p=3of p=8

br=sary-s

x = Tlog(3) of x = Zlog(8) = -3

2+ 3log(x) — log(3x +4)=10
Ylog(x?) = ‘log(3x + 4)

x2=3x+4
x2=-3x—-4=0
(x+D(x—=4)=0
x=—-lof x=4

x = —1 voldoet niet, dus de oplossing is x = 4.

log(3x —2)< 7

Ferst oplossen 2log(3x —2) =7
Sn=0=0F= 108

3x =130

xX= 43%

’log(3x — 2) bestaat alleen als
3x—2>00fwe1x>%.

Invoer: y, =2log(3x—2)en y,=7
Venster: 0 < x <50, -10<y <10

De oplossing van de ongelijkheid is % <x< 43%

“log((8 — ¥7)) > 2

Eerst oplossen “log(|8 — x?|) = =2
()

8 —x2=40f §—x2=—4

o= dalwb=11

x=—y120of x=-20f x=20f x=412

1
2log|8 — x?| bestaat alleen als 8 — x2 # 0 ofwel x # —|8

enx#‘\lg.

1
Invoer: y, = 2log(|8 — x%)) en y, = -2
Venster: —10<x<10,-5<y<5
De oplossing van de ongelijkheid is

—J12<x<—8of -8 <x<-20f2<x<8of\8<x<y12

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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T3 a

T4 a

5

5
3-==4
3x

Stel 3¥=p

5
__=4
P P

pP-5=4p

pr=4p-5=0
pP+Dp-5=0
p=—lof p=5

3¥=-lof 3¥=5

3* = —1 heeft geen oplossing.
x =3log(5)

1,08'=2

t = 9%¥og(2)

t=9,006...

De verdubbelingstijd is ongeveer 9 jaar.

Van 15 000 naar 60 000 betekent twee keer verdubbelen, dit duurt 18 jaar.

. _ _2
Voor de verticale asymptoot van fgeldt Sx =2 =0, dus x =5
Voor de verticale asymptoot van g geldt x = 0.
-1+ 2log(5x — 2) = 2log(x?)
2og(}) + og(5x - 2) = Aog(x?)

2og(24x — 1) = 2log(x?)
25x—1= ¥
25— SEH2=0
D=(-5¢-4-2-2=9
S- \5 1 S+ \F’
xX= =sof x= i =2
De snijpunten zijn (%, —2) en (2,2).
Zie grafiek, de oplossing van f(x) 2 g(x) is % <x<2

De verticale asymptoot is x = -3, danis -3+ h=0,dush =3

(—1, 0) ligt op de grafiek, dus 0 = “log(—1 + 3) + ¢, dus ¢ = —“log(2)
(1, 1) ligt op de grafiek, dus 1 =<“log(1 + 3) + ¢, dus ¢ = 1 — “log(4)
—“log(2) =1 —“log(4)

“log(4) —“log(2) =1

"log(%) =1.dus“log(2)=1lena=2

¢ = —“log(2) wordt dan ¢ = —?log(2) = -1

a=2,h=3enc=-1
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Voor het domein geldt %x +4>0,dus x>-12.

b De verticale asymptoot is de lijn x = —12.

T7 a

T8 a

178

F(x)="log(}x + 4)

£ ="3log(- (x +12))
£(x) =1log(3) + log(x + 12)
£(x) = =1 +3log(x + 12)

a=—lenbh=12

D= 10Tosf 2] L g D= 10~ Tog] 21O} e 5
== og 52 & E = og 102 = )

P 10 T 22 _ g Bi= 10 Tor] et ap.5
— *lo = = lo =

o= 8|5 :

_ 49-10°

D=10-log 2

D=10- (log(4,9 - 10%) — log(r)
D=10-(log(4,9+10° = 2+ log(r))
D=10-1og(4,9-10° - 20 - log(r)
a=10-1og(4,9+10°) = 56,9 en h = —20

4,9 - 105)
=0

2

10 - log(
r

P=49-105=49-10*

r=1449-104=7-10>=700

Dus op een afstand van 700 meter is de geluidssterkte 0 dB.

log(M) = 2, dus de massa van het ei is M = 10%> = 100 gram.

log(L) = 1,12, dus het waterverlies bedraagt L = 10112 = 13,2 gram.

13,2 van 100 is ongeveer 13%, klopt.

Voor de albatros geldt log(M) = 2,5, dus M = 10%° = 316 gram.
log(L) = 1,62, dus L =~ 10"-%% = 42 gram.

13% van 3161is 0,13 - 316 = 41 gram.

Ook voor de albatros klopt dit redelijk.

log(L) = 1,031 * log(M ) — 0,885

log(L) = log(M" 1) — log(10°8%3)

1031
log(L) = log(w)

_ M _ 1 1,031
= 00885 100885 M

a= =0,130 en h=1,031

]00,885

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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Extra oefening

E1

E2

72
a De groeifactor per jaar is e 1%
b 2025 is 6 jaar verder dan 2019.
De staatsschuld is dan 72 - (lé)6 = 146 miljard dollar.

¢ Voor de verdubbelingstijd geldt (l%)t =2

L
De verdubbelingstijd is 7 = lg10g(2) jaar.
t=5,884... jaar.
Dat komt overeen met 5,884... - 12 = 71 maanden (5 jaar en 11 maanden).

a (13)7"=3 e Zog(|5-2x))=-3
1 - x = Ylog(3) |5-2x] =27 =1
x=1-"log(3) 5—2x=%0f5—2x:—%

2x =4 of 2x =5}

_a1 —~9
x—2160fx—216

b 62x-1=3 f Sxtl=4
2x — 1 ="Clog(3) —x + 1 ="log(4)
2x =1+ ‘log(3) x=1-"1log(4)
x=1+100g(3)

c 2-log(2x+1)=-2 g 16—3:-4=10
Nog(2x + 1) = 4 @2 —3-4v=10
Ix+1=34=8l @2 —3-4-10=0
2x =280 Stel 4*=p
x=40 pPP=3p—10=0

(p+2)(p-5=0
p=—2of p=5

4r=-2of4x=5
4 = =2 heeft geen oplossing.
De oplossing is x = *log(5)

1 L fx—3
7 P (W N | 3 —
d lng—l) I = log(x) h logx+3) 1
_ x—3_ 1)1
Tlog m)+7log(x)—1 x+3—(§) 3
g X o\ X=3=3x+E9
logx—l) ! ~2x=12
X xX=-6
=7
x—1
x=Tx-7
—6x=-7
x=l%
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E3 a 2log(-2x+1)>5
Ferst oplossen 2log(—2x + 1) =5
—2x+1=2°
-2x+1=32
—-2x =31
== 15%

Zlog(—2x + 1) bestaat alleen voor —2x + 1 >0, dus x < %

Invoer: y, =*log(-2x+ l)en y, =5
Venster: —25<x<5, -10<y< 10
De oplossing van de ongelijkheid is x < —15%

o 2l
Eerst oplossen 237! = (}T)x
23x—1 — (2—2)x — 2-2x

Ix—-1=-2x
S5x=1
1 _—

X=3

Invoer: y, =2%"len y, = (}T)x

Venster: —5<x<5,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x < %
¢ 2-’log(x) > log(x + 6)

Eerst oplossen 2 + *log(x) = log(x + 6)

log(x?) =’log(x + 6)

xXX=x+6

M=g—6=0

(x+2)(x—3)=0

x =-2(voldoet niet) of x =3

log(x) bestaat alleen voor x > 0.

log(x + 6) bestaat alleen voor x + 6 > 0, dus x > —6. i 7

Invoer: y, =2 +Slog(x) en y, = log(x + 6)

Venster: —5<x<5,-10<y<10

De oplossing van de ongelijkheid is x > 3
d 2-3-log(x)<1

Eerst oplossen 2 — 3+ log(x) =1

3-log(x)=1
log(x) =3 \
1
x=10'=10 i —~—

Invoer: yy =2 —-3-log(x)en y, =1

Venster: —5<x<5,-5<y<5

De oplossing van de ongelijkheid is x > m
e Slog(7-x)<-1

Eerst oplossen *log(7 — x?) = —1

7-x2=31=1

aF= 6%

xX= —'\J6_% of x= '\j6_%

3log(7 — x?) bestaat alleen als 7 — x2 > 0, ofwel x> < 7
dus —\ﬁ <x< \ﬁ

Invoer: y, =3log(7 — x*) en y, = -1 vk "
Venster: =5<x<5,-5<y<5 :
De oplossing van de ongelijkheid is —\ﬁ <x< - 6%
of ’\j6_% <x<+7
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E4 a

ES

Eé6 a

4*< 2%+ 12

Eerst oplossen 4 =2+ 12
(2%pr— 2%~ |2=0

(22 -2x-12=0

Stel 2*=p

pP—-p-12=0
pP+3Ap-4H=0
p=-3of p=4

2% = —3 (geen oplossing) of 2¥=4

x=2

Invoer: y, =4%en y, =2+ 12
Venster: —10<x<10,-5<y<20
De oplossing van de ongelijkheid is x <2

P=4-3
4-3=p
4=p+3
t="*log(P + 3)

2P—4-32=

4:3%=2p
_1

32’—5}’

Dep 3log(%P)

=} log(}P)

g(x)= %log(%ﬁ)
£(x) = log(3) + Flog(x")
4 = 54 3Tlogho)
Zlog(x)
Zlog(3)
log(x)

1
g(x)=5-3+2log(x) = f(x)

gx)=5+3-

gx)=5+3-

2+3log(11) — 3 -°log(4)
log(11%) = Slog(4%) =
Slog(121) — Slog(64) =

21 . 5
5log(a) = Slog( 1@)
fog(x) +2 =
L 1
Hog(x) + 410g(#) =

i10g(ﬁx)

© Noordhoff Uitgevers bv

c log(P)—log(r)=1
log(r) = log(P) — 1
log(1) = log(P) — log(10)
log(1) = log(ll—oP)
t=15P,

d P=4-%og(2r)

4+3log(2r) = P
Tlog(2f) = 1P
2= (4

¢ 3-log(x)+1=
Zog(x?) + 2og(2) =
Zlog(2x%)

d 2-(*log(15) — *log(5)) + 4log(3) =

2 4log(%) +%og(3) =
*og(3?) + *log(3) =
og(27)
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S(x) = g(x)

Zlog(4 — 2x) =2 + Yog(x + 4)

2log(4 — 2x) = *log(4) + Zlog(x + 4)
Zlog(4 — 2x) = 2log(4x + 16)
4—-2x=4x+16

—6x =12

x=-2

S(x)-g(x)=0

f(x)=00f g(x)=0

Zlog(4 —2x)=0o0f 2+ 2log(x +4)=0
4-2x=2=1 of Nlog(x + 4) = -2
2x=3of x+4=22=1
xX= 1% of x= —3%

Domein van fj,: 3x — 12> 0en x > 2 geeft x > 4
Domein van f;: 3x — 1> 0en x > 2 geeft x > 2
Domein van f;: 3x — 6> 0en x > 2 geeft x > 2
De asymptoot is dan x = 10.
3:10—ag=0,dusa=30

Dan moet 3x —a > 0en x > 2 opleveren x > 2
Dit is het geval voor a < 6.

Jo(x) =log(3x — 6) — 3log(x — 2)

Jo(x) =>log(3* (x = 2)) —log(x ~ 2)

£(x) =310 (M) =3log(3) = 1

6 g| — g

De grafiek van f; is de rechte lijn y = 1 (voor x > 2)

75=359"-log(v) + 4,1
35,9 -log(v) = 70,9
70,9

log(v) = E =1,9749...
v = 104974 = 94 km per uur
Invullen van 2v in de formule geeft
D, =359-log(2v)+ 4,1
D,,=359"-(log(2) +log(v)) + 4,1
D, =359"log(2)+ 35,9 log(v) + 4,1 en 35,9 - log(2) = 11 dus
D, =11+359-log(y) + 4.1, dat is 11 dB méér dan bij een snelheid v.
28,1 - log(v) + 16,0 < 35,9 - log(v) + 4.1
11,9 < 7,8 log(v)

11,9
log(v) > ﬁ
v> 101525 dus v > 33,5 km per uur.
(35,9 « log(v) + 4,1) — (28,1 - log(v) + 16,0) > 4
7.8 log(v)—11,9>4
7.8 - log(v) > 15,9
log(v) > 159

7,8
v > 10293 dus v > 109 km per uur.
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10 Kettingregel

V1 a f(x)=6x-0,3x" e Ax)=204—x2+3)
F(x) =6 — 3% ) =204 - 22 + 6
H(x)=8x—4x
b g(x)=6x*+x+2 d k(x)=x%3x— 2x%)
g(x)=18x2+1 k(x)=3x3—2x3

K (x) =9x% — 10x*

V2 a s=3(1+5) c s=(F+3)2t-3)
s=3(2+ 10t + 25) s=20 =3P +61—9
=32 +30t+
ZS 32+300+75 %:8t3—9t2+6
—=6¢+30
dt
b s=1(t*-5) d s=252+(t—2)
L5 s=25F+1P—4r+4
§=38 -3 =0
s s=20r—4t+4
—=1p ds
dt —=52t—4
dt

V3 a f(x)=0,5x%+3x
ffx)y=x+3
f(2)=2+3=5
De helling in punt P is 5.

b g(x)=5x*-0,5x2—-7
g(x)=15x2—x
g=15-12-1=14
De helling in punt Q is 14.

V& a fl(x)=x7
f(x)=3x2
17(1) =3+ 1% =3, de richtingscoéfficiént van deze raaklijn is 3.
b Als de helling gelijk is aan 6, dan moet f'(x) =6
3x2=6
N B
x=—y20f x=12
fO) = (2 = =22 en f(2) = (V27 = 22

De punten waar de helling gelijk is aan 6 zijn (—\E, —2\5) en (\]5, 2\]5).

VB a K(p)=—p'+3p*+7
K'(p)=-3p*+6p
-3p2+6p=0
—3p(p-2)=0
p=0of p=2
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b Invoer: y, = —x*+3x2+7
Venster: =5<x<5,-10<y<20

==

Bij p = 0is er sprake van een minimum en bij p = 2 is er een maximum.
¢ minimum K(0)=-0*+3-0>+7=7
maximum K(2)=-2°+3:22+7=11

Vé a L'(m)=—-16m+16

—16m+16=0
—l6m=-16
m=1

L is een bergparabool, dus maximum L(1)=-8+ 12+ 161 -3 =35,
b A(x)=3x+8x+16
3x2+8x+16=0
D=8-4-3-16=-128
D <0, dus de afgeleide is nooit nul en / heeft geen maxima of minima.
¢ T'(g)=-3¢>+6g+9
=3¢+ 6g+9=0
P=2g—=3=0
(g=3)g+1)=0
g=3of g=-1
In een plot zie je dat er een maximum is bij ¢ = 3 en een minimum bij ¢ = —1.
maximum 7(3)=-3*+3:32+9-3=27
minimum 7(-1)=—(-1*+ 3+ (-1 +9--1=-5
d w(r)=3r—4)>—-3r
w(r)=9r>—24r + 16 — 3r
w(r)=9r>=27r + 16
w(r)=18r—27=0

r=1s

wis ezen dalparabool, dus minimum w(l%) = (3 : l% = 4)2 e 1 1% = —4%
V7 a f(x)=0,5x*-3

f(x)=2x3

f(1)=2+1°=2, dus de raaklijn is van de vorm y = 2x + b.

Invullen van x=1en y = —2% iny=2x+b geeft

—2b=2-1+hdush=41

De vergelijking van de raaklijn in punt Pis y = 2x + 4%

© Noordhoff Uitgevers bv
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V8 a

Kettingregel

f(2)=-2-23-0,25-224+5=-12dus P(2, —12).

F(x) =—6x2—0,5x

f(Q)=—6-22-0,5-2=-25

De raaklijn is van de vorm y = —=25x + b.

Invullen van x =2en y=—121in y = —25x + b geeft
—12=-25+2+ b dus h=38.

De vergelijking van de raaklijn in punt Pis y = —25x + 38.
f) =2+ -1 =x*+x2-2

Fx)=4x3+2x

FO) =4 -2+ 22 =36

De raaklijn is van de vorm y = 36x + h.

Invullen van x =2 en y=18in y = 36x + b geeft
18=36+2+bdusb=-54.

De vergelijking van de raaklijn in punt £ is y = 36x — 54.

B=x—-3+2

f(x)=3x2-3

3x2-3=0

3x2=3

x2=1

x=—lof x=1

Uit een plot valt op te maken dat er een maximum is bij x = —1 en een
minimum bij x = 1.

maximum f(—1)=(—1-3--1+2=4, minimum f(1)=1*-3-14+2=0
Het snijpunt met de y-as bereken je door x = 0 in te vullen.
f(0)=03=3+0+2=2, dus het snijpunt met de y-as is (0, 2).
F(0)=3-02—-3=-3

De raaklijn is van de vorm y = —=3x + h.

Invullen van x =0en y=2in y = —3x + b geeft
2==-3:0+bhdush=2.

De vergelijking van de raaklijn is y = —=3x + 2.
==3-(-2*-3=9

3x2-3=9

3x2=12

=g

x=-2o0fx=2

f(2)=23-=3+2+2=4, dus de codrdinaten van punt P zijn (2, 4).

Machtsfuncties differentieren

intro

110

Met een differentiequotiént is dit te controleren.
s(10)=6- 10§10 = 189,736 ... en 5(10,001) =6 - 10,001y/10,001 = 189,765 ...

189,765 ... — 189,736 ...
De snelheid op ¢ = 10 is ongeveer 0.001 =28,461 ... m/s

28,461 ... X 3,6 = 102km/uur. De bewering van Max klopt met de formule.

f(2,001)-f(2) 0,499... -0,5
0,00 0,001
De helling van fin het punt (2,%) is ongeveer —0,25.

=-0,249 ...
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S(=0.999) =7(-1) -1,001.. ——1 _
b 0,001 a 0,001 = <1001
De helling van fin het punt (—1, —1) is ongeveer —1.
1 1
+Ax) - f(x) = —-—=
¢ S +HA) /()= o
X XFAxX X—X—A¥  —Ax

Nx+AY) M(x+AY)  x(x+AY)  x(x +Ax)

—Ax
g JEHA) ) StAy) -
Ax a Ax T x(x + Ax)
-1 -1 1
Als Ax nadert naar 0, dan geldt: =—=——
x(x—0) x° X

e fO9=t=xldan f9=-lx?=-%

2 a gv)= ‘):—3= x3dus g'(x)=—-3x"4= _;34.

b |—X Ya | V2
1 1 -3
2 0.125 | -0.188
3 0.037 | -0.037
Y 9.0156 | "0.812
( I—
A=
€ | Prot1 Protz Plots Y1 | Y2 | Y3
-3 1 . -3
l\Y:.E)i 2 e.125 | -0.188 -i%
INY 2B (Y1) gy ;
3 3 0.037 | -0.037 -5}
l\YsE-F Y 0.0156 | -0.012 | 5¥z
; “0.01
INY4q=
E\Ys=
INYs=
INY?= X=1
De kolommen Y, (afgerond) en Y, komen met elkaar overeen.
d /A(x)=x% dus /'(x) =0,7x7%3
Plot1 Plotz Plot3 Y1 I Y2 1 Y3
0.7 1 0.7 |o?
ENY 18X 2 1.6245 | 6.5686 | 0.5686
d 3 2.1577 | 0.5035 | 0.5035
INY2Bg7(Y1)|yoy Y 2.639 | 0.4618 | 0.4618
B\Y3B0.7X >
B S
INYs=
NYs=
[ LT x=1

QOok nu komen de kolommen Y, en Y, met elkaar overeen.
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3 a p(x)=-2x28

112

p(x)=5,6x"38

56
p()—

1
fx)= x—+?—2x’6+1x

f(x)=-12x7"- 5 2y
-12 2
AR e

X 33

S =x=1-2
f'(x)=%'1' "%:;.x

1
“i=1
E)

el 1
) :4z3-%:4:3-2r L =g
t

1 1
F(1y=25-817 =204 =201t

a(x)= \E ¥ 2\{_

a(x) = x5 + 2x2

fx) = 5x%x
f(x)=5'x2'x%
) =527

Flx) = 12%;815
S =125xx

fo(x) = $x72 — 4x + Sx!

K(x)= —}Ix O o gx_2
o 36

K=~ =5

Hoofdstuk 10 Kettingregel

|-

x+1 «x 1 = 4
¢ g)=T =gt =y
)= =152 - 2
1 2
F§W=—5-3
X¥3+4x—-3 x3 4x 3
e e

k(x)=x"1+4x3-3x*
Kixi= =T =18 %4 1253
112 12

A=t

[y}
2=

d r(x)=x(3x+x)
r(x) =322+ x\[_
r(x) =3x*+x X
F(x)=6x+ l§x5
F(x)=6x+ 134x

e h(x)=(4x —x)?
h(x) = 16x2 = 8xyx + x
h(x) = 1632 — 8315 + x
W)= 32x - 1227 + 1
H(x)=32x-124x+1

2x +4

f )= x\f;
P 4
E—— —

A

it

JRy=2%w % 2+4x ¢
E e
J) =23+ 4y

L _al
Ji(x)=—x B 6x %
-1 6

9= 52k
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6,0
7 a D=-5+0000501*-0,033

D =6,0v"2 + 0,00050v* —

dD
—=-12y"3+0,001v
dv

0,033

Het minimum vind je als e 0
¥

—12v3+0,001v=0
W(=124 +0,001) = 0
y=0o0f —12v™*+0,001 =0

12
v=0 0f7= —0,001

— =12 _
y=0of v*= o001 = 12000

1 1
v=0of v=(12000)* = 10.466... of v=—(12000)* = —10,466...
Alleen v = 10,5 voldoet aan de voorwaarden.
De minimale kruissnelheid is ongeveer 10,5 m/s.

03 a Instap 1 wordt gebruik de breuk gesplitst in twee breuken.
b Met behulp van de rekenregels voor machten wordt de functie herleid.

1
Hier wordt gebrulk gemaakt van de regel —=x7

Fla)y=8x2 =™
¢ f(x)=—16x"3+12x5
16 12
d fi(x)= 2t
4x7+6
e g(x)=15x32 i(x) = —
= AR 4
¢ fsx iy =% 6
glil=—7 x X
i(x) =4x71 + 6x73
i’(x) =—4x72—18x7*
4 18
et
8 | ] x+6x2+10
f h(x)—g'FK J(x)zT
h(x) = 8x~4 + Lys . Xt 6x2 10
o =G

H(x) = =32x5 — 3x7

J(x)=x"2+ 6x7%+10x7°

W(x)= _:i_? - % F) = —2x% =245 — 60x7
: 2 24 60
0=
1
06 a xx=x2- x2=x2:

P
b Hij gebruikt de rekenregel x_q: xPd
x

c —13-8=-12

d Hier maakt Dave gebruik van de rekenregel ¢+ x™7 =—

1 1
s L
e x72=x22=xNx

© Noordhoff Uitgevers bv
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10 Kettingregel

U1

Voor het snijpunt van lijn / met de x-as geldt: y = 0.

14x—-98=0
14x =98
x=17

De codrdinaten van punt Q zijn (7,0).

3
13

FAx)= Vvi=x
f) =12

Als lijn / een raaklijn van f'is, dan is in punt P de afgeleide 14, dus

ﬁxiw

._..
-
-Nul-h I

E )
i
N

-
N
Il

Il
oo

S

x=8=16
F(16) =16 -4163 = 128

De coordinaten van punt P zijn (16,128).
De oppervlakte van drichoek OPQ is % “h-h=

1

2

= 7-128 =448.

10.2 Samengestelde functies

intro De druk kan je uitrekenen door 20 + 0,57 in plaats van de temperatuur 7 in de
formule van p te gebruiken. De formule wordt dan p = 3,4(20 + 0,57) + 932 ofwel
p=68+ 1,7t +932 dus p =1,7¢ + 1000.

8 a /(x)=x?twee naar rechts verschuiven geeft m(x) = (x — 2)%

14

b

o o

m a n o

k(x) = x?
K(x)=2x

De helling van kin Qis kK'(2)=2-2=4
Punt P is het beeld van Q en is ontstaan uit de verschuiving van de grafiek.

De helling is daar gelijk aan de helling van punt Q.

Voor x moet 2 ingevuld worden.

m'(4) = k'(2)
m'(x)=K(x-2)

m'(x)=2(x — 2) ofwel m'(x) =2x — 4

Bij een vermenigvuldiging van % ten opzichte van de y-as moet x worden vervangen

door 3x, dit geeft y = é(Sx) + 1% ofwel y = %x + 1%

De helling is de richtingscoéfficiént van de raaklijn, dus %

De helling in punt £ = 3X de helling in punt Q, dus #'(3) =3 - £'(9)

h'(x)=3-kK(3x)
k(x) =+/x
k(x)=x?
K(x)= %x_%

1
K(x)= m

H(x)=3-K(3x)=3-
3

243x

Hoofdstuk 10 Kettingregel

W (x) =

1
2\3x
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10 a f(x)=(x—3) e h(x)=(x+8)
Floy=5—3p H(x)=4(x +8)

b W=vp+7 fk(x)=+5%
W=(p+7y k) = (5x)
LAV Ke)=5-4m°
dp
dw 1 K(x)=
& 20p+7 (5

4 o W

¢ glx)=—-7 o g r(x)—x_z
g(x) = 4(x + 5)! H(x) = 6(x — 2)"!
¢'(x) = —4(x + 5)2 F(x)=—1+6(x —2)2

—4 g =
g =Grsp ') = G 2p
13

d y= \{—_x] h P= w
y=(=3x) = 13(9¢)
dy L dP g
= 1(-3x)2 =98 13007
dp. & : ar _ .
ol 3(-3%) =-==936+ (81
dy_ =3 dpP _ =936
dx  2y=3x dr 91y

1M1 a /3)=4-3-2=10
g/ =g(10)=2"" =25 =32

b g(f(0) =242 = 21 = ()
¢ r(x)=g(p(x))=sin(2x + 1)
d v(x)=4x—3en w(x)=log(x)

12 a k(x)=g(f(x)) =4 — 2log(x)

h(x) = flg(x)) = log(4 — 2x)

b k(x)=g(f(x))=2sin(x) -3
h(x) = flg(x)) = sin(2x = 3)

¢ K9 =g(/() ==
hx) = flghe) = ¥

d k() =g(/() =>log(2") = x
h(x) = fgv) = 2180 = x

13 a f(x)=3x2-5 ¢ flx)=x2-3
g(x) =+x g(x) = 1og(x)
b f(x)=3x*+7 d f(x)=sin(x)
2 2
glx)= - glx)= ™
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14 a

010 a

013 a

U2 a

116

Kettingregel

De vergelijking van de raaklijn heeft de vorm y = ax + b.

2--2 4 5

T g
5—-5" 4§ 6

De richtingscoéfficient a =

B(5, 2) substitueren in y = %x + b geeft 2 = % *5+bh,dush= —2%

De vergelijking van lijn /is y = %x —~ 2%
1
k(x)=-=3++45x=-3+(5x)
_1 5

K(x)=5-2.(5x) 1= —

(x) 37 (5%) o

5

Een raaklijn evenwijdig aan lijn /, dan moet =
25x=6

Sx=3
5x=9

8
=3

K2)=-3+15-2=0

De codrdinaten van het punt zijn (lg, 0).

S
5

=

|

Door alleen een verschuiving verandert de helling van een grafiek niet.

De afgeleide van A(x) = (x — 7)*is A'(x) = 4(x — 7)

x is vervangen door 3x, dat betekend dat de grafiek met % is vermenigvuldigd

ten opzichte van de y-as.

Als g(x) = f(ax) dan is g’(x) = a - f"(ax), en de afgeleide van 3x is 3.

m(x) = S6x = 5(6x)°
15

I
m'(x) =61+ 5(6x) % ofwel m'(x) = —

V6x

g(x)=2%en f(x)=6x—-3

De functie k& is ontstaan door in de functie g(x) = \f; de x te vervangen

door f{x) =8—x?
g(x) = %en f(x)=4x2—-9

fx)=Tx>-2 f f(x)=§—9x
g(x) = g(x)=x
f(x) = log (x) g f(x)=cos(x)
g0=> gx)=—
fi(x) = a(x = 2)?

£/(x) = 2a(x — 2)

—6=2a(l1-2)
-6=2a--1
a=3
2:-1(x=-2)=1
2x—4=1
x=2%

Hob)=1-(h-2F =}

In het punt (2%, %) is de helling van f| gelijk aan 1.

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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10.3 De kettingregel

[

d

2:4(x-2)=1
265 2——
X= 2_

A25)=4-(2
In het punt (
2a(x—-2)=1
1
x—2
1
T 2Ax-2)

l_)L
8 =16
oL
8

2a=

%) is de helling van f; gelijk aan 1.

dit substitueren in y =f(x) = a(x — 2)* geeft

Yy Y

C(x-2P
T 2(x-2)
ol
Y="73

y=%x—]

intro Als je Y2 vermenigvuldigt met 2x dan krijg je Y3

Dus 7(x) = 2x * 3(x% + 5)> = 6x(x? + 5)°

15 a De coérdinaten zijn (10,60) en (20.130).

16

(2]

a

-

AV 130 -60
At 20-10
De coordinaten zijn (60,50) en (130,58).
& 58-50 8
AV 130-60 70
Ah 58 =50
At 20-10
Ah AV _Ah-AV _Ah

= 7 liters per seconde

= 0,11 cm per liter

= 0,8 cm per seconde

AV At At-AV AL

W(t)=2t+ 50

V'(t)=2

F(10) =2
7(10)=2+10+50=170

Op ¢t = 10 zit er 70 liter water in het reservoir.

1
hVy=2ny=212
1

N

—L
KH(V)=5+2V 1=

1
Opt=10is V=70, dus #'(70) =—=0,1195 ...

V70
h(r)= 2\}21 + 50

A(10,001) — h(10) 16,7334 ... — 16,7332 ...

10,001 — 10 0,001

H(70) * 17(10)=0,1195 ... +2=0,239 ...

© Noordhoff Uitgevers bv

= I(10)

=0,239 ...

= —, de eenheid hiervan is cm per seconde.

= (0,12 cm per liter.

= (0,24 cm per seconde.
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17 a

18 a

19 a

20 a

118

Kettingregel

f(x)=(3x2+ 8)

S(x) = g(h(x))
h(x)=3x*+8en g(x) = x*
A'(x) = 6x en g(x) =4x3
S(x) = g'(h(x)) - 1 (x)
S(x)=4+(3x*+8)*6x
(%) = 24x(3x2 + 8)°

w(x) = (1 — 3x%)°

w(x) = g(f(x))
fx)=1=35%n g(x) =5
F(x)=-9xen g'(x) = 6x°
w(x) =g (f(x)* f(x)
wi(x)=6-+(1-3x%+-9x2
w(x) = —54x%(1 - 3x%)°
s=E+7)?

s(r) = g(f(1))
f(H=r+Teng()=2¢
F(Hy=3en g(1) = 3¢

s(0) =g () f(0)
SO=3-(B+7)72 32

S =92+ 7)

h(x) = (5x13 = 127

h(x) = g(f(x))
f(x)=5x"—12en g(x)=x"
f(x) =6,5x%3 en g'(x) = 7x8
H(x)=g'(f(x) - f(x)

H(x) =7+ (5x3 = 12)6 - 6,5x03
A'(x) =45,5x%3 - (5x13 = 12)6

Casper vergeet de haakjes om 3x? + 4.
fx) = (x* +4x)y’

F(x) =53 +4x)*- (3x2+4)

F(x) = (1552 + 20) « (x3 + 4x)*

)= (2 + x + 311)

J(x) = g(h(x)) met
h(x)= x>+ x+ 311 en g(x) =x*
M(x)=2x+1eng(x)=4x>
F1(x) = g'(h(x)) - B (x)
FO=A02 4 x4+ 311 Q2x+ 1)
£(x) = Bx + 4)(x2 + x + 311

=50

09 =02+ 1y
f(x)=—(x*+1)22x

F ==

2+

Hoofdstuk 10 Kettingregel

e plg)=(2— gy

(@)= g(f(q)

f)=2-g=2-Gengq)=¢°

A W TP
1(@)=—3q 2\{53”@ 54*
(@) =g (@) f(q)

1S — s gL
P (q) =52 - q) 0

_ 52 -

"(9)
Pq G

1\
k(t) = (1 - ?)
k(1) = g(f(2))
fn=1 —l?= l-tleng(t)=1¢
) =12= :—2 en g'(1) = 3#
K()=g(f(0) ()
12 1
k’(r)=3-(1 —?) =

tz
3 1@
K(H=—-|1——

2= B TP

g(x) = k(h(x)) met

h(x)=3x>" = 19" en k(x) = x?
H(x)=8,1x""en K'(x) = 3x?
g'(x) = K(h(x))* h'(x)

g (x) =3(3x> = 1917)2+ 8,1x17
g(x) = 24,3x17(3x>7 — 19172

glx)= @ — a2

g(x)=5(2x> — 4x)™2

2(x) = —10(2%° — 4x)73 + (6x2 — 4)
_ —60x2 + 40

g0 = a2y
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C

21 a

22 a

23 a

3
Grapod
h(x)=3((x+4)y>—-4)!
H(x)==3((x+4)2—-4)2-2(x+4)
—6x — 24
(x +4) —4)?

h(x)=

W (x) =

S =R+~ x

S =2+ 1y - x

) =L+ 1201
X

Fe= Ak | )
g(x)=x*++4—x

g0 =+ (4= xp

g’(x)=2x+%(4—x)_]5' -1
1

g’(%)=2x—2 T~

=02+ N HT
f)=(2+1)- (2 + 1)

S =+ 1)t
) =112+ 17 2

() =3xyx2+1

_ 12
V3x4-2
i
p=12-(3x*-2)2
d 1
S e 6(3x -2 1243
dx
2_ —=T7 253
dx  (3yxt-2)h
dv —12%
dy  (Bx*—203x*-2
x2=11=0
=11
x=—|11 of x=411

-4
K= s 7y
k(x)=—4-(x*+7x)7?
K(x)=12(x*+7x)*- (4x3+ 7)
48x> + 84

KO = v oy

h(x) =y2x° — 4x +5x
h(x)=(2x> — 4x)* + 5x
1
H(x) =102 —40) 7 (63" —4) +5
3x2 -2

4=

k(x) =4x — y4x — 4x*

W (x) =

5

k(x) = 4x — (4x — 4x)!
K(x)= 4 - L — 4t 2+ (4 - 165)
2 —8x3

Vi av

K(x)=4-

g(a) = 15a\3a
g(a)=15a+3+ &

ga) = 153 -a'z

d@=13 153
g'a)=2233a
6

(32— 4rp

p=6(3r— 4173

dp

—=-18-(32—41)*- (61 -4
a4 ( ) )
dp —108t+72

ar . GER-4n

P

Het domein van f is ((—, —\/ﬁ) U (\lﬁ, Y.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Kettingregel

5 5 5

O~ & s

De coordinaten van het raakpunt zijn (6, 1).

_ 5
Skl
@) =52~ 112

F=-2202 - 1) 2%

ok < —5x
™= et
—5-6 —30  -30_

f,(6)=(63—11)x/62—11 T25.425 125 B

De helling in het raakpunt is _i% dus een vergelijking van de raaklijn is
y= —%x + h. De codrdinaten van het raakpunt (6, 1) invullen geeft

1= —26—5 « 6+ bdit geeft b= 2% en de vergelijking van de raaklijn is dan

__6 11
y——Ex+ZE

S =416 -

() =(16 - )

Fx) =L (16— 22 -—2x
Y _ -X

fo) ==

Zie hiernaast.

%HA;:%

Op deze plot is op het eerste gezicht niet te
zien dat in het domein van fwel —4 en 4
zitten en bij /" niet. Maar als je in

de grafiek naar de waarde x = 4 gaat,

zie je het wel.

k(x) = g(f(x)) met g(x) = x" en f(x) =7x* =9

2(x) = 53 dus g(f(x)) = 5(7x3 — 9)*

flx) =T =0dus flx)=3 75 =212

K (x) = g(f(x)) - f(x) geeft
K (x) =5(7x* = 9)* 2152
K'(x) = 105x%(7x° — 9)*

k(x) = (6x3+ 1)

k(x) = g(f(x))
f(x)=6x>+1en g(x)=x
f(x)=18x%en g’'(x) = 3x?
K(x)=g(f(x)) " f(x)

K(x) =3+ (6x% + 1)+ 182
K (x) = 54x2(6x3 + 1)

w(x) = (12 — 5x2)*

w(x) = g(f(x))

f(x) =12 - 5x% en g(x) = x*
F(x)=-10xen g'(x) = 4x°
w(x) = g(f(x) - f(x)

Wx) =4- (12~ 525 —10x
wi(x) = —40x(12 — 5x2)*

Hoofdstuk 10 Kettingregel

g m(p)=(4p>+2)*

m(p) = g(f(p))

f(p)=4p> +2en g(p) = p*
f(p) = 20p* en g'(p) = 4p°
n'(p) = g'(f(p) - f'(p)

' (p) = 4+ (4p5 + 2)* - 20p*
m'(p) = 80p*(dp> +2)°

B(x) = (2x14 + 2,58

h(x) = g(f(x))
f(x)=2x'"*+2,5en g(x) = x°
F(x)=2,8x"%en g'(x) = 6x°
H(x) =g (f(x)) - f(x)

H(x) = 6+ (214 + 2,5)5 - 2.8x04
H(x) = 16,8x042x14 + 2,5)
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020 a f/(x)=—24(3x2+ 5x)5+ (6x + 5) dus f/(x) =

b

U3 a

v(@) = (Ya + 8)*
v(a) = g(f(a))

f(a):\fa+8=a%+8eng(a)=a3
Sa)=
Via)=g'(f(a) " f'(a)
) = 2, L
V() =3(a + 8) G

3(Ja +8)
2a

j

|
Bal=

1
1 ’ - 2
Fd “=—"—=e¢en a) =3a
a g'(a)

Via)=

3
flx)=|—+ 2)
F(x) = g(h(x))
h(x)= %+ 2en g(x) =

H(x)= _—j en g'(x) = 3x?
X
S(x) = g'(h(x)) - I (x)

4V -4
() =3" ;+2)-?

- 2
i )_ 12 (4+2)

—24(6x + 5)

(3x2 + 5x)°
Omdat beide waarden moeten worden vermenigvuldigd met g'(A(x))
2x2+x+6
h X)= 4x - 2 B +3 d X)=—
(x) =+ ) { k(xx) N
- — 9 + 3
h(x)=((4x—2)° +3) 1 g ad g5 6
_1 X) =
H(x)=3((4x =2 +3) 2+ 5(4x - 2) -4 PP +x 2P+
! 21
K = 20(4x — 2)* k(x) = (222 + x)2 + 6(2x" + x) 2
X)) ———
—oy 1
N@Ax=2y+3 Kx)=1@e+0) 7 @+ 1)+
W) = 2 3¢+ @+ 1)
X)) =—TF—Y—Y———— - X X * X
4x—2)7+3 e 1
K(x) = -
) 423 + x
12x+3
(2%% & B2+ %
16 x+38
= e mx)=
g(x) = (3r—1)’—3x— (x) e
+2)+6
g(x) = 16((3x — I3x— 1) m(x) = - +)2
X
1
g(x)—ls((3x—1)13)- ; )_x+2+ 6
Yy +2 x+2

209 = 16068~ 1)
g(x) = —2403x — 1) 23

-7
&)= BT
f(x)=(18x2 + 6)3x2 + 1 f

()= 6332+ B2+ 1
) =60Gx2+ 1)
£ = 116322+ 17 6x

J(x)=54xy3x2 + 1

© Noordhoff Uitgevers bv

m(x)=1+6(x+2)"!
m'(x) = —6(x +2)2

., . —6
s )‘( +2)2
J(x)=xyx+4

JX)=(x+anx+4—4x+4

J¥) = (x + 45— d(x + 4)§

J) = 1+ 4 - 2w +4)
>
J0) = I 4= =
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10 Kettingregel

J) =57

+x=Q2x-D1+x

f’()€)=—2°(2x—1)_2+1=xf2

Er geldt: f(x)=axen f’(x)=adus

|
2x—1

Gelijkstellen geeft
1 -2x

+ x=axen + 1 = g ofwel 2+1x=ax

a1

Se—1  @x—1p

2x -1 =-2x(2x— 1)
2x—1=0o0of 2x—1=—-2x
x= % (voldoet niet) of x = le

x=£geefta=

B

10.4 Extreme waarden

intro De functie heeft twee randpunten. In deze randpunten is de afgeleide niet

gelijk aan 0, maar is er wel een maximum.

25 a g(x)=24x-16x3

g(x) = 12x% — 48x2

b 12x*—48x*=0
12x%(x2-4)=0

12x2=00f x2—4 =0
x=0ofx=20ofx=-2
¢ Zie de plot hiernaast.
De grafiek heeft een top bij x =—2en x = 2.
Bij x = 0 loopt de grafiek vlak, maar is er geen top.
d g(-2)=24-(-2)°-16-(-2)>= 51,2 dit is een maximum.
g2)=24-2°-16-2}

26 a f(x)=x*—4x2

fi(x)=4x>-8x
4x3—-8x=10
4x(x2—=2)=0

51,2 dit is een minimum.

P———

4x=00of x*?-2=0

x=0o0f x=—y2of x=12

Zie de plot hiernaast.

/ heeft een minimum f(—/2) = —4
f heeft een maximum f(0) =0

f heeft een minimum £ (\ﬁ) =—4

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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b f(x)=vyx2+6x+10
oy =% Gt 10F

-1
L) =1(x2+6x+10) 7 (2x +6)
x+3

fe) = \jx2 +6x+ 10

x+3
yx2+6x+ 10
x+3=0
x=-3
Zie de plot hiernaast.
f heeft een minimum f(-3) =1

¢ flv)=(* -1

F(x)=403-1)°-3x2
Fi) =122 — 1)?
2% — 1P =0

12x2=00of (x* = 1)*=0 | T
x=00of ¥*-1=0

x=0of x=1

Zie de plot hiernaast.

Bij x = 0 is er geen sprake van een extreme waarde.
f heeft een minimum f(1) =0

27 a De noemer van de breuk heeft een minimum bij x = 2 dus heeft functie
fdaar een maximum.
b _ 20
SO = s
S(x)=20((x — 2)> + 4)7!
F(x)=-20((x—22+4)2-2(x-2)=0

—40(x — 2)
S ———
(Gr— 2y +45
x—=2=0
x = 2 is de enige oplossing, dus f heeft maar één extreme waarde.
20 20
N=————=—=5
¢ O=G5r+a 2

Het maximum is f(2) = 5.
28 a /i bestaat alleen voor 3 — 2x > 0 ofwel —=2x > —3 dus x < 1-;—
Het domein is ((—, 1%]

h( I%) =1+ 21.#3 =2 I% =1, dus het randpunt van de grafiek van / is (1%, 1)
en het bereik [1, —).

b A(x)=1+2y3-2x

h(x)=1+23- Zx)%

K =t2G-297 2 —
P

K==
2
h(x)=- m = 0 heeft geen oplossingen.

¢ Zie de plot hiernaast.
h heeft bij het randpunt een randminimum h( 1%) =1.
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29 a f(x)=+16 — x2, voor het domein geldt
16 —x?20dus —4<x<4.
= — 2R
F(x) (116 x?) N FE Ry
=162 -2
=%

\}16 -2

x=0

Zie de plot hiernaast.
f heeft een maximum f(0) = 4.
fheeft randminima f(—4)=0en f(4) =0.

b g(x)=(x'—3x)!
g(x) =4(x* —3x)* - (3x2 - 3)
12(x* = 3x)}(x2-1)=0
(x*-3x)*)=00fx>—-1=0
x}—3x=00fx2=1
x(x2=3)=0o0fx*=1
x=0of x¥2=30of x2=
x=0ofx=y3ofx=—\3ofx=1o0fx=-1
Zie de plot hiernaast.
De minima zijn g(—\E) =0,g(0)=0, g(\lg) =0.
De maxima zijn g(—1) =16 en g(1) = 16.

¢ A== 4x\f;, voor het domein geldt x> 0.

k= -

I(x) =2x — &yx

2x—6x=0

2x(x =~ 3)=0

HWx=00of\yx-3=0

Vx=0o0fyx=3

x=0ofx=9

Zie de plot hiernaast.

h heeft een minimum /(9) = —-27.

h heeft een randmaximum A(0) = 0.
d n(x)=2x++12 - 2x?, voor het domein geldt

12 = 2x22 0 dus —6 < x < 6.

1
n(x)=2x+ (12 — 2x%?

-
w(x)=2+3(12-2x2) 2 —4x

2x

nx)=2— ——

) \/12—2x2

413 ~257
2 xz 7=

A,
2= W12 - 22 //H
x=412-252 —t / —
x2=12-2x2
3Ixi=12
x2=4

x =—2 (voldoet nietyof x =2
Zie de plot hiernaast.
1 heeft een maximum n(2) = 6, een randminimum n(—\lg) = —2\13 en een
randmaximum n(x6) = 24/6.
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31

P =+ 1

PO)= (24 1 \i/
PO =3+ - S

X
P’(x) = \{m I

X
N i

x=0

Zie de plot hiernaast.
p heeft een minimum p(0) = 1.
—5

)= x2+3
4= =5+ (2 +3)"

gxX)==5 —(x2+3)2%-2x
10x

1O =Gaeap "
10x=0

x=0

Zie de plot hiernaast.

¢ heeft een minimum ¢(0) = —1%

De oppervlakte van rechthoek OPAQ = OP+ PA=x+f(x)= —%x?’ + 16x
Voor de maximale oppervlakte moet de afgeleide nul zijn, dus
-x2+16=0

x’=16

x=4ofx=-4

Alleen x = 4 voldoet.

De maximale oppervlakte is —% 4 +16-4= 42%

) =412x - x3

Fm=taz -1 (12-39
12 —35% —g
212% 3
12—-35%=0
xI=4
x =2 of x= -2 (voldoet niet)
De top ligt bij x = 2.
De y-waarde is f(2)=y12-2-23=24-8=1/16=4
De coérdinaten van de top zijn (2,4).
Voor het domein geldt 12x — x3 >0
12x—x3=0
x(12-xH=0
x=00f12—-x2=0

x=00fx=\fﬁofx=—\fﬁ

De oplossing van 12x — x* 2 0 aflezen in de gegeven grafiek geeft {«, —\lﬁ] u [0,@].

© Noordhoff Uitgevers bv
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De afgeleide van 32 — x2is —2x
S =1+5E2- 3T -2
Fx)=1-x(32- xz)_%
f=1-—"—
(323"

X
f=1- \]32 —x2

8 A 1=, Klopt @) =0

f,(4):1_‘\jﬂ: '\lﬁ

= 1 ——=1--1=2, klopt niet f'(—4) %0

.. B -4
R TETe TR

De grafiek heeft een maximum f(4) = 8.

32 —~%4=0

x2=32

x= 32 =—tBenx=\32=43

f(=42) = 42 en f(42) = 42

De codrdinaten van de randpunten zijn (—4\5, —4\5) en (4\5, 4\[5)
fheeft een maximum f(4)= 28

fheeft een randminimum fi (—4\5) = —4\5

fheeft een randmaximum fi (4\[2_) = 4\]5

S =2x 45—

£(x) = 2x + 42x = 7))
A)=2+ —42x - 7)22

e B
fz(x)_gz x— )
2

“ex-p )

8
(2x— TP
x—T72=4
2x—=T=-20f 2x-7=2
2x=50f 2x=9
x=2%of x=4

Zie de plot hiernaast.

=2

/> heeft een maximum f2(2%) =3

/> heeft een minimum ]‘2(4%) =11

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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b f%(x)=%x+

4

2x—=7

Aty =ix+40x-7)"
2

A sz =82 - T 2~2

1

2
Fihel . B
L=
L_L—O
2 (2x-=7)2
8 1
@E—-T7F
2x-772=16

2x—T=—40f 2x-7=4

2x=30of 2x=11

x= 1% of x= 5% /"}—W

Zie de plot hiernaast.

/i heeft een maximum f; (1%) = _%
2 7

/i heeft een minimum f|| (5%) = 3%
2 z

=ax+4Q2x -7
_8
@x — )

fa(x)=ax+2 —
X
flx)=a+—-42x-7) 2 2=a-

8 8
a—m:Ogeeftm:aofwel(zx—7)2:%

Hieruit volgt dat er geen oplossingen zijn als @ < 0.

Uitgaande van opdracht ¢ moet hier gelden = a, dit geeft a = 8.

&
(2~3 —Tp
Om het andere punt te berekenen los je de vergelijking
Dan moet (2x —7)*=1

2x—T7=-lof 2x—-7=1

2x=6o0of 2x=8

x=3of x=4

Het minimum is fz(4) = 36.

——~ __=3op.
Ba—Tp =

Voor het randminimum moet 4x> — x* + » = 0 met als oplossing x = \B
46372~ () +b=0
4+3 -9+ b=0dit geeft h=-3.
g(x) = aydx’— x4 =3
g(x) = a(4x? —x* - 3) ;
() =3 a@x?—x*—3)72 (8x — 4x9)
_a(dx — 2x%)
&) s =5t =3
Voor de extreme waarden geldt g’(x) = 0, dus moet a(4x — 2x%) =0
4x—2x3=0
2x2-xH=0
2x=00f2-x*=0
x =0 (voldoet niet) of x2=2
x=—2of x= \E

2(—\2) = a\4(—\2)* = (—\2)* = 3 =5 ofwel ay8 — 4 — 3= 5 ofwel as1 = 5 dus @ = 5.
g(2) = aV4(2)? — (2)* = 3 = 5 ofwel a8 — 4 — 3 = 5 ofwel a1 = S dus a = 5.

Conclusie: a=5en b =—3.
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10.5 Buigpunten

intro De snelheid van Sjoerd neemt eerst toe en later weer af. De snelheid bereikt

dus ergens een maximum.

32 a Opdatinterval geldt dat f'(x) <0.

b Op dat interval is sprake van toenemende daling.
De afgeleide neemt af, zie de rechter figuur.
¢ Op het interval [0,1] vertoont f een atnemende daling.
De afgeleide van f* neemt toe op dit interval, zie de rechter figuur.
De afgeleide van f” is dan groter dan 0.
d Op het interval [-2, —1] geldt f” is groter dan 0 en de afgeleide van f” is daar kleiner dan 0.

33 a /s afnemend dalend als &’ negatief is en stijgt, dus op de intervallen (—/2, 0) en (2, 2).

34

35

128

h is toenemend dalend als /" negatief is en daalt, dus op de intervallen (-2, —\E) en {0, \]2)
b /1 gaat over van toenemend dalend naar afnemend dalend bij x = —2en x = \E
c ¥

=1

-—————l

1

a f(x)=x— 4/x, het domein is x > 0. f(x) = x — 4x7
_1

f'(x):l—zxz:l—i

o

Extreme waardenals ] ——=10 [ ! .
5 \x

|

Vx

\x=2dus x=4

Zie de plot hiernaast.

fheeft een minimum f(4) = —4.
fheeft een randmaximum f(0) = 0.

B Pl ~e E

1k

Sy=x
s 1
Jx)=—
o
Voor x >0 is ? >0, dus /7 stijgt op het interval (0, —).
25
¢ Zie de plot bij opgave a: de daling wordt steeds minder, dus er is sprake van

afnemende daling.
De stijging wordt steeds meer, dus is er sprake van toenemende stijging.

ac ¥y
6
. %
/ )
-4 -3 -101 1 2 3 4
i -2
f
-4
-6
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b Tot punt 4 neemt de helling af en na punt 4 neemt de helling toe, dus is er in
punt A sprake van een minimale helling, dit wijst op een extreme waarde van de

hellingfunctie 77(x).

36 a f(x)= 11—2x4 = %xg' — 3x?

Fix)= %x3 - %xz - 6x
f(x)=x2—x—-6

M-x-6=0
(x=3)(x+2)=0
x=3o0of x=-2

b Zie de plot hiernaast.
Ja, de grafiek heeft buigpunten voor x = -2 en x =3,

¢ f(=2)=-9

f(3)=-242
De coordinaten van de buigpunten zijn (—2, —9%) en (3, 24%).
d f(x)=x*

f(x)=4x
f7(x)=12x2 ]
12x2=0

x=0

Zie de plot hiernaast.
De grafiek heeft voor x = 0 geen buigpunt.

37 a f(x)=x°—10x* b f(x)= 6xxz 4
f(x) = 5x% = 40x° O,
F(x)=20x>—120x2=0 = ; B ;
20x2x—6)=0
x=(§0fx)=6 flx)=6x""—4x72
Fi(x) = —6x72 + 8x73
f(x)=12x73 —24x74
12 24
’ e
re=5-2
!
X
Een buigpunt voor x =6 )1C2:xz— 24 =0

f(6)=-5184
Het buigpunt is (6, —5184).

Een buigpunt voor x = 2.
f2)=2
Het buigpunt is (2,2).
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3x2+2x—5
¢ f()=5px +izxt - d f(0)="—""0"
f=iv+ld-3¢ 32 2x 5
M =il g 58— B J)ym ==
fMx)=x*+x2-6x=0 10x  10x 10x
x(x2+x—6)=0 f(x)=13—0x+%—%x“1
x=0of (x+3)(x—2)=0 B
x=0ofx=-30fx=2 Fx)=15+3x
Sy =-1x7
@) ==—=10

Dit heeft geen oplossingen.

Buigpunten voor x =0en x=-3 e
enx=2 | et [

£0)=0, f(-3)=213, f(2)=-5:

De buigpunten zijn (0,0), (—3, 21%)
en (2, —5%) De grafiek heeft geen buigpunten.

38 a glzx4—x2=0
x2(§x2—1)=0
x2=00f51—4x2—1=0
x=0of x2=54

De nulpunten zijn x =0en x = \fﬁ en x = —\/_5_4
b /(x)= —%x3 -2x

%x3 —2x=0
4x* = 108x=0
x(x2-27)=0
x=0o0of x2—-27=0
x=0o0f x=127 of x=—27
Zie de plot hiernaast.
fheeft minima f(—=3y3) = =13} en f(3y3) = -13}
fheeft een maximum f(0) =0
¢ flx)=8x2-2

12 54
TR 2=0

12x2 =108

x2=9

x=3of x=-3.

f(3)=-T3en f(-3)=-T7;

De buigraaklijn in (3,—73) : £/(3)= -4, dus y=—4x+5

(3, —7%) invullen geeft —7% =—4-3+bhofwelh= —7% +12= 4%
Een vergelijking van de buigraaklijn in (3, —7%) 1s y=—4x+ 4%
De buigraaklijn in (~3,~75) : £(~=3) =4 dus y=4x + b

(—3, —7%) invullen geeft —7% =4+ -3+ hofwelh= —7% +12= 4%
Een vergelijking van de buigraaklijn in (—3, —7%) isy=4x+ 4%
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Stel dat f(a) een maximum is, dan is de helling links van x = a positief en
rechts van x = a negatief.

Dus f"(x) > 0 links van x = a en f"(x) < 0 rechts van x = a.

De grafiek van f” loopt dus dalend door het nulpunt x = a, dus f"(a) <0.
Er is dus sprake van een maximum.

Als ¢’(x) <0 dan is g dalend.
g is afnemend dalend.
Dat is het geval op interval [4,6]
In de grafiek van g’ is er dan een minimum.
Zie hieronder. De grafiek heeft buigpunten bij
x=0enx =4 en een minimum bij x = 6.

y

o

[ae]

-
AR N IS

J(x) =24 —8x3

oy =dx3—24x>
F(x)=3-4x"1—2-24x2"1
f(x)=12x2 — 48x

12x2—48x=0
2x(x—4)=0
[2x=00f x—4=0
x=0of x=4

Bij x = 0 gaat f'van afnemend dalend naar toenemend dalend.
Bij x = 4 gaat f'van toenemend dalend naar afnemend dalend.
f(0)=0*—8-0>=0en f(4)=4*—8-43=-256

Als je van links komt dan neemt de helling in de buurt van de top af en
nadert naar nul.

Als f”(a) < 0 dan gaat de grafiek van f” dalend door het nulpunt x = a,
dus f'gaat bij x = ¢ over van stijgen in dalen. Je hebt dan te maken met een
maximum.

Als f”(b) > 0 dan gaat de grafiek van f” stijgend door het nulpunt x = b,
dus f'gaat bij x = b over van dalen in stijgen. Je hebt dan te maken met een
minimum.

Als f"(¢)=0en f"(¢)# 0 dan is (¢,f(c)) een buigpunt.

e g(x)=2x%—5x2

2'(x)=10x* - 10x

g(x)=40x>—- 10

g7 (x) =120x2

Buigpunten als g”(x) =0 en g (x)#0
40X —10=0en 120x> %0

x= zlfen x#0

x= \BE en dit is inderdaad een buigpunt, want g"’( %E) #0.
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10.6 Gemengde opdrachten

40 a £ (0)=0°-6-0>+a-0=0.
a heeft geen invloed op de uitkomst van f,(0).
b f(x)=x%—6x?+ax
L =3 125+a
f(x)=6x-12
6x—12=0
6x=12
x = 2 voor alle waarden van a.
£(2)y=—16+ 24, dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (2,—16 + 2a).
¢ Het punt (2,—16 + 24) is het buigpunt.
[ =32 122+12
fi @ =3-22-12-2+12
[ (2)=12-24+12=0
/1> heeft dus voor x = 2 dus een horizontale raaklijn.
De codrdinaten van het buigpunt zijn (2,—16 + 2a) dus (2, 8).
d Geen horizontale raaklijn als de afgeleide geen nul is.
L =3 12x+4
3x2-12x+a=0
/.(x) = 0 heeft geen oplossingen als D < 0.
D=(-12%-4-3-a=144-12a
144-12a<0
—12a < —144
a>12
Voor a > 12 heeft de grafiek geen horizontale raaklijn.

8-0
4-0
I(x) =m(x) — f(x) dus /(x) = 2x — x\f; voor 0 < x<4.

41 a Voormgeldt y=axmeta= =2, dus m(x) = 2x

1
b I(x)=2x—x"
Het lijnstukje is maximaal als /(x) = 0.

3
_16_ 47 ; - 5 % 7N _ 15
x =7 = I en de maximale lengte van het lijnstukje is / (19) =157
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\[— dus m(x) = \/E X

Voor m geldt y =ax meta = =
r—
I(x)=Ap-* ‘c—x\f;voor0<xs
I(x)=~p- r—rzdusr(x) \p - 1xz

Het lijnstukje is maximaal als /’(x) = 0.

1
\p - 1%x5=0ditgeeft 1%\[;=\[[_)du3\[_=% penx=gp
De lengte van het lijnstukje is 4 dus

I(3p) =" 3p - Sp\3p =4
%p(\/f’—% p)=4
sp-3\p=4

%p\/_=4

Voor het domein geldt 3x% — 2x > 0.
3x2-2x=0

x3x—-2)=0

x=0of x= %

De grafiek van y = 3x? — 2x is een dalparabool.

Het domein van g is {(«, 0] U [%, —)

De uvitkomst van de wortel is nooit negatief, dus g(x) > -2
g heeft randminima g(0) = —2 en g(%) ==2

=24+ 213x?—2x=

— 1
3
De cooérdinaten zijn A4 —%, 0) en B(1,0).
g(x) = =2+ 2y3x? - 2x_

g(x)=-2+2(3x2- 2){:)E
g(x)=73+2(3x— 2x) 2+ (6x — 2)

i 6x—2

o TR e
43 — 2%

Raaklijn in punt A4:

y=ax+bmeta= g’(—%) =-4

A(—%,O) substitueren geeft 0 = —4- — % +bhdush= —% =-11
De vergelijking van de raaklijn in punt 4 is v = —4x — 1%
Raaklijn in punt 5:

y=ax+bmeta=g'(1)=4

B(1,0) substitueren geeft 0=4-1+ b dush=—4

De vergelijking van de raaklijn in punt Bis y =4x — 4.
Voor het snijpunt C van de raaklijnen geldt:

4x —4=—-4x— I%

gx=2=1%

o l

y= e -2%

De coordmaten van het snijpunt zijn C(— —22)
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43 a f(4)=#+9=425=5

25 25 _25_

g() W '\l_ 5

Beide grafieken gaan door P(4, 5).

b f(x) =¥ +9,
() = (2 + 9
f6)= l(xz +9)77-2x

/= m
)= \,42— r

De helling van de grafiek van fin Pis z 5

() = 25
o

g(x) =25+ (2 +9)

4

g(x)=-12L (2 +9) - 2x
—25x

¥ Fronees

~25-4  ~25-4 4

O oy v °

De helling van de grafiek van gin P is —i

¢ De raaklijn aan fheeft vergehjkmg y=3 tv+ben gaat door P(4,5).
Substitueren van P(4,5) geeft 5 = 5 *4d+hbdush=5- 3— 14
De vergelijking van de raaklijn aan fis y = ‘slx + 1%

Deze raaklijn snijdt de y-as in het punt (0, 1%).
De raaklijn aan g heeft vergelijking y = —gx + b en gaat door P(4,5).

Substitueren van P(4, 5) geeft 5 = —% *4+bdush=5+ 3% = 8%
De vergelijking van de raaklijn aan gis y = —%x + 8%

Deze raaklijn snijdt de y-as in het punt (0, 8%)

De zijde van de driehoek op de y-as heeft dus lengte 8% - Ig = 6%
De hoogte van de driehoek is de afstand van de y-as tot P.

Dat is de x-codrdinaat van P, dus 4.

De oppervlakte van de driehoek is % . 6% 4= 12%

Onderzoeksopdrachten

44  Noem x de lengte van P tot lijnstuk 4B, dan is
AP = BP =402 + x2 =1600 + x2
de totale lengte /(x)van de leidingen is /(x) = TP+ AP + BP
I(x) =100 — x + 241600 + le
I(x) =100 — x + 2(1600 + x?)*
De totale lengte is minimaal als /’(x) = 0.

-
I'(x)=-1+ (1600 + x?) 2:2x
2x

M=l
) V1600 + x?

Px _

V1600 + x?
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45 a f(x)= >

51

Do

—= o
V1600 + x2

1600 + x- = 2x

1600 + x2 = 4x2

1600 = 3x2
1600
=——=5331
3

x=- 533% (voldoet niet) of x = \/533%

Punt P moet liggen op 100 — 533% =76,905 ... =77 meter vanaf 7.

*r—= Gt g
#
x* 5x2 a
= —— — 4 —
Li¥) = F =2
fx)=xT=5+ax?
£ = 20— Zax™
, 2a
£y =23 -2

/. heeft een top als f,’(x) =0

2x—2—§=0
X
2a
2e=
X=3
2x*=2a
x*=a

x=—aof x= %
Hieruit volgt dat f, twee oplossingen heeft als a > 0.
i (A -5(Hdap+a a-5ata 2a-5u
PR T W
i (o -50a’+a_a-5Nata 2a-Sa__
R A
g(Va) = 2(—ap = 5=2\a - 5en gfa) = 2y - 5=2Va - 5

De punten voldoen beide aan functie g(x) = 2x* — 5.

=2a—5

Samenvatting

J(x)=2x+418 = Tx— X2
18 ~TF—52=0
+Tx—18=0
(x+9D(x—-2)=0
x=-9of x=2

Zie de plot hiernaast.

fheeft randminima f(—9)=—18en f(2)=4.
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Kettingregel

S2 a fistoenemend stijgend op het interval [7, —).
b fis dalend op het interval [1, 7].
Bij x = 4 gaat de grafiek van f over van toenemend dalend naar afnemend
dalend, dus de grafiek heeft bij x = 4 een buigpunt.

1
S3 a f(x)=8x\[;=8x15
1
f(x)=13-82
() =12x
et > -
b g(x)=x V\l; _ X +X“J;+L:%x2%+%x+%x%
2/x Wx  2x 2x
g =1yl
1
g =l +i-—=

4x\l;
1

1 1
¢ h(x)=Ax(2+ x) = x-?(x2 +x)= X+ xT

1 1
H(x)=2bx'T+ 118
H(x) =2t wx+ 1y

k(x) = g(/(x)) met f(x) = x> — T en g(x) = log(x)
b k(x) = g(/(x)) met /(x) = cos(x) en g(x) = +yx

S4

S5 a f(x)=5(x*+ 6x)
f(x) = g(h(x)) met (x) = x* + 6x en g(x) = 5x3
A(x)=4x*+6en g'(x)=15x2
F(x)=15-(x*+ 6x)° - (4x° + 6) ofwel f(x) = (60x* + 90)(x* + 6x)°
b g(x)=v4x’+8x*+6

2(x) = h(f(x)) met f(x) = 453+ 87 + G en h(x) = yx = o7

-1
f(x)=12x2+ l6xen H(x)=3x 2
6x2 + 8x

\j4x3 +8x2+6

L
gx)= %(4363 +8x2 +6) 2+ (12x° + 16x) ofwel g'(x) =

S6 a f(xX)=y—x*+10x—-9=(—x*+10x— 9)%
7 =132+ 10x-9) - (=21 + 10)
=D

Sy = y—x2 +10x— 9

Extreme waarden als f"(x)= 0.

=5crF § _
N—x2+10x —9
-x+5=0

x=5 -
Zie de plot hiernaast. - m

fheeft een maximum f(5) = 4.
Randextremen zijn er als —x? + 10x -9 =0.

2=10x+9=0
(x—D(x—9)=0
x=lofx=9

f heeft een randminimum f(1) = 0.
f heeft een randminimum f(9) = 0.
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57

™

100

b g(x)= (x2+—4x)3 = 100(x? + 4x)™3
Z(x)=-3-100(x>+4x)™*- (2x + 4)
—600x — 1220

gx)= T2+ A
Extreme waarden als g’(x) = 0.
—600x — 1220 _

(2 +4x)*
—600x — 1200 =0, dit geeft x = -2
Zie de plot hiernaast.

g heeft een maximum g(-2) = —1]9—6

Ax)=at—6x>—5

F) =4 — 12x

1z =12%~12

12x2-12=0

12x2=12

x2 =

x=—-lofx=1

In de plot is te zien dat de grafiek bij x=—1
en x = | een buigpunt heeft.
f(=1)=-10en f(1)=-10

De buigpunten zijn (—1,—10) en (1,—10).

Test jezelf

32+5 35
a flx)=—"—0—="+ =3+ 57
X X X
f(x)=5- —2x73
, . -10
Fx)=—=
X

1
b g(x)=4x +\x=4x3+ 2

-

go=122+142
|

g =122+ —

2x
¢ hx)=@Ox+x)-(x=1)
hx)=xx —x+x2—x
h(x)=x1%—x15+x2—x

! =l
Rx)=1ix-1x7+2x-1

1
K =1 x——+2x-1
X

2
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Hoofdstuk 10 Kettingregel

137



T2 a

T3

T4 a

138

Kettingregel

f()c)=%x4—;lx3+2x2
F(x)=x*—4x>+4x

f(x)=0 geeft x(x> —4x+4)=0
x=0of x2—4x+4=0
x=00of (x—2)?>=0

x=0of x—-2=0

x=0of x=2

f(0)=0en f(2) =13

De cooérdinaten zijn (0,0) en (2, 1%)

In de plot is te zien dat (0,0) een minimum is en (2, 1%) geen minimum
en ook geen maximum is.

¥ ¥ y
6 6 6
! 4 f \
! 2 h
X N ¢ X : X
-4 -3 -2 <10 1 2 3 4 -4 -3 -2 -10] 1 3 4 -4 -3 -2 -10| 1 3 4
i o] 3 | s I -2
-4 -4 -4
-6 -6 -6

4 _ _
g(x)=;—§=x I—4x2

gx)=-3x*+8x"

FW=3+

De top vind je door g'(x) = 0 op te lossen.
-3 8

_+_=
xt X3

3x3=8x*

x*=0o0f 3=28x

x =0 (voldoet niet) of x = %
De x-codrdinaat van de top is x = %

12 24
g =12x7 - 24x"=—=—-—
¥ X
Het buigpunt vind je door g”(x) = 0 op te lossen.
12 24
XX
12 24
)
24x% = 12x4

3= Oof 24n=12
x = 0 (voldoet niet) of x = %
g(%) = —8, dus de codrdinaten van het buigpunt zijn (%, —8).

o (%) = 16, dus de vergelijking van de buigraaklijn is y = 16x + b.

(£.-8) invulllen in y = 16x + b geeft —8 = 16 1 + b, dus b =—16.
De vergelijking van de buigraaklijn is y = 16x — 16.
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15 a g(x)=3+2x%en f(x)=4x-9
g(x) =vx — Ten f(x) = 6x — 3x?
c g(x)= x”‘en f(R=2%—x

d (x)——enf(x)—x -

Té a fl(x)=(x-3)1+2 d k(x)=(2x—3x%?
f(x) = v(u(x)) met k(x) = v(u(x)) met
u(x)=x—3envx)=x190+2 u(x) = 2x — 3x* en v(x) = x2
w'(x)=1env(x)=10x" w'(x)=2-12x*en v(x) = 2x
S(x) = (u(x)) - v'(x) K (x) = v'(u(x)) - u'(x)
P =10(x - 3)°+ 1 K0 = 202x - 3x%) + 2 - 129
£(x) = 10(x - 3)° K(x) = (4 — 24x3)2x — 3%

2
b gp)=02-p»)* e g(x)= R

g(p) = v(u(p)) met

u(p)=2—-p’env(p)=p° q(x) = v(u(x)) met

w'(p)=—2penv(p)=3p° u(x)=x>—Ten v(x) = % St
gp)=v(u(p)) +v'(p) 3
g)=32-p** —2p w'(x)=3x>en v (x)=—-8x7 = =
= —6p(2 - p)?
SO ¢ = V() - ()
-8
q(x)= m &
=2
(W=3 f,)s

¢ h(x)=— fom(t) =3+ 24t — 9)°
v m(1) = v(u(t)) met

u(t)=4t—9en v(t)=3+2F

- X

h(x) = g(f(x)) met

JiEy=at=Ren gl =5 W(t) = 4en (1) = 107

T O T m'(t) =V (u() * /(1)
Fa=ds=lagln= x*=25 (1) = 10(4t — 9)* - 4
I(x)=g(f(x)f(x) m'(t) = 40(4¢ — 9)*
M= —1 o@D

—2x+1

h’ p——

Wy

T7 a fe)=x{E—3x—1=x2-3x—1,

het domein van fis x 2 0.
1
f=11v-3
S =lax 3 N
Extreme waarden vind je door f"(x) =0 op te lossen.

13x—-3=0
T
Yx=2
x=4
Zie de plot hiernaast.
fheeft een minimum f(4) = -5.
f heeft een randmaximum f(0)=—1.
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g(x) = (4x2+ px + 1)

g(x)=34x>+px+1)>-(8x+p)

2(x) = (24x + 3p)(4x? + px + 1)

Extreme waarden vind je door g’(x) = 0 op te lossen en gegeven is dat er een
extreme waarde is voor x = 1. Er geldt dus ¢'(1) = 0.
(24-1+3p)4-12+p-1+1)=0

Q4+ 3p)5+pP=0

24+3p=00f5+p=0

p=-8of p=-5

1

8x) = 3x—a (3x — a)?
2()=0Bx—ay - (Bx-a)?
2. () =—(Bx —a)? 3+ 23x—d) >3

—3 6

+

B3x—a (Bx-a)
Extreme waarden vind je door g (x) = 0 op te lossen.

g:'(x)=

Gegeven is dat g, ’(4) een extreme waarde is, dus
-3 6

"(4)= + =0

& G- G
-3 6
+

(12—a)? (12—a)
-3-(12-a) N 6 _ 0

(12 - ap? (12 — a)?

=0

27 1O _ ) it geeft 36+ 30+ 6=0dus 3a =30 ena =10
(12-ap® 1t gee d —Uaussa=suena=
£,/ () =60x=a)" 3= 180x = a)*+3
B 18 54
8. ()=

(Bx-a)P (3x-a)
Een buigpunt vind je door g,”(x) = 0 op te lossen en gegeven is dat x =2
18 54
= =0
3-2—-a (3:-2-a)

buigpunt is, dus g,”(2) =
18 54 i

6-a} (6-a)f

18-(6—a) 54

6-ap G-a °
18+(6-a)— 54 _
6-a®

18(6 —a) —54=0

_ 54 _
G—G—ﬁ—S
a=73

S =p(x+2P +g

(0,0) substitueren: 0 = p(0 + 2)* + g ofwel 0 = 8p + g dus g = —8p

(—3.18) substitueren: 18 =p(—-3+ 2+ gofwel 1I8=—p+¢gdusg=18+p
-8p=18+pdus—-9p=18en p=-2

g=—-8p=-8--2=16
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b f,/(x)=3p(x+2)
3p(—4 + 2P =—6
12p=-6
p=-%

Invullen van p = —% en (—4,12) in £, (x) = p(x + 2)3 + g geeft

12=-1(-4+ 2+

12=4+¢4
g=8

q

¢ Van de functie g(x) = x% is (0, 0) het buigpunt.
Van de functie A(x) = (x + 2)* is (=2, 0) het buigpunt.
Van de functie k(x) = p(x + 2)* is (-2, 0) het buigpunt.
Van de functie f, (x)=p(x + 2)? + ¢ is (=2, ¢) het buigpunt.

Alle buigpunten van f, (x) = p(x + 2)} + ¢ liggen dus op de lijn x = —2.

Extra oefening

E1 a p(x)=24x

1

plx)= 2x3
_2
Px)=2-1x73

2

p(x)= e

b g(x)=2yx + 5x2
808 = 2% ¥ 5
gy B
o'(x)= L + 10x

Vx

3241 3x? 1

¢ M= s =% 2w
3 1
k=5 3+ 3= 13+
K(x)=—-6x73-3x"
-6 3
k’(x)_?—;

E2 a k(x)=5-2°+7

k(x) = g(f(x))

fx)=x*>+Teng(x)=5-2*

b k(x)=+x*-3
k(x) = g(f(x))

f(x)=x*=3en g(x) =4x

© Noordhoff Uitgevers bv

d f(x)=5x@x + )

L L L L
f(x) = 5x1(x2 + x*) = 5x'T4+ 558

1 1
fi(x)= '%xf + 6';:)63

/=13 + el

a—

h(x)=x3'\7;=x3'x
K=
1) = 35
I(x) = 33 x2x
4

2
)= 55 5

k(x)=2x"12 - %x’m

K(x)=-2,6x"23+224x738

26 224
K(x)=——+—"=
(x) 50 | 5%
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E3 a g(m)=(4m - 5)} c O@p)=~2p*-25p
¢/(m) = 3(4m — 5+ 4 0(p) = (2p> - 25pF
g'(m) = 12(4m — 5) Q'p)= %;(21)3 —25p) 1+ (6p" - 25)

)= 6p> — 25
Q W2p? = 25p
4
b M= Fan d fl)=——
h(x) = 4(x2 + 3)7! 4\2x —3 ,
el _ Ly
H(x) = —4(x2+3)2-2x fx)=3(2x—3 1
= —8x f(x)= —é(Zx — %)‘15.2
(2432 _ 1 N1k
Fe =5 (2x-3) "
=1
g = — =
42x -4t

-1
il (8x—2)\2x -1

E4d a f(x)= - =

22— x
F() =322 x) 2+ (4x— 1) | L
f’(x):—12)6—_32=0geeft12x—3=0dusx:l ' .

(2x2 — x) %

Zie de plot: bij x = % is er een maximum, f] (%) =-24 I{\

b g(x)=3+2dx—2=3+24x— xz)%
£ =2-1ax— )T (4 - 2w)

4-2x
=———=0geelt4—-2x=0dusx=2
E= e V8 Y v

Voor het domein geldt 4x — x> > 0.
4x-x2=0

x(4-x)=0 /\
x=0of x =4, dus het domein is 0 < x < 4. ’
Zie de plot: bij x = 0 en x =4 zijn er randminima,

g(0) =3 en g(4) = 3 en bij x = 2 is er een maximum,
g2)=1

¢ h(x)=

2
Y2 - 2x

=yl
Hx)=2- -t@-2v) 72

=

=2:(2-2x)

e p—— T
2-2x)"

2
I (x) = —————=—=—= 0 heeft geen oplossingen.
2 (2—2x)2 - 2x . - .
Voor het domein geldt y2 —2x#0en2 —2x 20,

dus het domein is ((—, 1).
x = 1 is een verticale asymptoot en er zijn geen
extremen.
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d

E5 a

d

Eé6 a

k(x) = (x2 — 2)*
K(x)=4(x2-2)*-2x=0
8x=0of (x*=2)’=0

x=0ofx*=2
x=00fx=\/§0fx=—\l§
Zie de plot hiernaast.

Bij x = —\2 en x =2 zijn er minima, kA(—\2) =0

en k(2) =0

Bij x = 0 is er een maximum, k(0) = 16

f)=1x4-2x3+3
F()=2x3—-6x2=0

2x%(x=3)=0
2x2=00f x—-3=0
x=0of x=3

Zie de plot hiernaast.

f(0) =3 is geen extreme waarde.
fheeft een minimum f(3) = —10%
f(x)=6x*—12x=0

6x(x—2)=0
6x=00of x—-2=0
x=0ofx=2

Jf0)=3en f(2)=-5

De coérdinaten van de buigpunten zijn dus (0, 3) en (2,—5).

F(0)=0en f(0)=3

Ditinvulleniny=ax+ b geeft 3=0-0+ b dus b =3.
De vergelijking van de buigraaklijn in (0,3) is y = 3.

f@=~8en fQ)=-5

Dit invullen iny = ax + b geeft -5=—-8-2+bdush=11.
De vergelijking van de buigraaklijn in (2,—5)is y = —8x + 11.

f1is toenemend dalend voor 0 < x < 2.

Voor het domein geldt 9x — x> >0
9x —x2=0

x(9-x)=0

x=0ofx=9

Het domein is [0, 9].

© Noordhoff Uitgevers bv
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b f(x)=%x+\/9x—x2=%x+(9x_x2)%
£ =3+Lox- 77 9-29)
’ 3 9-2x
fx)=z

+ —
29x — X°
De extreme waarden vind je door f"(x) =0 op te lossen.

5 9-2x ~0

249x — X2
9-2x _-3
29x—x2 4
36 — 8x = —6y9x — x2
18 — 4x = =39x — x?
(18 —4x)>=9(9x — x?)
16x2 — 144x + 324 = 81x — 9x?
25x2—225x+324=0
D=(-2252—-4+25-324=18225

225 - 18225 _ _25+419%21
; IR TNTOS

: =1%of x =7k

50 =
Alleen de oplossing x = 7% voldoet.
Zie de plot hiernaast.
fheeft een maximum /1 (7%) =9. Ll
De randextremen vind je door 9x — x> =0 op te
lossen, zie opgave a. f heeft randminima f(0)=0en f(9) = 6%

¢ /4)=7
7(a)=3

Invullen in y = ax + b geeft 7% = % . 4% +hdush= 4%

ENTH

X =

De vergelijking van de buigraaklijn in x = 4% isy= %x + 4%

E7 a f(x)= = 3(4x + 7)2

3
(dx +7)
F()=-23@dx+7)74

. —24
= Ger 7y

b /(—2) =24 dus voor de buigraaklijn geldt y = 24x + b
P(—2,3) invullen in y = 24x + b geeft 3 =24 - =2 + b dit geeft h = 51.
De vergelijking van de buigraaklijn in P(=2,3)is y =24x + 51, dusa =24 en h = 51.

E8 a f(x)=(8x—4)3+7 c Q(p)=(3p+2)\"3p—+2
(x) = x—4)2- i
jizx; = ;Els(sx —431)2 8 0(p)=(3p+2)"
Q'(p)=15(3p + 23

Q'(p)=45\3p+2

® p(x):(x—;)(;—zs d g(p)=24p)} -7
P = ) =264y =7
plx)= iO(xZ —Jl()x)‘l g(p) = 2(64p> — 7)? |
P)==1002=10x)2-2x=10)  g(p)=75"264p> = 7) 2+ 192p"
p'(x)= M o (p) = 192P2
(x> = 10x) =7
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E9 a AQ=AP2+ PO2 =152+ x2 =225 + x2

OB=20-x

De aanlegkosten zijn K= 1000+ AQ + 400 - OB.

Invullen van AQ en OB in K= 1000+ A0 + 400 - OB geeft

K = 10003225 + x + 400(20 — x).

De kosten zijn minimaal als i 0
X

1
K =1000(225 + x2)2 + 8000 — 400.x
dK L
=== 500(225 + x2) 7+ 2x — 400
dx
1000y, 004
225 + X2

10
_lox

4228 +ix

10x = 44225 + x2
(10x)? = 16(225 + »?)
10022 = 3600 + 16x2
842 = 3600

x2= 360 = 458

x= 42% (x= —\}42% is hier niet van toepassing)

De aanlegkosten zijn minimaal voor x = PQ = 42% =6.5465 ...

© Noordhoff Uitgevers bv
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9 Functies bewerken

Voorkennis

V1  plot A hoort bij g(x) =x
plot B hoort bij g(x) = x?
plot C hoort bij k(x) = 2log(x)

1
plot D hoort bij m(x) = -

—N W

B P o
[ 14

-2

¢ fenhzijnstijgendalsg>1lendalendals0<g<1.
d De grafieken van f'en / zijn elkaars spiegelbeeld in de lijn y = x.
e De x-as (y =0) is de asymptoot van de grafiek van f.

De y-as (x = 0) is de asymptoot van de grafiek van A.

V3 a g,(8)=2dus 12 =2

a+8—6
8a—6=6
8a=12
a=1k
b Als de verticale asymptoot x = l% is, dan is de noemer 0 als x = 1%, dus
a-13-6=0
1a=6
a —

¢ Voor x-waarden ver van 0 nadert g, (x) naar 0, dus de lijn y =0.

V4 a n=35 n=-2

Domein: R Domein: {(«, 0) w{0, —)
Bereik: R Bereik: (0, —)

b 2"=%ené=2’3dusn=—3
¢ Datis het punt (1,1), want 1" = 1 voor elke waarde van n.
d Voor even waarden van #.
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Vb a h,(4)=20dus 4’ +4p +8=20
64 +4p+8=20

4p =—52

p=-—13

Vé

V7

" o n oo

hp:(x)=3x2+p i

A (—2)=3 & () p= =3
12+p=-3

p=-15

f(x)=3sin(x — 2) + 5 is een sinusoide met evenwichtsstand 5 en amplitude 3,
dus het bereik van f(x) = 3sin(x — 2) + 51s [2, 8].

Het domein is R en het bereik is [5, —).

Het domein is [2, —) en het bereik is [5, —).

Het domein is {«.2) U {2, —) en het bereik is {«, 5) U (5, —).
Het domein is R en het bereik is (5, —).

Het domein is (2. —) en het bereik is R.

9.1 Transformaties

intro  De grafiek van g is uit de grafiek van fontstaan door spiegelen in de y-as.

De grafiek van / is uit de grafiek van fontstaan door puntspiegelen in (0, 0).
De grafiek van k is uit de grafiek van fontstaan door spiegelen in de x-as.

1 a gx)=3x>+3—5ofwel g(x)=1x2-2

4

b

(2}

o (2]

h(x)=1(x=22+3
) =4(3 22+ 3) ofwel j(x) =2x2 + 12

9-xr=0

x=—-3of x=3

De snijpunten van fmet de x-as zijn (=3, 0) en (3, 0).

Deze punten liggen tweemaal zo ver van de y-as als (=3, 0) en (3, 0),
dus dit zijn (—6, 0) en (6, 0).

g#) =f(2), dus g(4) =5

g(a) =1 (%a), dus g(a) =9 - (%a)2 ofwel g(a) =9 — B—sz

gx)=9 - 4x*

Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is g(x) = =2+ 3¥+4
1

o
2

Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is #(x) =3 + 4 ofwel

h(x) =372+ 4

De variabele x moet worden vervangen door x + 2, dus het
functievoorschrift van de beeldgrafiek is g(x) =4(x + 2) ++/x +2

© Noordhoff Uitgevers bv
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5 a Met een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met factor —1.
b g(x)=-1-2"ofwel g(x)=-2*
Met een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met factor —1.

l .
d h(x)=2"" ofwel h(x)=2"%

6 Spiegelen in de x-as geeft g(x) = —(x” + 2x) ofwel g(x) = —x? — 2x
5 naar rechts verschuiven geeft i(x) = —(x — 5)2 — 2(x — 5) ofwel
h(x)=—(x2—10x +25) — 2(x — 5)

Het functievoorschrift is 4(x) = —x? + 8x — 15

7 a Spiegelen in de y-as geeft h(x) = \[—_x
3 naar rechts verschuiven geeft g(x) =+—(x — 3) ofwel g(x) =y—x + 3
b 3 naar rechts verschuiven geeft k&(x) = \[m
Spiegelen in de y-as geeft [(x) =y—x—3
Je krijgt niet hetzelfde antwoord.

8 a Dat is niet juist, omdat je x moet vervangen door x + 5.
Het resultaat is dan f(x) = sin(2(x + 5)) ofwel f(x) =sin(2x + 10).
b f(x)=sin(2x + 5) kan op twee manieren ontstaan uit /(x) = sin(x).
Door h(x) = sin(x) eerst 5 naar links te verschuiven en daarna te
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as.
Of door A(x) = sin(x) eerst te vermenigvuldigen met % ten opzichte van de
y-as en daarna 2% naar links te verschuiven.

9 a Vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de y-as.
Vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.
De volgorde maakt hierbij niet uit.
b 6 naar rechts en 8 omhoog verschuiven.
De volgorde maakt hierbij niet uit.

c %T[ naar links verschuiven en daarna vermenigvuldigen met 2 ten opzichte
van de y-as. Ten slotte vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.
of:

Vermenigvuldigen met 2 ten opzichte van de y-as en daarna %T[ naar links
verschuiven. Ten slotte vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.
In beide gevallen mag de vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as
ook als eerste worden toegepast.

04 a

B

Nee, g(x) is niet het functievoorschrift bij de beeldgrafiek.
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J

Nee, g(x) is niet het functievoorschrift bij de beeldgrafiek.

Ja, g(x) is wel het functievoorschrift bij de beeldgrafiek.

Bij een verschuiving van 3 naar rechts van de grafiek van f geldt

g(x) = f(x — 3). Dan moet je elke x in het functievoorschrift van f vervangen
door x — 3.

h(x)=(x+5)- 2%

I —

|

Nee, g(x) is niet het juiste functievoorschrift.

/(5)= Tog(1) =0, maar g(47) = log(13 ~ 4) = log(9) #0

l

Ja, g(x) is het juiste functievoorschrift.

f(3) = log(1)=0en g(4}) = log(3 -4} - 12) = log(13 - 12) = log(1)=0
Het functievoorschrift van /2 kun je schrijven als /#(x) = log(3(x + 10)).

Er is hier een verschuiving 10 naar links toegepast.

h(x) = log(3x + 30) kan op twee manieren ontstaan uit &(x) = log(x).

Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met L gevolgd door een
verschuiving 10 naar links.

Of een verschuiving 30 naar links, gevolgd door een vermenigvuldiging ten
opzichte van de y-as met %

© Noordhoff Uitgevers bv
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1 9
U1 Ga ‘terugwerken’: g(x) = 9(; + 1) ofwel g(x) = - + 9 vermenigvuldigen met

9 18
2 ten opzichte van de y-as geeft 7—+9 = - + 9. dit vermenigvuldigen met
7X

. 6 ; ;
% ten opzichte van de x-as geeft - + 3 en hierop een translatie 5 naar rechts

6
geeft +3
x=5

. . 6
Ten slotte dit 3 omlaag verschuiven geeft f(x) = p— dusa=6en b =23,
Y-

9.2 Symmetrie van grafieken

intro De grafieken van g en A (linker assenstelsel) zijn symmetrisch in de y-as.
De grafieken van fen k (rechter assenstelsel) zijn puntsymmetrisch in de
oorsprong.

10 a f(-2)=2eng(-6)=—4
b y

-a 0 a

¢ g(-2)=-2en f(-6)=4
d y

11 a flay=va*+1
fea)=AzaP +1 \/
f=a) =@+ 1= f(a)

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as.

f(=a) = (~a)’ — 4(—a)
fl—a)=—a’+4a '
f(—a) = —(a* - 4a) = —f(a) /

b fla)=d°—4a /

De grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong.
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¢ flay=a*—a

f(=a) = (~a)* - (a) /
fl=a=ur+i

De grafiek van fis niet symmetrisch in de y-as
en ook niet puntsymmetrisch in de oorsprong.

d fla)= at ;341512
_ @t =4y
J(=a)= T
& — 4P
fa ="
4 _ 2
fimay=- £ = —fia)

De grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong.

12 a Voorn=6geldt f(—a) =(—a)®=(-1)°+a® = a® dus f(—a) = f(a).
b Voorn=7geldt f(—a) =(—a) =(-1) - a’ = —a’ dus f(—a)=—f(a).
¢ Dit geldt voor even waarden van n.
Voor even waarden van n is de grafiek van flijnsymmetrisch in de y-as.
d Dit geldt voor oneven waarden van n.
Voor oneven waarden van #n is de grafiek van fpuntsymmetrisch in de

oorsprong.
13 a c
\\// \\//
fis een oneven functie. fis een even functie.
b d
fis een oneven functie. fis een oneven functie.

14 a f(a)=Ha
fi-a)=y-a
feay={-1-{a
fl—a)=-1- {IE = —f(a), dus de grafiek is puntsymmetrisch in de oorsprong.
b f(—a)=—f(a), dus fis een oneven functie.
¢ Door een verschuiving 2 omhoog.
d Het punt van symmetrie is ook 2 omhoog verschoven, dus dat is (0, 2).
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15 a Bijeen verschuiving van 3 naar links wordt x vervangen door x + 3.

gx) =f(x +3)
gx)=(x+37—-6(x+3)+2
gx)=x2+6x+9—-6x—18+2
gx)=x2-17

b gla)y=a>—Teng(—a)=(—aP—-T=a*—1
g(a) = g(—a), dus g is een even functie.

¢ Omdat g een even functie is, is de symmetrie-as van de grafiek van g de y-as,
ofwel de lijn x = 0.
Door de grafiek van g drie naar rechts te verschuiven krijg je de grafiek van f.
Dus krijg je de symmetrie-as van de grafiek van f'door de lijn x = 0 drie naar
rechts te verschuiven. De symmetrie-as van de grafiek van fis daarom x = 3.

16 Bij een verschuiving van 4 naar rechts wordt x vervangen door x — 4.
gx)=fx—4)
10(x —4) + 40
gx)=—0p -
(x—4)y+8(x—4)+20
) 10x — 40 + 40
x =
B T T 8x+16+8x—32+20
10x
8= a4g

_ 10a . _ 10-=a _ 10a
ey R

Omdat g(—a) = —g(a) is de grafiek van g puntsymmetrisch in de oorsprong,
dus is de grafiek van f puntsymmetrisch in het punt (—4, 0).

17 a fen gzijn oneven functies, dus f(—a) = —f(a) en g(—a) = g(a)

h(=a) = f(-a) + g(~a)
h(=a)=—f(a) + —gla)
h(=a)=~(f(a) + g(@)) en h(a) = f(a) + g()
h(—a) = —h(a), dus & is een oneven functie.

b p(-a)=f(-a)- g(-a)
p(=a)=~f(a) —gla)
p(=a)=f(a) - gla) en p(a) = f(a) - g(a)

p(—a) = p(a), dus p is een even functie.

1 o _

011 a f(—l):%-—1—(_1)3:—5—_—1=—5+1:%
=41 gr=t-p=io1=-)
b fD=f 2 ===
f(2):§-2—(31)3=1—%:1—§=§
¢ f@=t-agen fea=} o
4 fa=t o
flay=—ta——
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1 |
f(—a)=—-ta+ —en f(@)= Ya- =

1
fi=a)= —(%a - ;), dus f(=a)=~f(a)

015 a gx)=f(x+2)=(x+2)>—Hx+2)+5

b g(x)=x+4x+4—-4x—-8+5
gx)=x"+1
ghH=4+1=17eng(-4)=(-4)>+1=17
g(=a)=(=ay +1
g—ay=a+lengla)=a>+1
g(—a) = g(a), dus g is een even functie,
Omdat g een even functie is, is de symmetrie-as van de grafiek van g de y-as,
ofwel de lijn x = 0.
Door de grafiek van g twee naar rechts te verschuiven krijg je de grafiek
van f. Dus krijg je de symmetrie-as van de grafiek van fdoor de lijn x =0
twee naar rechts te verschuiven. De grafiek van fis daarom symmetrisch in
de lijn x = 2.

a N

-

U2 a f(2)=22-6-22+16=8-24+16=0dus (2, 0) ligt op de grafiek van f.
Verschuif de grafiek van ftwee naar links.

Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is dan
g(x)=(x+2)P-6(x+2)2+16
gx)=(x+2)(x+2-6(x+2)>+16

gxX)=(x+2)(x*+4x+4) - 6(x>+4x +4)+ 16
g(x)=x+4x2+4x +2x2+8x+8 —6x2—24x— 24+ 16
g(x)=x"—-12x

g(-a) = (—a)’* - 12(-a)

g(—a)=—-a*+12aen gla)=a’ — 12a

Omdat g(—a) = —g(a) is de grafiek van g puntsymmetrisch in (0, 0).
De grafiek van fis daarom puntsymmetrisch in (2, 0).

9.3 Absolute waarde

intro De waarde van d is nooit kleiner dan 0, dus de grafiek ligt nergens onder de
horizontale as.

o w

18 a Ook het getal —3 ligt ook op een afstand 3 tot het getal 0.
b \B en —\5 liggen op een afstand \B tot het getal 0.
¢ Voor alle getallen a 20
d Voor alle getallen a <0

19

a |3-28=|-25/=25
b 3-|-28/=3-28=-25

¢ [—100] - log (|-100[) =+/100 — log (100) =10 —2 =8
d |18—|-24||=|18 - 24| = |-6| =6

20 a f(-4)=|-4|=4, f(-D)=|-1|=1
£0)=0|=0, f(1)=[1] =1 en f(4) = |4| = 4
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b ¢ y
5
f 4
3
g | 2
1
. — x
5 4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5
=1
d De grafieken vallen samen, dus de functies f'en g zijn hetzelfde.

21 a 2|10 | 1| 2] 3]|4
kx)y | 8 3] o | 1] o|-3]-8

x) | 8 | 3| o] 1t | o] 3]s

X
-3 2 -1 1 3 45
K I
-2 !

¢ De delen van de grafiek van k die onder de x-as liggen, worden gespiegeld in
de x-as.
d minimum /(0) = 0, maximum /1) = 1, minimum /(2) =0

22 a Deoplossing van 2log(x) =0is x=20=1
b Het minimumis f(1)=0
Zlog(x) alsx =1
¢ IS {—2log(x) alslintond 1
d Eerst f(x) =2 oplossen:
Ylog(x) =2 geeft x=2>=4
—2log(x) = 2 geeft 2log(x) = -2 dus x=272= %

Zie grafiek: de oplossing van f(x)> 2 is (0,}r u(4,—)

23 a y

b x(x2-12)=0
x=00of x2-12=0
x=0of x2=12
x=0o0f x=—12 of x =412
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i x3—12xals—\IESxS00fx2\lE
YT - 4+ 12valsx < 12 of 0 < x <412
fvalt samen met g als — 125x500fx2\fﬁ

e g(x)=3x*-12

24 a

3x2-12=0
=12
xI=4
x=-20fx=2

maximum g(—2) = (—2)*-12+ -2 =16 en minimum g(2) =2*-12-2=-16
De toppen zijn (=2,16) en (2,—16).

minimum f(—12) = 0, maximum f(=2) =16

minimum f(0) = 0, maximum £(2) = 16 en minimum f (\/ﬁ) =0

g(x) = —x3+ 45x2 - 26

g(x)=-3x>+9x

g(x)=0als -3x2+9x=0

=3x(x—3)=0

x=0of x=3

minimum g(0) = —26, maximum g(3) = —121

b g(-2)=—(-2p+45-(-2)>— 26 =8 + 18 — 26 = 0, klopt.

25 a

26 a

minimum f(—2)= 0, maximum f(0) = 26, minimum f(3) = 12%

\1 /

X

-5-4-3-2-R/ 2 3 4 5
-7

3log |x| =2
|x|=3?=9dusx=-90f x=9
Zie grafiek: de oplossing van f(x)>2isx<-9of x>9

5x+6=0als 5x=—6 dus x=—11

fo) = xz—(5x+6)=x2—5x—6alst—l%

VT - (-5x—-6)=x2+5x+6 als x < -1}

A=1%) = (=12 = 5-=1,2= 6 = 11} dus de knik zit bij het punt (~14, 12}).

2=-5x-6=0 ¥2+5x+6=0

(x—6)(x+1)=0 (x+2)(x+3)=0

x=6o0of x=-1 of x=—20of x=-3
2x—5alsxz—1%

/3 - 5

7 {2x+5a1sx<—1§

2x—5=Oalsx=2%en2x+5=0alsx=—2%
. 5 s N _ 1 : 1y _ 411
Er is een minimum f(—ZE) = —4, €en maximum f(—lg) =I5 eneen

minimum f(2%) = —12%

@ Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 9 Functies bewerken

89



025 a

U3 a

90

Functies bewerken

De delen van de grafiek van f'die onder de x-as liggen, worden gespiegeld in

de x-as.
2=5=0
2% =5 dus x = 2log(5)
5)’
T
3 9
2
1
-3 2 -10 1 2 3 4 X

Zie opgave b, dat is het punt (*log(5).0)

2¥ =5 als x = log(5)
&(x) = {—2" +5als x <?lo
2(5)
Het minimum van g is g(*log(5)) = 0.
fx)=3 ~f(x)=3
2*—5=3 f(x)=-3
2v=8 2X—=5=-3
x=3 2¥=2
x=1
Zie grafiek: de oplossing van g(x) < 3 is[1, 3].

Sy =yT=1en f(-1)=-1]=4T=1
f9)=9=3en f(-9) =[-9[ =9 =3
_ \];alsxzo
f(x)_{\f—_xalsx<0
y
5
|4
3
F =
-
5 43 20| 1 2 3 4 5

De grafiek is symmetrisch in de y-as.
f(x) =2 heeft als oplossing x =4 en x = —4.
Zie grafiek: de oplossing van f(x)>2is («,—4) U {4, —)

Hoofdstuk 9 Functies bewerken
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o PHELIEI=Y o e

x—2xalsx=0 —xalsx=z0
—x—2xalsx<

b f(X)={

flx)=—-3alsx=3
flx)=3alsx=-1
Zie grafiek: de oplossing van =3 < f(x) < 3 1is[—1, 3]

U&  Steldat g(x) = |x| + ax + b.
Omdat g(0) = 1, moet b gelijk zijn aan 1.
Alsx<0isg(x)=1,dusg(x)=—x+ax+1=1
Dit kan alleen kloppen als a = 1, dus g(x) = [x| + x + 1

9.4 Inverse functies

intro Je moet het aantal graden Celsius vermenigvuldigen met i, dus R= %C

27 a x|—1|0|1|2 x|%|1|3|9
folyl]s]s IEIOE
b De waarden van x en de uitkomsten zijn verwisseld.

(2}

g(93)=23

28 fla)=2a-8=bh
Uit 2a — 8 = b volgt 2a=b + 8 dus
a=%b+4ofwelg(b)=a

29 a Het rekenschema van fis x = —4x——4x + 3
Het rekenschema van f™isx—x—3—-— %f(x -3)
fi(x) = —H(x = 3) = =+ x + 3 met domein R.
b Het rekenschema van fis x —2x—2x + 5—\2x + 5
Het rekenschema van /™ is x - x2—x2 -5 —>%(x2 -3)

fm(x) = 3(x? = 5) =12 — 2} met domein [0, ).

¢ Het rekenschema van fis x — x — 3—log(x — 3)
Het rekenschema van /™ is x — 10¥— 10~ + 3
f™(x) =10* + 3 met domein R.

d Het rekenschema van fis x—x—2 —>—2
_—
5 s 1 1
Het rekenschema van f™isx—>———+2
X X

) 1
finr(x) = Pax 2 met domein {(«, 0) w (0, —).
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30 a ¥
R ?
° 4 P;
3
2 .
P
.Q —1
X
-5 4 3 2 4 1 2 3 4 5
| -1 |
R
=2 - |
L3 ;
-4 -Q

b P(2,4), Q(1,—4)en R'(—2,4)

31 a De coérdinaten van P’(1,3) voldoen aan de vergelijking x = (y — 2)°,
want 1 =(3 - 2)%.
b Als alle punten (x, y) voldoen aan de vergelijking y = (x — 3)%, dan
voldoen alle punten (y, x) aan de vergelijking x = (y — 2)3.
¢ x=(y—2) ofwel (y — 2)* = x geeft y — 2 =x dus y =2 +x
d fim(x)=2+x

32 a y= 2log(%x + 3) wordt x = 2log(%y + 3)

%y+3=2xdus%y=2x—3eny=2-2x—6
S™(x) =21 — 6, het domein is R.

b y=2—+xwordtx=2-+y
\r=2-xdusy=(2-x)?
fim(x) = (2 — x)2, het domein is gelijk aan het bereik van £, dus («, 2].

= 3 dt —i
¢ y_x+lwor x_y+1

3 3
+1== =—-1+=
y+1 xdusy 1 S

fmx)=-1+ % , het domein is («, 0) U {0, —=).

d y=2"-3wordtx=2"-3
2¥ = x+ 3 dus y =log(x + 3)
fiv(x) = 2log(x + 3), het domein is (-3, —).

e y=31—2xwordtx:m
1—2y=x3dus—2y:—1+x3eny=%—
FM(x) =%—%-x3, het domein is R.

f = 2;_:31 wordt x = 2yy+ 31
x(y+3)=2y—ldusxy—2y=-3x—1

-3x—-1

x—= 2

< x3

[ el

yix—=2)==-3x—-1dusy=

—3x_— 1 , het domein is {(«, 2) U {2, —).

==

X
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o=

y= xwordtx=y\f;0fwelx=y'y

ot

dus y% = x en daaruit volgt y = x°

Fm(x) = 0 ofwel fim(x) = {2

Het domein is [0, =)

De inverse bewerking van 2+ is Zlog(...)

De inverse bewerking van +5is =5

Zlog(x) — 5 « Zlog(x) « x

f™(x) = log(x) = 5

Het bereik van fis (0, —), dus het domein van f™"is {0, —).

e x—x—2— 3 2wordt *log(x) + 2 « Jlog(x) < x

F(x) =3log(x) + 2, het domein is (0, —).
x—)—2x—>—2x+8w0rdt—%(x—8)(—x—8<—x

fim(x) = —%(x = 8) of fim(x)= —%x + 4, het domein is R.

X = 5x = 5x + 10 = y5x + 10 wordt

%(xz— 10) ¢« x2 =10 ¢« x2 & x

JerEy= %(x2 — 10) ofwel f™(x) = %xz — 2, het domein is [0, —).

1 |
x—=2x+3—> wordt — — 3 ¢« — ¢« x
3 X X

X+

= % — 3, het domein is {«, 0) U (0, —).

x|
y_Y,—4
_y+l1
x—m

stap 1: links en rechts vermenigvuldigd met y — 4
stap 2: haakjes weggewerkt
stap 3: beide kanten +4x en beide kanten —v
het resultaat is xy —y=4x+ 1
stap 4: y buiten haakjes gehaald; het resultaat is p(x — 1) =4x + 1

4x+ 1
De laatste stap is dan dat y = =
. 4x +1 =l
==
X

Het bereik van f'is be—, T 01, =k
Het domein van /™ is («, 1) {1, —=).

Omdat er twee waarden van y zijn bij één waarde van x.

Bij het domein [-2, —) hoort de rechter helft van de parabool,

dus de grafiek van /™" is de bovenste helft van de beeldgrafiek.

y=(x+2)? wordt x = (y + 2)?

y+2=—xof p+2= \];, in dit geval moet de rechter oplossing worden
gekozen, dus fi™(x) = =2 +x.

In dit geval moet de linker oplossing worden gekozen, dus f(x) = -2 - \E

@ Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 9 Functies bewerken

93



9

Functies bewerken

9.5 Gelijkwaardige formules

intro

34 a

35

36 a

37 a

94

Door invullen van F=32en C=0en ook F=212en C =100 kun je
vaststellen wat de twee correcte formules zijn.
Dat zijn C=3(F—32)en F=32C+32.

x=1en y=12invullenin y =2-3% 46 geeft 12 =2-3! + 6, dat klopt.
x=1leny=12invullenin x = 310g(%y — 3) geeft

i= 310g(% =]3= 3) =3log(3) en ook dat klopt.

x=0en y=8invullen in x = 3log(%y — 3) geeft

0= 310g(% ‘8- 3) =3log(1) klopt, de getallen voldoen ook aan de tweede
formule.

Uit x= 310g(%y— 3) volgt %y—?a = 3*
y=3+3
y=2:3"+6

Uit 2xy = 5y + 24 volgt 2xy — Sy =24

y(2x—-5)=24
24
y_2x—5
De formule 2xy = 5y + 24 is dus gelijkwaardig met de formules uit het
voorbeeld.
pPP+2g=5 d ¢="log(p+20)
pPP=5-2 p+20=67
p:'\35—2q p:6q_20
5 5
= — — =+ —
q 743 e ¢g=7p 2
5 15 + 1 =g+
p+t3=— o1 =g 25
q pt1=(g+2)
5 — ge Y=
= 3 p=(@+2y-1
q . =7
g+3r=4 6+p
¥=—g+4 3 —~T.
6+yp=—
p="log(-q+4) P
7
3
=—6——
\E q
73
===
! ( 4)

stap I: links en rechts vermenigvuldigd met 2p — 1

stap 2: haakjes weggewerkt

stap 3: de termen met p links geplaatst, en de term zonder p rechts
stap 4: p buiten haakjes geschreven

_ 49

T 2g-12

p
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38

39

40

p—3 4p—12

Tp4 1735
glp+4)=p~—3 §3p—3)=4p—~12
pg+tdg=p-3 3pg—5¢=4p—12
B~ =4~ 3 3pg—4p=359—12
plg—1)=-4¢g-3 p3g—4)=5¢—12

_—4q-3 _5¢—12
pP= g—1 24 3g—4
b =50 invullen geeftl:L+l

f 50 v
1.1 1

v f 50
1.5 f
v 50f 50f
1 50-f . 50f
YT S0 VTS
f= 10invullengeeftL:l+l

10 b v

1 I 1
p 10 v
1 v 10 v—-10 10v
B s T e ol o7

4 — vis de snelheid stroomopwaarts en 4 + v is de snelheid stroomafwaarts.
De tijden, nodig voor 10 km heen en 10 km terug varen zijn dus
10 10 10 10
+

Aopth g dus de totaal benodigde tijd is 7= ———

v moet waarden hebben tussen 0 en 4, want als v > 4 dan is Robert’s
snelheid kleiner dan of gelijk aan de stroomsnelheid van de rivier. In dat
geval kan hij deze tocht niet maken.

10 10
T_4—v 4+
104 +v) 104 — v)
C(@-v)d+y) * 4+ v)(4—v)
_ 40+ 10v+40 — 10y
B 16 —1?
80
T 16—12
16—112=§9

T
v2=16—@dusv= 16—@

T T

pP+ag=5ofwel p>’=5—-4gen p>0dus p=+5-4q
p*+4g=>5ofwel p2=5—4gen p<0dus p=—5-4q
(p+2P2+4dg=5ofwel (p+2)>=5—-4gen p—2<0dus

p—22—Menp=2—m

© Noordhoff Uitgevers bv
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41 a E= %mv2 ofwel %m =

E 2F 2F
b v2=1—=—env20,dusv= —
m m

Em

42 a g=+p+5dusp>-5eng=0
q2=p+5
p=¢>—5voorgz0

6
i3
\}p—320,dusl+\}p—321

6
daaruit volgt 0 < ————<6
el l++p=3
1++4p-— =g
6
." — :__1
e q

6 2
—3=(2-1
E (q )

6 2
E—l) voor0<g<6

dus p23

p=3+

036 a Op de puntjes moet 6 + \3}p + 1 staan.

; 12
b 6+ip+1=—
r q

12
c \3}p+1=?—6

d In stap 4 wordt aan beide kanten tot de derde macht gedaan.

f 4p3=9-24q h 1=6-3¢q
1 1 =log(6 -3
P2l p =log(6 - 3q)
3
p=124-1L
6 ]
g p—1=- i 2p—T7=44
‘g 2p=17+4
:1+—
P q p=3%+%-4q
5
j 2+\5/5=§ k qdp-8)=p
5 dpg —8q=p
\f5=5—2 dpg—p=8q
5\ pldg—1)=8q
=57 T
P aq—1
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039 a ¢g=

6l+p) __6d-p)

_6+6pt6—6p 12

C 1—p2=%dus—p2:—l+%enp2=l——

12
d p= 1—?voorp20

U6 a g-2log(p)=1-"2log(p)
q - *log(p) + *log(p) = 1
(g + 1) log(p) =1

1 1
2 = = Qg+l
log(p) -T dus p = 2¢

b ¥3-3p°=¢-3
33 =3¢
3P =3—{g—3

3:1_1( - 3)}
p 3lq

p=Y1-Xg-3y

9.6 Gemengde opdrachten

43 a f(-a)= %(—a)3 - p(—a)= % c—a*+pa= —(%a,r3 - pa) = —f,(a), dus voor elke
waarde van p is f, een oneven functie.

C(=pd+p) A-p+p  (A=-p(l+p) (1—-p)l+p)
b (1-p)(l+p=1-p*dusg=

12
q

c dpg—-3p=2q+1
pdg—3)=2q+1

2g+ 1

4g-73

p:

d p’~d4p=q-4
P —4p 4=y
(r—21=g¢
p—2=\/§(wantp22)
p=2+1q

b /(x)=0als $x? = px =0 ofwel 1x(x2 = 3p) =0
Hieruitvolgtx=00fx=@ofx=—@

De laatste twee oplossingen bestaan alleen (en zijn niet gelijk aan 0) als

p > 0. Er zijn dus alleen drie snijpunten met de x-as als p > 0.
¢ £/(x)=x’—p=0alsx=vpof x=—\p(p20)

50 =30 = p - Np =5pp = P = —3p\p

KNP =3py = p =3l + o =30

De coérdinaten van de toppen zijn (\];_), —%p\f;_)) en (—\f;_?, %p\];)

g(\E) = _%(\,}_7 3= —%p\/}_? en g(—\E) = _% _\[1_7)3 — % P\E’

dus de toppen liggen op de grafiek van g.

44 a y

© Noordhoff Uitgevers bv
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46 a

98

Functies bewerken

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as.
x2—6xalsx 20
J)= {x2 +6xalsx <0

De nulpunten van y = x2 —6xzijn x=0en x = 6.

De nulpunten van y = x> + 6x zijn x =0 en x = —6.

De toppen liggen bij x =3 en x = -3,

De extremen van f zijn:

minimum f(—=3) = -9, maximum f{(0)= 0, minimum f(3)=-9

y
10

8
6
\4

-3 ~2 410 1 2 3
=

De grafiek van fis symmetrisch in de y-as.
X2+ 6xalsx =0

Sy = {x2 —6xalsx <0

minimum f(0) =0

2
Spiegelen van de grafiek van f(x) =x— = in de x-as geeft de grafiek van
2 2
hix)=-1- (x = —2) ofwel A(x) = —x+—
X X

De grafiek van / spiegelen in de y-as betekent de x in het functievoorschrift
van h vervangen door —x. Dit geeft:

2 2 e : ;
h(—x)=—(—x) + = = x +—en dat is inderdaad het functievoorschrift
-X x
van g.
y
5
4
=
2
f 1
[~ x
5 4 —\1\13 1 2 3 4 5 6
| . |

De horizontale asymptoot is y = 1 en de verticale asymptoot is x = 1.

4
/p(0) = 0. Dit substitueren geeft p + ; =0

—p*+4=0
pr=4
p=-2of p=2
4
y=1+ wordt x=1+——
x—1 y—1
x—1=y_1endaaruitvolgty—1=x_1eny=1+x_1

dus fim(x)=1+

4
7 en dat is gelijk f,(x).

x—
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e y=p+

wordt x = +i
xX=p Py

xX—p

4 4
xX—p= en daaruit volgt vy — p = eny=p+
L By S e st

dus f"(x)=p + - p en dat is gelijk f,(x).
) ) 4
f »y=.xsubstituerenin f,(x)=p + - geeft x=p+ E
4
x—p—x_p
(x—p)=4en

x—p=—2ofx—p=2
x=p—-2o0fx=p+2
P(p—2,p—2)en Q(p + 2, p+2) en met Pythagoras bereken je

Po=\(p+2-0-2) +(@+2--2)
PO = \I42 +42= @ en dus onafthankelijk van p.

Onderzoeksopdrachten

47 a Kies bijvoorbeeld translatie 5 naar rechts en translatie 3 omlaag.
F(x) =+/x wordt g(x) =x — 5 wordt Ai(x) =\x — 5— 3

F(x) = vx wordt g(x) = {x — 3 wordt i(x) =yx —5—3

Bij twee translaties na elkaar maakt de volgorde niet uit.

Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-asen
een translatie 2 omhoog.

F(x) =x wordt g(x) = 3\x wordt A(x) = 3/x + 2
F(x) =+x wordt g(x) =x + 2 wordt A(x) = 3(\x + 2) = 3x + 6

De volgorde maakt hierbij wel uit.
Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as en
een translatie 2 naar links.

£(x) = x wordt g(x) = 3y/x wordt A(x) = 3y/x + 2
F(x) = \x wordt g(x) =x + 2 wordt i(x) = 3\x + 2

De volgorde maakt hierbij niet uit.
Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de y-as en
een translatie 2 naar links.

() =[x wordt g(x) = YLx wordt h(x) = \5x +2) = {bx + 2
F(x) = x wordt g(x) = \x + 2 wordt i(x) = \3x +2

De volgorde maakt hierbij wel uit.
Kies bijvoorbeeld een vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de y-as en
een translatie 2 omhoog,

/() = \x wordt g(x) = {Lx wordt h(x) = {hx +2

F(x) = x wordt g(x) =x + 2 wordt i(x) = \3x +2
De volgorde maakt hierbij niet uit.

o

(2}

[=H
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9 Functies bewerken

48 a Delijn y = x is symmetrie-as van de grafiek van f.
b Dit geldt voor de functie f(x) = x en voor alle lineaire functies waarvan de
grafiek loodrecht staat op de lijn y = x, dus alle functies f{x) =—x+ p.

(2]

Ja, bijvoorbeeld alle functies f,(x) = %

49

LX) =]x=2|+x+ |x+2]

De knikken zitten bijx —2=0enbijx+2=0,
dus de knikken zitten bij x =2 en x = —2.
H(=2)=|-2-2|+-2+|-2+42]|=4-2+0=2en
H2)=2-2|+2+2+2|=0+2+4=6

De knikpunten zijn A(—2,2) en B(2,6).

b Kies bijvoorbeeld p =5en p = 10:

Als p=>5vind je A(=5,5)en B(5,15).

Als p=10vind je A4(—10,10) en B(10,30).

De knikpunten A liggen op de lijn y = —x.

De knikpunten B liggen op de lijn y = 3x.

Samenvatting

S1 a q=%-10g(p—5)

(2}

log(p —5)=2¢
p—5=10%
p=5+10%

b g=3p+20-1
g+ 1= +20
4p+20=(q+1)°
4p=(g+1)°-20
p=3lg+1y -5

S2 Kies bijvoorbeeld 4(—3,—10) en B(5,22).
De spiegelbeelden zijn A'(—=10,—3) en B'(22,5).
g(-10)=1--10-1=-21-1="3engr)=1-220-1=51-
dus A" en B’ liggen op de grafiek van g.

=5

b=

S3 a x?(x—6)—=(2x —6)>>(2x—6)>—4
Het functievoorschrift bij de beeldgrafiek is g(x) = (2x — 6)> — 4 of
g(x) =4x? —24x + 32
b x’—=x?—-4-2x)*—4-=Q2(x—6))* -4
Het functievoorschrift van de beeldgrafiek is i(x) = (2(x — 6))> — 4 of
h(x)=4x? —48x + 140

Sk a fla)=32—3
f(ma)y=3"—3"¢
f(=a)==3*+3"9=—(3¢—379)
dus f(—a) = —f(a), fis een oneven functie.
b flay=3*+3
fea)=3e+3e=3 a4 3a=304 30
dus f(—a)=f(a), fis een even functie.
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-5 -4 -3-2-10 3 4
-1

b x>+ x—6=(x+3)(x—2),dus de nulpunten van fzijn x = -3 en x = 2.
x4 x— Galsx<—Fen x &2
f(x)—{_ 2 —x+tbals—I<n<?

¢ De top van de parabool met vergelijking y = x> + x — 6 ligt bij x = —%

Extremen: minimum f(—3) = 0, maximum £ —%) = 6%, minimum f(2) =0

Sé a y=%x—5wordtx=%y—5
%y =x+ 5 geeft y=2x + 10 dus /™ (x) =2x+ 10
b y=62"3wordt x =623
2y + 3 = %log(x) dus 2y = =3 + ‘log(x)
y=-11+1flog(x) dus fm(x) = —11 + 1. Clog(x)

Test jezelf

T1 a xvervangen door % ofwel %x geeft
g(x) =100+ (3x)" =100 £ x* = 6,25x*

b Een vermenigvuldiging met 11—6 ten opzichte van de x-as geeft dezelfde
beeldgrafiek. N
¢ x vervangen door T ofwel 3x geeft
3

h(x)= 100 - (3x)* = 100 - 81x* = 8100x*

T2 a Eerst x vervangen door —x geeft
g(x) = =(—x)*+ 4+ —x ofwel g(x) = —x? — 4x
Daarna x vervangen door x — 3 geeft
h(x)=—(x—3)2—4(x—3)
h(x)=—(x*—6x+9)—4x+12
A(x)=—-x+2x+3

b Eerst x vervangen door x — 3 geeft
k(x)=—(x—-32+4(x-3)
kx)=-x*+6x—9+4x—12
k(%) = =+ 10x—21
Daarna x vervangen door —x geeft
I(x) =—(=22+ 105—x~21
I(x) S—3t— 10x—~21

@ Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 9 Functies bewerken

101



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Functies bewerken

T3 a Disde grafiek van f{x), B is de grafiek van g(x)
C is de grafiek van A(x) en A is de grafiek van k(x).

b fla)=2-1a%en f(~a)=2-Y-aP =2-1a dus f(-a) = f(a)

8
8@ = g en 8- = o= dus g-) = ¢(@)

h(a) = 2cos (iﬂ! a) en h(—a) = ZCOS(—%T[ a) = 2005(“}47[ a), dus h(—a) = h(a)
Ma)=2¢+2"enk(—a)=2"9+27"¢=274+2¢ dus k(—a) = k(a)

Td a -x3+12x=0
=g = [Ry=1
x=0o0f x=—12 of x =412

25y
20
15

0

-5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5
-1

¢ fi)= —x3+ 12xals x < —120f0 < x <12
YT 43— 12vals 12 < x < Oofx > 12

) = 3xals x=20
g = —3xalsx<0

d Stel A(x)=x*—12x,dan is A'(x) = 3x> — 12
3x2—12=0geeft x>’=4dusx=20f x=-2
De extreme waarden van fzijn:
minima f(—\12) =0, f(0) =0 en f(12) =0
maxima f(—=2)=16en f(2)=16
e Losop-x*+12x=3xen—x*+12x=-3x
x4+ 9x=00of —x*+15x=0
—x(x*—-9)=0of —x(x2—15)=0
x=0o0f x=-30f x=30of x=—15 of x=415
Zie grafiek: de oplossing van f(x) < g(x) is (—\fﬁ, -3y (3, \fﬁ)

195 a y=8-4xwordtx=8-4y
4y=8-—x
y=2-1x,dus fir(x)=2—Ix
Het domein van /™ is R.

oo 1010
P4 N TR gy
8—4y=1—0dus—4y=—8+1—0

X X

2% 5

2 .
,=2__d () =2 — —
y=2-dus f7(x) =2 - 5

Het domein van ™ is {«,0)w{0,—).

¢ y=108"* wordt x =108~
8 — 4y =log(x) dus 4y = 8 — log(x)
y=2-7-log(x) dus f™(x)=2 - ;- log(x)
Het domein van /" is {0, —).
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Té6 a

T7 a

T8 a

y=+8—4x wordt x =+8 — 4y
8 —4y=x’dus4y =8 — x?

y=2-12dus fim(x)=2-1 22
Het domein van /™ is [0, —).

4
q:4+5p_6 C q:—p
_ 2p—5
e 2p-5)=4
p=6="logg~4) S =5t <
p=6+7log(qg—4)
2pg —4p =5q
P(2g—4)=5q
__4
Ly
4
4= d 3p>—6g=5met p<0
i 3p2=6q+5
Zp—Szg p2=2q+1%
4
p=5+- p=-\24q+13
2
=2l+_
g

y=+12x — 27 wordt x =12y — 27

12y — 27 = x?>dus 12y = x2 + 27

y=11—2x2+2}rmetx20

In een snijpunt (a,b) geldt f(a)=ben f"(a)=b.

Uit de definitie van /™ volgt echter ook dat /™'(h) = a.

Dit betekent dat (a, b) en (h,a) de codrdinaten van hetzelfde punt zijn, dus
a = h, waaruit volgt dat het snijpunt op de lijn y = x ligt.

In een snijpunt moet gelden x =+/12x — 27, dus

x2=12x-27
x2=12x+27=0
(x=3)Nx—-9=0

x =3 of x =9, de snijpunten zijn (3, 3) en (9, 9).

xty=2x—y
Pyt yp=2x
Y2 +1)=2x

-1

x kan elke waarde aannemen.
-l<y<l
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9 Functies bewerken

19 a x2-8x=0alsx(x—8)=0dusalsx=0of x=8.
De wortel uit een negatief getal bestaat niet en x> — 8x <0 als 0 < x <8,
dus is het domein van £ gelijk aan («, 0]U[8, —).
b Bij één waarde van y horen twee waarden van x.
bij de inverse functie zouden er dan twee waarden van y zijn bij één waarde

van x.
¢ f(x)=AZ—8x=\xT—8x+16-16=1(x— 42— 16

d y=+x?—8x wordt x =1 — 8y ofwel x =+(y — 4)> — 16
(v —4)* - 16=x?
(y—42=x2+16
y-4=\¥ T8
y=4+\x>+ 16 dus f™(x) =4 +x*+ 16

Extra oefening

E1 a 9 naar rechts verschuiven, vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as
en daarna 4 omhoog verschuiven.
Of:
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as, 3 naar rechts verschuiven
en daarna 4 omhoog verschuiven.
Bij spiegelen in de y-as moet x vervangen worden door -x , dit geeft
g(x)=+-3x—-9+4
Bij 5 naar rechts verschuiven moet x vervangen worden door x — 5.
Het functievoorschrift van de beeldgrafiek wordt dan
h(x)=v—-3(x — 5) — 9 + 4 ofwel A(x) =y-3x + 6 + 4.
¢ Eerst x vervangen door x — 5, dit geeft
k(x) =~3(x —5) — 9+ 4 ofwel k(x) =+v3x— 24 + 4.

Daarna moet x vervangen worden door —x , dit geeft /(x) =+-3x — 24 + 4.

o

E2 a fla)=1d*-4a
fca)=3(-a)=4-~a
f(—a)=-1a3 + 4a

f(=a)=—(a> - 4a)

Omdat f(—a) = —f(a) is de grafiek van f puntsymmetrisch in O.
l¥-4x=0

3X b

o

Lia?=12)=0

De nulpunten zijn x = 0, x =+/12 en x = —12.
Los eerst op f(x) = —x, dus %x3 —l S
%x3 -3x=0

(2}

%x(x2 -9)=0

x=0of x=30of x=-3

Zie de plot hiernaast.

De oplossing van f(x) < —xis
(«,—3)u{0,3).
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E3 a

E4

g(a) = |%a3 - 4a|
g(—a)=[3(-a) =4~
g(—a)= |—%a3 + 4a|

g(-a)=| = (50° - 4a)|
Omdat g(—a) = —g(a) is de grafiek van g symmetrisch in de y-as.

10

)

x>=3of x=—4
De nulpunten zijnx=\f§, x=—3enx=-4
fx)=x*+4x2-3x-12
f(x)=3x>+8x—-3

3x2+8x — 3 =0 geeft x =

—8 £+/100
6

dusx=—30fx=%
maximum f(—3) = 6, minimum f(%) = —12%

y

20

B =l =3 3

-1

minima g(~4) = 0, g(—\3) = 0 en g(3) =0
maxima g(=3) =6, gl % = 12%

y=1(x3=T)wordt x =3(* = 7)

P —-T=2xdusy*=2x+7eny= \3}2x + 7 dus f™(x) = \3}2x +7

y=2"4wordt x =24

v —4="log(x)en y =4+ 2log(x) dus f™(x) =4+ Zlog(x)

v =3log(2x) — 5 wordt x =>log(2y) — 5

Nog(2y)=x+5dus2y =3 eny= % 3*+3 dus fm(x) = % « 3FH3

1
3y+6

Yo re O

1 1 1 om0
3y+6—;dus?ay—;—6eny—§—2dusf (x)= 2
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E5 a

Eé a

E7 a

106

Functies bewerken

g =1log(10p — 6) c q=\3’%p+3—3
10p—6=10¢ 1
p+3=g+3

10p =6 + 10¢ P ¥
p=06+7 100 Ww+3=(q+3)

= 0,6+ 107"
g =(q+37-3

p=3(¢g+3°-9
5
=_p5 d g=\p+15
P~ 5 _
g =p+15
q(p—5)=75p >
=g-—15metg=20

Pqg—39=35p b 1
Pqg—3p=3q
plg—5)=5q

_
p_q—S
6 naar rechts verschuiven, vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as

en vermenigvuldigen met 3 ten opzichte van de x-as.

Of:

vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as en vermenigvuldigen met 3
ten opzichte van de x-as, en daarna 3 naar rechts verschuiven.
vermenigvuldigen met 5 ten opzichte van de x-as, 1 naar rechts verschuiven,
en daarna 2 omhoog verschuiven. De volgorde van de eerste twee en ook de
laatste twee transformaties kunnen ook worden omgekeerd.

Sfl@)=+|3a]+3

f(=a)=+|3"—a|+3

f(=a)=+|3a| + 3
f(=a)=f(a)

fis een even functie.

\/

flay=ta+3

flmay=3-—a+ =,

. -

flay=-ka-2 /W

fea=—ta+3)
f=a) = ~f(@)

fis een oneven functie.

fla)=—=
1+ a2
B —a
feo ==
a
f( a) - m
f(=a)=—f(a)

fis een oneven functie.

Hoofdstuk 9 Functies bewerken
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E8 a

E9? a

fis geen even functie of oneven functie.

A;_O en 470 zijn de aantallen uren die nodig zijn voor de heenweg en de
terugweg. 30
Omdat de totale reis (80 km) met 100 km/uur wordt afgelegd, is Too de
totaal benodigde tijd.

40_ 80 40

v o100 x

40 _ 80x 4000

¥ 100x  100x
40 _ 80x — 4000

dus
v 100x
l = w daaruit volgt y = & ofwel y = 0
v 100x B pe— 100 Y %—50

Als x £50 is de noemer van het resultaat van opdracht b gelijk aan 0 of
kleiner dan 0.

Je kunt niet door 0 delen.

Als de noemer negatief is zou y ook negatief zijn en dat is onmogelijk omdat
het hier om een snelheid gaat.

Er moet gelden f,(6) =6 dus p ++6p+4=6

Vop+4=6-p

6p+4=36—-12p+ p?

pr—18p+32=0

(P-2(p-16)=0

p=2of p=16(deze oplossing voldoet echter niet)

De wortel uit een negatief getal bestaat niet, dus moet nu gelden px +420
als x < 3.

Uitp-3+4=0v01gtp=—1%

De grafiek van fy(x) = 8 +8x + 4 ontstaat uit de grafiek van
Jf4(x) =4 ++4x + 4 door de volgende transformaties:

. . . X
vermenigvuldigen met % ten opzichte van de y-as (want

T =8x)en4
omhoog verschuiven. 2
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8 Vectoren

Voorkennis

V1 a R

zijde kwadraat

PQO=14 196
QORrR=11 121+

PR=... 317
PR =+317
V2 a c
/ 9
_
A 12 B
zijde | kwadraat
AB=12 144
BC=9 81+
AC= ... 225
AC=+~225=15
b F
7
=
D 7 E
zijde kwadraat
DE=17 49
DF=7 49 +
EF= 98
EF=+98="T2

36 Hoofdstuk 8 Vectoren

b 4
2\
8

A 17 B
zijde kwadraat
BC=38 64
AC=... 225+
AB=17 289
AC=+225=15

[ R

3/\

P 13 Q
zijde | kwadraat
PR=3 9
OR= ... 160 +

PO=13 169

OR =160 = 4/10

d v
25
=
s 17 T
zijde kwadraat

ST=17 289
SV=.. 336 +
TV =25 625

SV =336 = 421
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V3 a c

8
A D B
b zijde kwadraat zijde kwadraat
AD= ... 16 BD = ... 27
CD=3 9+ CDh=3 9+
AC=5 25 BC=6 36
AD =416 =4 BD=27=3/3

AB=AD +BD=4+33

b zijde kwadraat
AM =10 100
BM =38 64 +
AB= ... 164

AB=BC=CD=AD =164 =241

Vb a c
I~
4
30°

A B

. 4 BC
sin(30°) = = cos(30°) = e

4 1 BC
i__T S = —
2 4B 7\3 8
AB=8 BC=8x1{3=43
ZA=180°—-90° — 30° = 60°

b F
s
36°
D 13 E
DF EF

in(36°) = — 36°) = —
sin(36°) T cos(36°) T
DF=13xsin(36°)= 7,6 EF=13x cos(36°) = 10,5

ZD =180° —90° — 36° = 54°
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8 Vectoren

c K d R
6
"3
=
P V18 Q
zijde | kwadraat
=l
G 7 H PQ= \fﬁ 18
. PR= ... 18 +
zijde | kwadraat OR= 6 -
Iiﬁi ! ;z + PR= \[ﬁ = 3\[5 en APQR is een gelijkbenige
GK = 7\6 m rechthoekige driehoek, dus £Q = ZR = 45°.
HK =98 =72
- ~ 550
cos(£G) " dus ZG =55

ZK=180° —90° — 55° = 35°

D
X
0 1 2 3 4 5 6 7 8
b zijde kwadraat zijde kwadraat

AD =13 9 AC=6 36
AB=4 16+ AE=2 4+
BD=... 25 CE= s 40
BD=+25=5 CE=+40=210

¢ z=-CE=110enBz=2-Bp=2-5=3!

intro Ze moeten dan in dezelfde richting varen en met dezelfde kracht trekken.
Dan is er een grotere kracht nodig.
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2 Devectorend en ;. ¢ eni,end en /i horen bij dezelfde verplaatsing.

3 a Het resultaat had je ook kunnen bereiken door P in één keer over de vector 54 te verplaatsen.
b

)

o
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8 Vectoren

6 a De boot bevindt zich na één seconde in punt V.

b Tim zal de overkant in punt W bereiken.

c zijde kwadraat
TU=3 9
ur=1 1+
TV = ... 10

TV =410

In één seconde legt de boot y/10 = 3,16 meter af.

7 a 10 000 N
" 30
== AN[30° B
o8 10000 N
b 30°) =
c0s(30%) = 10600
" AB
=3 =
2V3 10000
AB = 500043

Deze kracht is 2 X 500043 = 17321 N.

O4 a b

¢ AC=a+2b

U1 a Het eindpunt van elke vector valt samen met het beginpunt van de volgende vector
en het eindpunt van de vijfde vector valt samen met het beginpunt van de eerste vector,
dus de som van de vijf vectoren is de nulvector 0.
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b Noem de vectoren @, b, ¢, d en ¢. De rechter tekening toont aan dat de som van de vijf
vectoren gelijk isaana +b +¢ +d +¢e =0.

8.2 Vectoren en kentallen

intro Je verplaatst drichoek B naar driechoek E door 10 hokjes naar rechts te schuiven.
En je verplaatst drichoek 4 naar driechoek E door 13 hokjes naar rechts en 1 hokje
omlaag te schuiven.
Je verplaatst driehoek D naar driehoek B door 3 hokjes naar links en 2 hokjes omhoog
te schuiven, naar driehoek C door 4 hokjes omhoog te schuiven en naar driechoek E
door 7 hokjes naar rechts en 2 hokjes omhoog te schuiven.

-4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 6
-1

b De codrdinaten van het eindpunt van de vector p zijn (5, 2).
¢ Zie de tekening bij opdracht 8a.
De codrdinaten van het eindpunt van de vector ¢ zijn (4, 2).

zijde | kwadraat

2 4
4 16+
20

De lengte van de vector a is @

)1
s
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Vectoren

~o3)= (3 cushi - 351 = drr - 8
& Tm=1 ‘1)= _33),dus|33=m=\/ﬁ=\f§-\/§:3-\f§:3-|3

—_—

10 a

0

¢ Vierhoek OBCA is een parallellogram, omdat de zijden OB en AC even lang
en evenwijdig zijn.

d oM =1oC=1G+p)=1a+1p

e 352 (-2
et

b [AB|=(=57+ (=2 =29
[BC|=+3>+ (=97 =90 = 310
|CA| =422+ 112=+125=5{5

¢ SAB = 5(:2) = (_25), dus |SAB| = \(=25) + (-10)? = 725 = 5y29

-10

—s — [-5 2 -3
+CA = +| =
o= s

.dus [AB + CA| =+(=3)? + 92 =+/90 = 310
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d

12 a

13

14

15

Voor het midden M van zijde AB geldt OM = %((3) + (_2)) = %( L ) = (E) dus de

coodrdinaten van punt M zijn (%, 6).

— —2 1 ik
Voor het midden N van zijde BC geldt ON = %(( ) + ( )) = %( ) = ( 2) dus de
codrdinaten van punt N zijn (—%,%)

- 3
Voor het midden L van zijde AC geldt OL = %((

codrdinaten van punt L zijn (2, 1%)

¥
2
1
B o 2.3 4 5 6 1 8
-1 v
-2 w
=3
-4
w = 3 = lg* 5 dus heeft w dezelfde richting als v.

Drie vectoren die dezelfde richting hebben als v en w zijn bijvoorbeeld r = 2y = 2( % ) = ( 8 ),

Caraa o (12) sz o4 (2
=Y = _2—_661'1 —ZV—Z_Z—_I.

Drie vectoren waarvan de richting tegengesteld is aan de richting van v zijn bijvoorbeeld

- _ - 4 _ _8 - _ - _ 4 _ _12 - _ 1= _ 1 4 _ _2
i v i W R s M

— 2 — 4 - =
Devectoren x =| |,y =[_.|ofz = 2
4 2 -4

dezelfde of een tegengestelde richting.

R

) hebben dezelfde lengte als v, maar hebben niet

y
4
3
2 5;‘ :‘3-
1 s
P 3,
X
2 40] 123 45 6 7 8

— 6
Neem aan data = (p)’ dan geldt m =~36 + p~.
Gegeven is H = 3y/5, dus moet gelden /36 + p? = 35, oftewel 36 + p> = 45, dus p>=9

enp=30fp=—3.Dusay=(3 ofay=(_3).
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8 Vectoren

011 a

—_
o

- N W A U Y N 00 W

0]

b E:(S)
-3

¢ OA+AB=0B dus AB = 0B — 04

d |[AB|=+52+ (-3 =134

e Zie de tekening bij opdracht Olla.
2 7 9
+ =
6 3 9

M —— 2\ (7 9\ (4t
g Voor punt M geldt OM = %(OA + OB) = %((6) + (3)) = %(9) = ( %
4
1 41
(43,43).

f OC=04+0B= dus de coordinaten van punt C zijn (9, 9).

dus de codrdinaten van punt M zijn

2

O1& 5 a’=(5)

e b, =(0) enb, =(_3)

U2 a De aangegeven hoek ten opzichte van het noorden is 290°, dus de hoek in de driehoek
gevormd door de punten £, D en N is 360° — 290° = 70°.

. . . EN . DN
In die driehoek is sin(70°) = Ty dus EN =43 +sin(70°) en cos(70°) = Ty dus DN =43 - cos(70°).

—EN) B (—43 . sin(70°))

D 1dt DE = =
TAROIEP ( DN 43 - cos(70°)

43+ cos(70°) 14,71
= 55-cos(53°)) (33,10
~155-5in(53°)) 143,92

— (23 -cos(9°)\ (22,72
FG = ) =

23 - sin(9°) 3,60
44 Hoofdstuk 8 Vectoren © Noordhoff Uitgevers bv
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¢c GD=GF +FE+ED =~

—22.72 — 33,10 + 40,41) _ (—15,41)

—3,60—43,92 — 14,71 | {-62,23

|GD | =y(-15,41)* + (-62,23)* =~ 64,1
De lengte van de terugvlucht is ongeveer 64 kilometer.

tan(£G) = gaay dus £G = 14°.

De koers van de terugvlucht is ongeveer 180° + 14° = 194°,

8.3 Zwaartepunten en evenwicht

intro Bekijk de driehoek die boven de x-as ligt. Door de zwaartelijnen in deze driehoek te
tekenen krijg je het zwaartepunt (2, 2), Door ditzelfde te doen met de driehoek die onder
de x-as ligt, krijg je hier het zwaartepunt (2, —2).
Hier precies tussen in ligt dan het zwaartepunt van de vlieger en dat is het punt (0, 2).
Het ligt dus dichter bij Z,.
Ja, het antwoord op de vorige vraag klopt.

16 a Invullen van m,=4enm,=2 geeft 4- AZ =2+ BZ. Rechts en links door 4 en door
BZ delen geeft AZ : BZ=2:4, oftewel AZ:BZ=1:2.
b A z B

o ®

Invullen van m, =4 enm, =10 geeft 4+ AZ =10+ BZ, oftewel AZ: BZ=10:4=5:2.
Daaruit volgt dat 4Z =5 cm.

AZ =5A4AB =5(b —a)=3b—a
T=a+AZ =a+i5-la=17+1p
g0~ g8 =@ Ty
b
A z B
T
b

AZ =3AB =3(b —a)=3b—3a
z =g +AZ = a +zh—sa=5a+3b

[FST

18 2 z=(;“j=%(; ;)=(1++42%):(§)

De codrdinaten van het zwaartepunt Z zijn (5, 3).

10 4 1

- X 5 2 8 7 ﬁ+4.1_§ 5-]_5
b == y 13 9 TS —3 - 6 11 - 8
P e -1 g

13
De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn (5115, 1“153-).
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19

20

21

22

23

021

46

Vectoren

=430 ()

Het zwaartepunt Z - ligt in het punt (4, 2).

2
= a4, 13 B+l 32 o
Z=v—- - = =
o) 2] il+2) 2
1 1
1 3 7 +1+2 3%
- _ 1= 17, 1= _1 1 1
z—§a+§b+gc—§2)+g(2 +§(2) (g 5 (;)endatk]opt.
3

=61\, 4 (4, 10(7
SN

De coordinaten van het Zwaartepunt zZ zun
_1of73) a1, 6(0
30 15 25
(_E"W uf () ()
210 L 24 , 28 _ 15 197 2
Stetetas Vel 3G
De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn (%, 3%).

S +10. 300
110

241+

NJ

8
&3

A B Z (o
X
220 320
= _1of1), 30(3) , 211} _ @"‘60"‘@‘ [ ) _ (53
2_603 603 60 3 _,+ +§g 180 - 3
60 " 60 ' 60 60

De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn dan (S%, 3).
Zie de tekening bij opdracht 21a.

_ -
%c, oftewel z =§

,_.
oo
u;-—-
5“&
\DE-P
ol

Er geldt Z = 3a+ L e c
1

. 3 0 8
Invullen van de gegeven coordmaten geeft (4) = %(0) + 5(0) +

1)

Nt

Er moet dus gelden 3 = 2% + %xc end= -i—yc oftewel * 5% 3 eny,=12,dusx,=leny, =12
De coordinaten van punt C zijn (1, 12).

Er geldt = = % b+zr

um]w

+1
5
. 3 0 8 y
Invullen van de gegeven codrdinaten geeft (4) = %(0) + %(0) + %(‘c,)_
Yy
Er moet dus gelden 3 = 1% + %x,, en 4= %y,, oftewel %xr = 1% en y, = 6% dus x, = 2% en y, = 6%.

De coordinaten van punt R zijn (2%, 6%)

¥
A Z | cC B

c

)
oy
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n o

m

-

U3 a

o

a.

Uh a

o

[= N

De codrdinaten zijn 4(—6, 3) en B(3, 3).
Zie de tekening bij opdracht O2]a.

De plaatsvectoren zijn OA = a =( 3 ), OB =b =( )en oC =¢ =( )
De totale massaism=4+3+1=28.

1
o g6\ L33} L af0y [T -1l
278 5 ) Tels) TEls) Tl e, 2T s
1§+1§+§

De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn dan (—1%, 3).
Zie de tekening bij opdracht O21a.

oD = %B’ + %E (zie opdracht 17a)

Er geldt AZ = %E, omdat het zwaartepunt elke zwaartelijn verdeelt in twee
delen waarvan de lengtes zich verhouden als 2 : 1.

OA + 4D = 0D, dus AD = OD — OA

OZ=0A4A+AZ =04 +%24D =04 +%3(0D - 04)=104 +30D =
La+3(35+10)=1a +15+1 =L@ +5+0)

ErgeldtZ_"1)=%-E+WB-b +-,,,Tc-c,ofteweIZ—>=%E+%E+%?,dushet

m
zwaartepunt Z van de puntmassa’s valt samen met punt Z.

Driehoek ACD is even groot als driechoek 4BC en symmetrisch ten opzichte van
de lijn AC, dus het zwaartepunt Z van de vlieger ligt op de lijn 4C.

— 1{-6\ (12 [0\ [-2+4+0\ [2
Z, == + = + = g g
373o) 3o/ 3le 0+0+2 2
— _ 176 +112 L1 0 _(2+4+0) (2
27310 )73l0) 3-6) lo+0-2] |2

De codrdinaten zijn Z(2, 0).

— 16\ 1 O}, 1[12), 1[0} _ ~13+0+3+0\_(13
fm=alo )46 T4 o) T 4e) lo—1dwo+1l) {0

Nee, het zwaartepunt Z, van de puntmassa’s valt niet samen met het zwaartepunt Z

van de vlieger.

8.4 Inwendig product

intro

24 a
b

e —

F. — — —_ -
Er geldt cos(o) = ?], oftewel |F,| = cos(o) * | F| en ook geldt W= |F,|-|s|.
1

Als W=1-[F|-[5|, dan moet gelden cos(c) =1, dus o = 60°.
. . ocC
In driehoek OAC is cos(o) = oa ™" 0OA =1, dus OC = cos(tv).

In drichoek OAC is OC* + AC* = 0A?, dus AC*= 0A> — OC~.
Invullen van 04 =1 en OC = cos(o) geeft AC> =1 — cos*(qv).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vectoren

OB=0C+ BC,dus BC=0B—-0C

Invullen van OB =1 en OC = cos(o) geeft BC =1 — cos(o).

In driechoek ABCis AB>= AC* + BC™.

Invullen van AC?> =1 — cos* () en BC =1 — cos(ov) geeft AB> =1 — cos*(c) + (1 — cos(e))?
AB*=1—cos¥a) + 1 — 2cos(o) + cos*(cr), dus AB> =2 — 2cos(0)

Invullen van AB = % geeft %g =2 — 2cos(a), oftewel 2cos(or) = % dus cos(o) = 575

e o=74°

25 a

26 a

27

28 a

48

. . ocC
In driehoek OAC is cos(o) = OA en OA =1, dus OC = cos(a).

In drichoek OACis OC2+ AC2= 0A2, dus AC?= 0A* - OC-.

Invullen van OA4 =1 en OC = cos(o) geeft AC> =1 — cos*(qv).

OB=0C+ BC,dus BC=0B—-0C

Invullen van OB =1 en OC = cos(t) geeft BC =1 — cos(a).

In driechoek ABCis AB>= AC* + BC.

Invullen van AC? =1 — cos*(ax) en BC = 1 — cos(av) geeft AB> =1 — cos*(a) + (1 — cos(r))?
AB>=1-cos¥ o) + 1 — 2cos(or) + cos*(or)

AB?>=2 — 2cos(a)

AB=A(b, —a))* + (b, — a,)?

AB* = (b —a))’ + (b, — @)

ABY= b2 —2ab, +a*+ b2 — 2a,b, + a,?

AB2= g2+ a2 ¥ b2 +b2 — 2a.b; — 2a:b,

AB*=1+1-2ab, + ab,)

AB? =2 = 2(a;b; + ayh,)

Uit opgave a en b volgt 2 — 2cos(a) = 2 — 2(a, b, + a,b,)

2cos(a) = 2(a,b; + ayh,)

cos(o) = a\by + asb,

Invullen geeft cos(o) = ‘51 c % + % 4 —% = % - 29—5 = % dus o = 74° en dat klopt.

6| =TT E=\35=5cn [f|=yF T 12 =163 = 13

Z(a,b)=14°

-

a*b=35+4--12=-33

|a|=v32+4=5en|b| =52+ (-12)>=13

cos(Z(a, b)) = 5.3

Z(ap)=121°

.2 =35+ -2-2=11 b Hal L =4-1+5--3=-11
=24 12 5/ \-3

cos(o) = o cos(o) = s S
V13429 V41 -+10

o= 55° o= 123°

=0,5665 ... =-0,5432 ...
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29 a

30 a

31 a

O)-(2)-ravzmrm0 a3 [Y-rron-zommz

[o) -7z en () =vEF 2= sen
2\ =y ET =5 0 _¢
2] -eFer-s [

cos(o) = — =
V53453
o =90° o=153°

P p— -..g...,

Als 4(553) =90°, dan is cos(90°) = f |B'| oftewel 0 = | | i
al: "

dusa 5 =0.
0

Ja, het omgekeerde is ook waar, want als @ -5 =0, dan is cos(£(d,b)) =

oftewel cos(£(a,b)) =0, dus Z(a.b) = 90°.

oo v

De kentallen van drie vectoren loodrecht op (3 zijn bijvoorbeeld:
@ =\_,p %=, |ma=|_,}
De kentallen van drie vectoren loodrecht op b = (_ ) zijn bijvoorbeeld b_; = ( 4)
5= el ={ 1
-4/ \dof
-~ (-1 g 5
De kentallen van drie vectoren loodrecht op ¢ = (_ 5) zijn bijvoorbeeld ¢, = (_ 1)
¢, = > enc, = &
2 1 3 -3 .
. 4 . . —1
De kentallen van drie vectoren loodrecht op d = o) 4in bijvoorbeeld d; =| 4
— {0 — {0
d, = (l)end3 = (7)

De kentallen van drie vectoren loodrecht op ¢ = (_ 4

e =|_plene = g5 )

| e @ =
Tl

(‘2).( 3)=_2-3+ ~2+ =3=0,dus ZC = 90°.

— (43
zijn bijvoorbeeld ¢, = ( 17)

ac- (g_); 5= (]
o) (3] =2rseze -

[t 3]

8
cos(LA)=———F—=—==0,5547...

V8 -26
ZA=56°
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32 a

Vectoren

o
B

=

cos(£Q) =

(1]

20
————=0,7071 ...
120 + /40
£0 =45°

ZR=180° —90° — 45° =45°
T 60 Pl 12
=24 30

60 12
. = . + — . = = 0‘
(_24) (30) 60-12+—-24-30=0,dus £4 =90

Bi="P|enBC =)
24 48
(‘60) . (‘33) = —60-—33+ 2448 = 3132

=60

=(—33)2 + 482 =4/3393

)‘ =+(—60)% + 242 =\4176 en

24 48
=33
24 48
3132

cos(£B) = =0,8320...

\4176+43393

ZB=34°

c—B’:(”)en@’:(‘”)

6

33\ (-15
. = - + — b= —
(_48) ( 6) 33 —15+—48+6=—783

‘ _3:;)‘ =+332 + (—48)2 =43393 en (_165) =\J(—15)2+ 6= m
—783
cos(£L(C) = ————==—0,8320...
(<©) 43393 4261

£C = 146°

Z£D =360° — 90° — 34° — 146° = 90°

— 27\ o [48

AC = BD =
=[]

27\ [-48
. = . =48 + . =
(2 ) ( s ) 27--48+24-54=0

Ja, de diagonalen AC en BD staan loodrecht op elkaar.
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028 a m’-@':(g)-(;):s-uz-s:lz
|W\=\}62+22:@en\aﬁ)\=m:m

12
cos(o) = m =0,6
o= 53°

IR

031

(o)== en | &) = e ar =2

cos(o) =

4
4
. BT
V50 432
o= 127°

() e

() =z =i 5] = v = e

COS(&)=ﬁ= 0,0554 ...

o= 87°

[4)-(2)-e-15+ -6-10-0

‘ _46) FTC6F=yTen (ig)‘:m:\[ﬁ
0

cos(oc)——ﬁ_\[ﬁ—o

=90°

ol
0) (4

. =0+4+5+ —3=—
(5) (_3)045 3=-15

‘((5))‘ =5Sen (_43)‘ =+ (=32 =425=5
-15
cos(o) = 5.5 -0,6
o= 127°
AB—(I)enAC—(4)
AB - AC = f)-(_j):s ~3+1-4=-11
|4B| =52+ 12=126
[AC|=(3)7 +42=425=5
—-11

cos(LA)=——=-04314

(£4) V%65
ZA=116°
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8 Vectoren

U5 a De oppervlakte kun je met inlijsten berekenen door de oppervlakte van een rechthoek

van 8 hokjes bij 6 hokjes te berekenen.
Hier moet je dan 4 driehoeken en 2 rechthoeken van aftrekken om de oppervlakte
van het parallellogram te krijgen.
opperviakte =8 X 6 —2x1x6x1-2x2x1-2x1x2x5
opperviakte =48 — 6 — 4 — 10 =28

b oppervlakte=(a1+b1)(a2+b2)—2><%><a1 Xay,—2%xb % c12—2><%><b1 X b,
opperviakte = aya, + a\b, + a,b, + b,b, — aya, — 2a,b, — b b,
oppervlakte = a,b, — a,b,

¢ Er geldt opperviakte = basis X hoogte, dus opperviakte = \Z\ < h.

h —
Verder geldt sin(o) = A oftewel & = |b| - sin(o).

Invullen geeft opperviakte = |25| . \B\ * sin(or).
d |a|-[B|-sin(o) = a;h, — ash,

. _ a,by — asb,
sin0) = “lal-B]
b, —a,b
sin(o) = i B

\l“-'l2 + “22\1512 + by?

8.5 Vectorvoorstelling van een lijn

intro Het jacht gaat door de punten (2, 2) bij Medemblik en (3, 5) bij de boei, en verder door de
punten (4, 8), (5, 11) en (6, 14) bij de Afsluitdijk.
Het jacht bereikt de Afsluitdijk om 16 uur.
Als het jacht 1 naar rechts gaat, dan gaat het 3 omhoog. Als het jacht 75 naar rechts gaat,
dan gaat het 225 omhoog. Vanuit het punt (2, 2) komt het jacht dan in het punt (77, 227).
Nee, het jacht bereikt het punt (77, 225) nooit.

21
33 a In l% uur fietst Anton van (2, 1) naar (23, 13), daarbij hoort de vector ( ) 2).

21\ _ (33
Bij een kwartier fietsen hoort de vector %( 12) = ( 22 )

X
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

2 33\ _[2
b Alst=0,danis (x) = ( 1) +0- ( 22) = ( 1) en dat is het startpunt. Bij een kwartier fietsen hoort
J’
1

35 .. . 5 . . .
de vector 22 en bij ¢ kwartier fietsen hoort de vector ¢ - 22 , dus na ¢ kwartier fietsen is Anton in het

=0+ 3)
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34 a

35 a

36 a

Bij 1 uur en 15 minuten hoort ¢ = 5.

x\_ (2 31\ (191
= + 5 2 = 2 L
Invullen geeft (V) ( 1) 5 ( 5 ) ( 1 )

Na 1 uur en 15 minuten is hij in het punt 191, 11).

b
y

7

6
\

? I

2

1

X

-4 3210 1 2 3 45 6 1 8

=1 !

wvesolJ-2)+43)-6)

Bij u= 5 hoort het punt (—7. 24).
“ 1. |X 3 1 =2 8
= =)= = + — D= =

e

Biju= —2% hoort het punt (8, —13%)
% 3 2 1

= =+ ]_ =

A -1 5 4

9 3 -2
Invullen van het punt (=9, 16) in de vectorvoorstelling van de lijn geeft (—16) = (_1) +u ( )

Je krijgt het punt (1. 4) als u = 1, want

5
oftewel ( ) ( 37 2u )
1+ 5u
=3- Zu 2u= _
Er moet gelden { 16 = oftewel { 5= 15 dusp=-3.

33 3 =2
Invullen van het punt (—33, 90) in de vectorvoorstelling van de lijn geeft ( i ) (_1) + p_( 2 )
=33 3-2u
oftewel =
90 -1+5u
-33=3-2u 2p=36d p=18
90=—1+5u Su=91"" |p=18!

Dit geeft twee verschillende waarden voor p en dat kan niet.
Het punt (—33, 90) ligt niet op /.

Er moet gelden { oftewel {

31 3 -2
Invullen van het punt (31, p) in de vectorvoorstelling van de lijn geeft (p ) = (_1) +u ( )

5
(3—2]1

31
oftewel(p = 1)

Er moet gelden 31=3-2u Gl 2p=-28 i p=-14
P =l #0n p=—1+5u

Invullen van p=—14 geeft p=—-1+5- — 14 =-T71.

— (8
Neem als steunvector bijvoorbeeld OP = (_ 2).
= 18 &\ (10
A Y W
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37 a

38 a

3% a

54

10 2 2
Er geldt ( =5 ) en omdat (l dezelfde richting aangeeft is dat ook een richtingsvector

5 1
van de lijn door de punten P en Q. ’ g 10
Een vectorvoorstelling van de lijn door de punten Pen Q is ( ) = ( ) + 7\.( ) of
v

x\ (8 2 Ta .
= + A |
¥ o2 1
Een steunvector is 04 = 9 en een richtingsvector is AB = 2171 = _7)
|
-7/

Een steunvector is OC =( 5 )en een richtingsvector is CD = ( 17) ( 5 ) ( ) 4. ( 3)

8 2
= +
u ) 2) of bijvoorbeeid( ) ( ) p(3)

Fen st torisOF =(_ > ichti toris FF = 10> 360
en steunvector 1§ = 2020 €n een richtingsvector 1s — 1540 2020 —480

: -5
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( g ) + A
y

-4
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( . ) +
¥

- )
o)

5 360 5
Een vectorvoorstelling van de lijn is ()i) = ( ) + v( ) of bijvoorbeeld ( ) (
) y

2020) * | -480 2020
NBl=124 -7-3=-10
-7) 3

-19

cos(o) = \f‘ \[_

=~ 138°
De hoek tussen de lijnen ABen CD is 180° — 138° =42°,

(i)'(—1)=2-3+3. = e

o= =l )

-6
cos(o) = ——=—0,3328...
()= Y135

o= 109°
De hoek tussen de lijnen CD en EFis 180° — 109° = 71°.

—0,7452..

— P a7 =35 = 5

= o] — 8 -1 9 3
Een steunvector is OA4 = ( 5 ) en een richtingsvector is AB = (_1) - ( 5 ) = (—6) =3 _2).
3
-2

Een richtingsvector is (3), want dat is een richtingsvector die loodrecht op lijn 4B staat, omdat

() (3] 25vs: 20

. SR 2
Een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit O is (x) = k( )
N

-1
Een vectorvoorstelling van de lijn is (x) = ( 2 ) + A
N
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staat daar loodrecht op.

— 8 1
c OB= (_l)en de vector (8

Een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit 4 is (x) = (_ ) +u
V

— (=1 3
04 = ( 5 ) en de vector I staat daar loodrecht op.

Een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit B is (Y) =
¥

8 +v5
=1 1

dus A = —1. Ja, de hoogtelijn uit

2=2)

d Als ( ) = 7&(3) dan moet gelden {_3 -

=3
O gaat door het punt (=2, —3).
—2 -1 1 -2=-1+ =-1
Als (_3) = ( s ) +1u 8) dan moet gelden {_3 L SE oftewel {SP; __g
dus p = —1. Ja, de hoogtelijn uit 4 gaat door het punt (=2, —3).

L =) = + ==
Als(_i):(_gl)"'\’f 2=8+5v Sv 10

—F=—l4y NE—2
dus v =-2. Ja, de hoogtelijn uit B gaat ook door het punt (-2, —3).

) dan moet gelden { oftewel {

40 Voor het snijpunt met de x-as geldt y = 0 en dat invullen geeft 7 + 2¢ = 0 oftewel 2t = -7,
dust= —3%. Dat invullen geeft x =2 -3 — 3% = 12%
De codrdinaten van het snijpunt van / met de x-as zijn (12%, 0).
Voor het snijpunt met de y-as geldt x = 0 en dat invullen geeft 2 — 37 = 0 oftewel 3t = 2,
dusi= % Dat invullen geeft y=7+2- % = 8%
De codrdinaten van het snijpunt van / met de y-as zijn (0, 8%)

— — (18 -3 21 7
41 a Een steunvector is OK =( ) ) en een richtingsvector is KL = ( 7 ) - ( i ) = ( p ) =3- (2)
7
o)

74 -3 7 74=-3+7TA =177
= -
b Als (23) ( ) ) 7\.(2) dan moet gelden { =1+ oftewel {21 —

dus A =11. Ja, punt M ligt op de lijn KL.

-3

Een vectorvoorstelling van de lijn door K en L is ():) = ( |

)+x

: -3 5
¢ Een vectorvoorstelling van de lijn door 4 en B is (Y) = ( ) + p( )
X

5 4
42 -3 5 42 =-3+5u Su=4
= =+ =0,
Als (41) (5) p.(4)danmoet gelden{ 41=5+4y oftewel {4;).:36 duspu=9
Ja, de punten A, Ben C liggen op één lijn.
Of:
— (7 -3 10 5\ — (42 -3 45 5
=) (5)=(5) =2 7= () 5) =o)L
— (42 7 35 5
BC = — = =7-
()= ()= as)- ()

. —_— = = . 5
De drie vectoren AB, AC en BC zijn een veelvoud van de richtingsvector ( 4), dus
de punten A4, Ben C liggen op één lijn.
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034 a b

2
\ 1

10 29 -8 -7 —6 -5 -I~3_-2

><\ X

E
1
I~

o

o)

*ny
(1]
+
[

ks
b S
| I !
B w

< LA

d Zie lijn m in de tekening bij opdracht O34ab.

SIR R

e 45 s 3
b Devector p = ( 6) staat loodrecht op r, want ( 6) - (

2

6

):5-6+6- -5=0.
-5

5
¢ Een vectorvoorstelling van de lijn door O die loodrecht op lijn / staat is Y= l( )

Ub a [OB|=+3*+4=25=5

b De coérdinaten van punt E zijn (5, 0).

[R—— B ——— —_ 5
De bissectrice van hoek BOE gaat door het punt 1X(8, 4), want OD = OF + OB = 0 +

2
Een vectorvorstelling van de bissectrice van hoek BOE is (x) = l( 1)‘
¥

¢ OD - OB =

8)-(3):8-3+4-4:40
4/ \4

|OD| =82+ 42=+80en |OB| =32+ 4 =25=5

cos(£(OD ,0B)) =
{80+ 5
OD - OE =

).(°)=8-5+4-0=40
4) \o

|OD| =82+ 42=+80en |[OE| =5

cos(£(OD ,0OF)) =
\80-5

Er geldt dat cos(£(0OD,0B)) = = cos(£(0OD ,0F)), dus Z(OD ,0B) = Z(OD ,OF).

40
\80 -5
d w=(f)en|ﬁg=m=m

ﬁ:(;‘)en PR | =T+ 7 =65

Voor de bissectrice van hoek P moet je een punt S op PQ kiezen zodat |PS|= |ﬁ€|

—_— 8
Er geldt 4260 = \ﬁ . \/@ = 2\[@, dus kies punt S zodat PS = ( 1).

(3-() [2)fi)nt)- () )

PS+PR= ( 1
56 Hoofdstuk 8 Vectoren © Noordhoff Uitgevers bv
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. - s - -
Voor de bissectrice van de hoek tussen de plaatsvectoren ¢ en » moet je er voor

- -

7 i a
zorgen dat de bijbehorende vectoren even lang zijn. Voor de vectoren ﬁ en — geldt
—_ —_ a

: 5|
—i— len mi— 1.
ja] B _
De bissectrice van de hoek tussen de plaatsvectoren a en b heeft de
_r a b
vectorvorstelling v = l(: +—.
jal [P

Vectorvoorstelling en vergelijking

intro

42 a

43 a

44 a

de vergelijking x — 2y = 6 hoort bij (x) =
y

-6 -4
de vergelijking x + 2y = —6 hoort bij ():) = ( 5 ) + l( 5 ),
- . [x 6 2
de vergelijking x + 2y = 6 hoort bij , = i + A 1 en
-6 2
de vergelijking x — 2y = —6 hoort bij (x) = ( 0 ) + k(l).
y

2
De richtingsvector van lijn / is ( 5), dus de richtingscoéfficiént is % = 2%.

De vergelijking is van de vorm y = Z%x +b.

Invullen van x =1 en y= -3 geeft -3 = 2% 1+h,dush= —5%.
De vergelijking is y = 2%x - 5%, oftewel 2y =5x—11,0f 5x —2y=11.

5
De vector (_

2) en de richtingsvector (‘;’) van / staan loodrecht op elkaar.

Er geldt 04 +AX=0X,dusAX=0X—OA=(x)—( ):(x )
v

3 y—3

7o Ax =0geett| - [T =0

n - =0 gee . =
B 2 y=3

-l-(x+3)+2:-(y—-3)=0
—-x=3+2y-6=0
—x+2y—-9=0
x—2y=-9

—

2 oy in %
n, = (3) dus een vergelijking van de lijn is 2x + 3y =c¢.

Invullen van x=2en y=9geeft 2:-2+3+:9=¢, dus ¢ =31.
Een vergelijking van de lijn is 2x + 3y = 31.

Er geldt (x) = (1 3 oftewel (x) = (1) + t(3).
y v/ 3 5

3+ 5¢
, dus een vergelijking van de lijn is 5x — 3y =c.

Invullen van x=1en y=3 geeft 5+ 1 —-3:3=¢,dus c = —4.
Een vergelijking van de lijn is 5x — 3y = —4.
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46 a

47

48 a

58

Vectoren

=

A
X
10l 12 3 4 5 6 7 B9

De middelloodlijn van lijnstuk OB staat loodrecht op OB, dus de normaalvector van
My 18 OB.
Een vergelijking van m,is 3x + 6y = c.

Invullen van x = 1% en y=3 geeft 3+ 1%+ 6-3=cdusc =22%.

Een vergelijking van m,, is 3x + 6y = 22% of x+2y= 7%.
Een vergelijking van m,, , is x = 4.
Invullen van x =4 in m,, geeft 3-4 + 6y = 22% oftewel 12 + 6y = 22% dus 6y = 10%

eny= 1%. De coordinaten van M zijn (4, 1%).

—_— 5
AB = ( 6 ) dus een vergelijking van m 4, is —5x + 6y = c.

Invullen van x = 5% en y = 3 geeft —5- 5% +6:-3=c,dusc= —9%,.
Een vergelijking van m ;, is =5x + 6y = —9%.

Invullen van x =4 en y = I% geeft =54+6- 1% = —9% oftewel —20 + 10% = —9% en dat klopt, dus
M ligt ook op m .

=)~ [ )~ ons ()3

— == _ (10} (-6
o= (3)

s S -4 9
P = — =
De lijn die loodrecht staat op lijnstuk PQ is van de vorm 9x + 7y = c.

Invullen van x =—len y =13 geeft 9+ —1+ 713 =¢, dus ¢ = 82.
Een vergelijking van de lijn door punt S die loodrecht staat op lijnstuk PQis 9x + 7y = 82.

2] 7 s
De hoogtelijn staat loodrecht op BC en is van de vorm —6x — 5y = ¢.

Invullen van x =4 en y=0 geeft -6-4—-5-0=¢, dus ¢ = —24.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit 4 is —6x — 5y = —24.

7 2 7 =2
Er geldt ( 2) . (_7) =0en 2) 5 ( 7 ) = 0, dus beide zijn te kiezen als richtingsvector van k.

Invullen van x =0en y =2 geeft 7- 0+ 2 - 2 = 4 en dat klopt.

0) 2 _27).

10- —6+15-4=0,dus PR L OS

Een vectorvoorstelling van k is (x) = ( N
N
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(2).(5):2.5+1.0=10

1 0

=5

f)‘:m:ﬁm

-5 -

10
cos(£(0S,04)) = E = \5

(2).(6):2.6+1.8=20

1 8
- m -7

——— 20 2
cos(Z(0S,0B))=

510 5

Er geldt cos(é(ﬁ,ﬁ)) = cos(é(ﬁ,ﬁ)), dus / maakt gelijke hoeken met de lijnen O4 en OB.

2
De richtingsvector van [/ is ( ), dus de normaalvector van /s ( ) en een vergelijking van /s
van de vorm x — 2y = c.
Invullen van x =0en y=0geeft 0 —2-0=¢,dus ¢ =0.

Een vergelijking van /is x — 2y = 0.
. 1
Er geldt AB = (8)’ dus een vergelijking van m is van de vorm 8x — y = ¢.

Invullen van x =5en y =0 geeft 8+ 5— 0= ¢, dus ¢ = 40.
Een vergelijking van m is 8x — y = 40.
Een vergelijking van /is x — 2y = 0, oftewel x = 2y.
Invullen in de vergelijking van m geeft 8 - 2y — y = 40 oftewel 15y =40, dus y = 2%.
Invullen in x =2y geeft x =2+ 2% = 5%.
De coérdinaten van het snijpunt S van / en m zijn (5%,2%)
5 5% _% 1 1 — 6 5% % 2 1
o)L= 5] = o)== )] -[) le
3 3 3 3

Er geldt dat SA de lengte van de vector SA is en dat SB de lengte van de vector SB 1s, dus

o) )2

|O0A4|=5en|OB] =10,dus 0OA: OB=5:10=1:2.
Maar dan geldt S4 : SB=0A : OB.

S4 =

SA:SB=1
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045 a

049 a

8l

60

Vectoren

—%+9 240
2 72

=(1,1).

De codrdinaten van het midden M van zijn (

De middelloodlijn van lijnstuk PQ staat loodrecht op PO, dus de normaalvector van m ro is PO.

. 8
PO = (_2), dus een vergelijking van Mpg is8x—2y=c.

Invullen van x=1en y=1geeft8-1—-2+1=¢,dusc=6.
Een vergelijking van Mpo is8x—2y=6,0of dx —y=3.

Invullen vanx =2 geeft 6+ 2 — 11y =1, oftewel 12— 11y =1, dus y=1.

— 6
i T

Een richtingsvector van / is
X 2 11
: = +
L=
X 1 3
ke = + Al
(y) ) (—4)

1

6l

X 0 1 -3 0
! = —+ = +
iy =)ol i) =(5) 4
y=%x—l
3y=2x-3
2x—3y=3
0

1

—>_]—> — —»_
7 =gl@ +h +e) =3

0+10+2
0+0+12
De lijn x = 2 is de hoogtelijn uit C.

= (i), dus de codrdinaten van Z zijn (4, 4).

— [-8
Er geldt BC = ( 12) dus een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit A4 is

LAs)

R — 2
Er geldt AC = (1 2), dus een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit B is

)= () ()

Voor het snijpunt van de hoogtelijn uit C en de hoogtelijn uit 4 geldt x =2

3 12
en(t)=7h(8 ) Er geldt 124 =2, dus?L=%eny=%-8= 1%.
Y
Voor het snijpunt van de hoogtelijn uit C en de hoogtelijn uit B geldt x =2 en

10\ (12
(;) = ( . ) + 7“(—2)' Er geldt 10 + 12 = 2, oftewel 121 = —8, dus

. =_2. =1l
A=—35eny=-5--2=13.

De coordinaten van het hoogtepunt H zijn (2, 1%) en de hoogtelijnen van A4ABC
gaan door &n punt.
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¢ De lijn x = 5 is de middelloodlijn van lijnstuk 4B.

— 8 . . . .
Er geldt BC = 1 en het midden van lijnstuk BC is (6. 6), dus een vectorvoorstelling

van de middelloodlijn van BC is (x) = (2) + 1( 182 )
Y

en het midden van lijnstuk 4C is (1, 6). dus een vectorvoorstelling

x 1 12
= + .
Voor het snijpunt van de middelloodlijn van lijnstuk 4B en de middelloodlijn van lijnstuk

X 6 12
= = —+
BC geldt x=5en (y) (6) A g

— (2
Er geldt AC = (12

van de middelloodlijn van AC is

.Ergeldt 6 + 124 =5, oftewel 12A=—1,dus A = —% en

- l ,g_sl
y=6-1;-8=53.

Voor het snijpunt van de middelloodlijn van lijnstuk 4B en de middelloodlijn van lijnstuk

ACgeldt x=35en (x) = (1
y

6) + x(i) Er geldt 1 + 121 =5, oftewel 124 =4, dus A =}

— 1 _ <l
en.y =6 +5~-2=353.

De coordinaten van het snijpunt M van de middelloodlijnen zijn (5, 5%) en de middelloodlijnen
van AABC gaan door é&n punt.

— {2 4 =2 — [4 5 -1
o[- 3me(-5)-o

CE R

2 1
&) -l

8.7 Gemengde opdrachten

) enbh = ( ) = —3(_ 3), dus de vectoren ¢ en b hebben een tegengestelde richting.

b pg= ( ‘ ) : (_25) =6+ —25+15+10=0, dus de vectoren p en ¢ staan loodrecht op elkaar.

enw = ( ) = 3( 8)’ dus de vectoren v en w hebben niet dezelfde of een tegengestelde richting.

3 — —_—
. ( s 4) =1+3+—-8-24=-189, de vectoren v en w staan ook niet loodrecht op

elkaar. Dus geen van de drie mogelijkheden.

25 0 0 0 0 5
d ¢= (_ 3) = —3( 1) en /= ( 7) = 7( 1), dus de vectoren ¢ en f hebben een tegengestelde richting.

52 a Ergeldtﬁ=(5)—(

1 4
6 ) = (_ 8) dus een vectorvoorstelling van lijn AB is

2

b 2 -8
-2\ (1 4 —2=1+4L 4.=-3 g
Als( 8)_(2)+x(—8)’ danmoetgelden{ 8=7 8 oftewel{gkz_6 dus h=—.

Ja, punt Cligt op de lijn 4B.
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Vectoren

— 1 -5 6y — — (6 4
— —_ == . = . = . + « —Q = —
b Er geldt DA (2) (_2) (4) en DA + AB (4) (—8) 6:4+4--8 8, dus

lijn DA staat niet loodrecht op de lijn AB.

(] (3

Als@-m=0,danmoetgelden8-6+(q+2)-4:00ftewe148+4q+8=0
dus4g=-56en g=-14.

¢ 5B (L

. = . =—10+ =7 4+4- =
BD + BC (4) (14) 10 T7+4-14=126
‘ ‘ﬂ‘—m—men( )

126

cos(Z(BD ,BC)) = 0,7474 ..

V16245

Z(BD ,BC)=~42°

53 a Als p=4eng=-2,danis D(4, -2).

1_1,1 3
- xz_1—2 ]_1 12 1 4 __5_4+2+1 4
2= )T A o A o) Tl A ) T s 1T
Yz —+t3ti—3) 3
De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn (% %)
2 6 2 4
Y A WY e AT A Y V- (o it tior| [ iop
b z= 1 +E +E +E =
-1 3 3 q __.1._+i+9+ .1.2.+
10 109 104

A

— 4 _
, EP =0 107~ "0 1
Het zwaartepunt is O(0, 0). dus moet gelden oftewel dus p=—-3eng=-3.

54 a
-10 1 2 3 5 7 8 9 101 12X
- d I
=7 53
-3
— (6 (3} _[3
b PO =||-|,|=(; en |[PQ| =32 +4=25=5

o
() (2) ( )en@i=m:@

<))

Ja, de punten P, O, R en S zijn de hoekpunten van een ruit als S(11, 6), want dan
is PO = PR =5 en zijn alle zijden even lang.

en \PR\
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¢ Als S(1, 6) dan zijn PQ en RS de diagonalen.

3

2 3
De vectorvoorstelling van PQ is (Y) = ( ) + A 4
2

2

)en de

. . v 8 =7
vectorvoorstelling van RS is dan (x) = (2) + 7L( 4 )
Y
Een vergelijking van PQ is van de vorm 4x — 3y = ¢. Invullen van x =3 en y = 2 geeft
4+3—-3-2=¢,dusc=6. Een vergelijking van PQis 4x — 3y = 6.
Een vergelijking van RS is dan van de vorm 4x + 7y = ¢. Invullen van x = 8 en y = 2 geeft
4-8+7-2=c,dus c=46. Een vergelijking van RS is dan 4x + 7y = 46.

Als 8(11, 6) dan zijn OR en PS de diagonalen.
De vectorvoorstelling van QR is (Y) = (2) + l( ; 4) en de
S -

3 3 8
vectorvoorstelling van PS is dan (Y) = (2) + l(4).
b

Een vergelijking van QR is van de vorm 4x + 2y = ¢. Invullen van x =6en y =6

geeft4:6+ 2+ 6=c, dus c = 36. Een vergelijking van QR is 4x + 2y = 36 of 2x + y = 18.

Een vergelijking van PS is dan van de vorm 4x — 8y = ¢. Invullen van x =3 en y =2

geeft 43— 82 =¢, dus ¢ = —4. Een vergelijking van PSisdan4x —8y=—4of x —2y=—1.

Als S(5, —2) dan zijn PR en QS de diagonalen.

2
L)

Een vergelijking van PR is van de vorm y = ¢. Invullen van x =3 en y =2 geeft ¢ = 2.
Een vergelijking van PR is y = 2.

De vectorvoorstelling van PR is en de

vectorvoorstelling van QS is dan (

)+a,

Een vergelijking van QS is dan van de vorm 8x — y = ¢. Invullen van x = 6 en y = 6 geeft
8+6—6=c,dus c=42. Een vergelijking van Q.5 is dan 8x — y = 42.

— |1
55 a FErgeldt OB = (4), dus de hoogtelijn uit A is van de vorm x + 4y = c.

Invullen van x=7en y=1geeft 7+4-1 =¢,dusc=11.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit 4 is x + 4y = 11.

— (7
Er geldt 04 = (I)’ dus de hoogtelijn uit B is van de vorm 7x + y = c.

Invullen van x =len y=4 geeft 7+ 1 +4=¢,dusc=11.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit Bis 7x + y =11.

— (-6 v g
Er geldt AB = ( 3 ) dus de hoogtelijn uit O is van de vorm —6x + 3y = c.

Invullen van x =0en y=0geeft —6:-0+3-0=¢, dus c=0.
Een vergelijking van de hoogtelijn uit O is —6x + 3y =0of —2x+ y =0.
b Voor het snijpunt moet gelden 7x + v =11 en —2x + y = 0, oftewel y = 2x.
Invullen van y =2xin 7x + y =11 geeft 7x + 2x = 11, oftewel 9x =11, dus x = 1%.
Invullen in y = 2x geeft y=2- 1% = 2%. De codrdinaten van het snijpunt S van de hoogtelijnen

uit O en B zijn (1%,2%).
¢ Invullen van x = 1% eny= 2;1 in x + 4y =11 geeft 1% +4- 2;1 =11, oftewel I% + 9% =11 en dat

klopt, dus § ligt ook op de hoogtelijn uit 4.
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8 Vectoren

« @i

AB + 40 = ) ( )=—6°—7+3°—1=39
‘ _36) =6y + 3= A3 en (:Z) =77+ 17 =50

39
cos(LA)=————=10.,8221 ...
(«4) \45 -4/50

LA =35°

Onderzoeksopdrachten

56 a De somvector van de twee naar boven gerichte krachten is kleiner dan de
naar beneden gerichte vector, dus in de getekende situatie zakt B omlaag.

4] ]

b Als B stil hangt, dan is de somvector van de twee naar boven gerichte
vectoren tegengesteld aan de naar beneden gerichte vector.
In de hierboven getekende driechoek BDE isdan BE=20 Nen BD =15 N.
cos(£DBE) =53
ZDBE=414096 ...°
De hoek die de touwen bij B met elkaar maken is dan 2 X 41,4096 ... ° = 83°.

57 a De coérdinaten van M zijn (2, 0), van D (3, 5) en van E (-1, 3).

Wi =())-(2)- (;l)in E”: §-(3)-C)

Ergeldtm -ﬁ=( 5 ) 3 (2)=—1-4+2-2=0,dusdelijnenMAenEDstaan

loodrecht op elkaar.

> =)L)l )

AD staat loodrecht op AB us AD = 4 3
-p+4
OA = ‘: en AE staat loodrecht op ﬁ, dus AE = ;q :

— q —-q 2q
ED = = =
(—p+4) (p) (—2p+4

Er geldt MA - ED = (pq2) ( .

=@P-=2+2q+q (-2p+4) = 2pq—49—2pq+4q=0,
=2p+4

dus voor iedere waarde van p en ¢ staan de lijnen MA en ED loodrecht op elkaar.
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Samenvatting

S1
S2 a W+@:(_; +(; :(;)en
A, -6 7 -42 42 0
+ p— + — + =
72602 =13+ )= ) )= (s
b |OP +00|=+12+9>=+82en|70P +600| = 56
S3 a E-B:(i)-(_j’):y—sﬂ-s:—s
2\ (178 . 2\ (174
. = . -4+ — . = .
b Ergeidt(_s) ( 7) 2= 175 5-7=0,dus _S)J_( 5
.. 3 .. 1
S4 a bijvoorbeeld 5 b bijvoorbeeld .
SH a | | =
L q
q-p
b zijde |kwadraat
p|=4 16
4| =3 9+
‘p +q‘: 25
P +4|=+25=>5
_4l

— — . =24+ 15 -9

1 1 1
(IP:—(I4+(IB = = = = =

=8 2 ) 2(—12+—3) 2(—15)

i ) dus de codrdinaten van
_7_
2

punt P zijn (—4%, —7%).

00 =3(0B + 0C) =3 ) = ( 2 ) dus de codrdinaten van punt

-3+5 2 1

15+0 1 15
—2

0 zijn (75,1).

Q
p N
+
S
\E
1]

Nl—

-12+5 —

—244+0 —-24 =<2
( ) = %( ) = ( 1 ) dus de coérdinaten van punt
2

+1+

EXES

=

1
*§

- X 1 _]. 2 3 a 2 ll
S7 z=|"7)=¢ yal 4 =3 | dus de codrdinaten
v 8l 2) T el1) T 8ls 3

van het zwaartepunt zijn (1%, 3).

P

(=]
ALk o~ N

2,2
5§76 "

|

@ Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 8 Vectoren

65



8 Vectoren

S8 m’-m?=(_7)-(i)=—7-1+1-1=—6

|
|0A4| =(=72 + 12=~50en [OB| =12+ 12=42
cos(£(0A .0B)) = 5 b8

V50 42
Z(0A,0B)~127°

" L= 5 s
g9 Een steunvector van de lijn ABis OA = 0 en een richtingsvector

VR

5 8
Een vectorvoorstelling van de lijn AB is Y= 0 + A 5 of bijvoorbeeld
y

b= (e

. .= (3 e .
Een steunvector van de lijn BCis OB = ) en een richtingsvector is

A E

3 2
Een vectorvoorstelling van de lijn BC'is x) = + p( 4 ) of bijvoorbeeld
Y

-2} |

. L= 5 s .
Een steunvector van de lijn 4Cis 04 = 0 en een richtingsvector is

w32+

=5 6 —5 1
Een vectorvoorstelling van de lijn AC is (i) = ( ) + v( 6) of bijvoorbeeld (x) = ( 0 ) + v( )
i

_—

isAB =

0 1
. — (3 L . |5 .
S10 a FEen normaalvector van /is n; = s) dus een richtingsvector van /is | 1) (—1,1)iseen

: L)

11
b n, = (_10), dus een vergelijking van lijn m21s [ 1x — 10y = .

m

willekeurig punt van /, dus een vectorvoorstelling van / is

Invullen van x=7en y=—1 geeft 11+ 7—10+ —1=¢, dus ¢ = &7.
Een vergelijjking van lijn m is 11x — 10y = 87.
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Test jezelf

T1 a

T3 a

Th a

T5 a

b ¢

= = & = = = - =
Pome S o= ) -7 = 3)- (o)
[V +3w| =202+ (—21)2 =841 =29 en |27 — w|=2

6 -14 —14
= 3( ) = ( ), dus de vector evenwijdig aan de x-as is ( 0 ) en

-6 12

- — 2
2y — 3w = 2(_3

_ . {0
de vector evenwijdig aan de y-as is ( ) 2).

A 4 B
6 e
Invullen van m, =9 enmy =3 geeft 9+ AZ =3+ BZ, oftewel BZ =3+ AZ. Invullen

in AB=AZ+ BZ geeft 8= AZ + 3+ AZ, oftewel 4+ AZ =8, dus AZ=2cm
en BZ = 6 cm. Zie de tekening bij opdracht T3a.

30 , 60 30
~ () _s(6), 10[6), 20 O}, 1s(-2\_[ 050 "0 5 _0
S P T T50l5) TS50l _y) T0| o) T 30 80, 150 |
Y 0 3 4 10 0+§6_36+ 2

50

De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn (0, 2).

15 1
o {2\ s {6\ 10(6\ 1s(p ~L4 g 145
4 0+1+35¢ l4zg
1+ip=2 p=1
Er moet gelden i oftewel i dus p=2eng=-2.
1+Eq=0 Eq:—l

De codérdinaten van punt E zijn (2,—2).

- (4or-eias

-1

E:(I
4

)= (03)= (2] enle1 = == 2410
() 0o -5

-1
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8 Vectoren

b Z’E-E=(z)-("6")=7-2+1-6=20

20
COS(ZA)=m=O,4472... ,dus £4 = 63°
Eq’-B_c’:(:Z)-(_:):—% —5+ —1:5=30

30 .
COS(ZB)ZWZO,ﬁ,duS ZB=353
ﬂ-@'=(:2)-(_55)=—2-5+ —6:—5=20

20
cos8(LC)=——==10,4472... ,dus LC=63°
L6 v40 ++/50

x5 v -
16 a n,= (4), dus een vergelijking van de lijn is van de vorm 5x + 4y = c.

Invullen van x =—4en y=3 geeft 5- -4 +4-3=¢, dusc=-8.
Een vergelijking van /is 5x + 4y = —8.

X 1—5¢ BY 1 =5
= = + :
b Er geldt (v) ( + 8 oftewel (V) ( 2) t( g )

8 3 i
n_ = (5 dus een vergelijking van de lijn is 8x + Sy = c.

m

Invullen van x=len y=2 geeft 8- 1+5-2=¢ dusc=18.
Een vergelijking van mis 8x + 5y = 18.

7 o

b y=-5v—4 d k:(f)=(604)+m(?)
S5x+y=—4 4
% 0 1
m.(y)_ ° +x(_5)

18 a Invullen van v = 0 geeft 8 — 21 = 0, oftewel 2¢ = 8, dus 7 = 4.
Invullen van t =4 geeft x= -3 —-5-4=-23.

De codrdinaten van het snijpunt met de x-as zijn (=23, 0).

Invullen van x =0 geeft —3 — 5t =0, oftewel 5t = -3, dus = —%.

Invullen van ¢ = —% geeft y=8—-2- —% = 9%.
De coordinaten van het snijpunt met de y-as zijn (0, 9%)

: m()(lz)l(;)
()G
19 8 (020 = HL2d) 44 35 = ofs 1) K25 = &L

3
75 =]~ L|= Neasw=(2)-(%)=(2 dus PQ = SR
1) \-28) \3% 4 NARETS
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b PS=

710 a

P2 1)) = )~ ) =[5} cus PE - 2
)5 2R =a) ()5} owrs -2

PG| = {42 + (33)" = 28% en [PS| = y[[-aL) + 32 = {29}

De zijden zijn twee aan twee evenwijdig, maar ze zijn niet alle vier even lang, dus

b=

vierhoek PQORS is een parallellogram.

e

cos(Z(m,x - as)) = = =

() ()—2 3+1-4=10, (1)‘—\{5@

=1

-

o

3
= 2 + 2= =
4)‘ V32 +4 25=5

1 4
10 2
cos(Z(m,l) = ——=—
(Lmb)= ==&
Er geldt cos(£(m,x - as)) = % = cos(Z(m,l)), dus m deelt de hoek van /

met de x-as middendoor.

(1= raes e -
cos(£(g.x - as)) :\[1_(?' 1 =%

=+10en

) [})3e1e1ermse
1 t

3
y
cos(L(qp) = s
V10 A1+ 72
Gegeven is dat ¢ de hoek van p met de x-as middendoor deelt, dus
3 3+¢

V0 oI+ 2

-

=3
R
3+r=31+£
(B +0*=9(1 + )
9+6t+2=9+9

61 =81
t=00f 6 =8¢
t=0of t=3

Voor ¢ = 0 valt lijn p samen met de x-as en die voldoet niet.

1 X 4
Dus t=3en Linpis [ | = Mz Jof || =l |.
we=dentings [ <2t or ()=o)

© Noordhoff Uitgevers bv
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8 Vectoren

Extra oefening

E1 a b

] s 1- 1
E2 a 3P +1§q =3

S S o T L AU e A B
6/ 2\o)] -3 0 -
—17 + 15q| =137 + (=37 =178

2-86-0
b M(>3%55%) = M(-3.3)

T 5 B 1
o5 ;=(xz)=l(‘1)+1(3)+1(4)+L(0)=( ~lidet40 )z(lz)
vo) 430f #31) *\35) 4\34) \224724gi4g2) |32l

De coordinaten van het zwaartepunt Z zijn (1%, 32%).

3 40 37 11

I AN o AU AN e e B Bl B 6
271,715 30) F13\3s) T {s0 350 | T laso | T {550
oE 1313 13 13

De codrdinaten van het zwaartepunt van deze puntmassa’s zijn (2H 33%).

s 73=[)- ()] re-(3)- (-

T8 o T =) [P 28 s 85

51 {6
|4B|= (151) =112+ 52 =146 en |E|=‘(2)‘:\/22+62:@
cos(L(AB,AC)) = ——=—==10,6804 ...

Z(AB,AC)=~47°
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s i3

E{’-@E(_z)-( 9)=—2-9+—6-—1=—12

-6/ -1

a3

cos(£(CA,CB)) = =-0,2095 ...

-12
\40 - 82

Z(CA,CB)~102°

=99 5
Ja, de vector p staat loodrecht op AB.

c E-E=( 45)-(11)=45-11+ ~99:5=0

8 -9
E5 a Een vectorvoorstelling van de lijn door Ben Cis ();) = (3) + l( { )

b De cooérdinaten van het midden M van lijnstuk BC zijn M’(8 +2"1, 342;4) = 1\/[(3%, 3%)

- (3)[2)

1
-3 65
Een vectorvoorstelling van lijn / door A en het midden M van lijnstuk BC is x) =1, + A ? ) of
X\ (=3} (13 L 53
= —+ p_ .
y —2 11
hY 2 7
Eé 1= ]+A
:()=lo) )
3+ 5¢ 3 5
b Er geldt Y= oftewel || =[]+ ¢ :
¥ = y 6 =
—_— 1
n, = 5 dus een vergelijking van de lijn is van de vorm x + 5y = c.

Invullen van x =3 en y=6 geeft 3+ 56 = ¢, dus ¢ = 33.
Een vergelijking van de lijn is 2 : x + 5y = 33.

1
¢ De lijn staat loodrecht op m, dus ( 5) is een richtingsvector.

Een vectorvoorstelling van de lijn door P(2, 1) die loodrecht staat op lijn m is
% 2 1

= Y I

¥ 1 5

Een vergelijking van de lijn is van de vorm 5x — y = ¢.

Invullen van x =2en y=1geeft 5-2—1=¢,dusc=9.

Een vergelijking van de lijn is 5x — y = 9.

- N W A WU

—3—2—1?1234567
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Vectoren

b

E8

E? a

E10 a

72

|04| =&+ 12=17en [OB| =22 + 4 =20

m’-ﬁ’:(‘:)-(j):ct-zﬂ-zz:lz

cos(£0) = =0,6507 ...

12
V17420
£0=49°

o e

40 -AB=(_I)-(3)=—4-—2+—1-3=5

cos(£LA) = =0,3363 ...

5
V17413

LA =T0°

g — 2
. = . = =) + —-4-—-3 =
N A e———

cos(£B) = =0.4961 ...

8
\20 413

ZB=60°

(3.

— —— + e
AP'BP=p 2-[) 4
2 4

_(p—4
iy
):(p+2)(p—4)+2-4=p2—2p—8+8:p2—2p

Er moet gelden dat AP + BP =0, oftewel p2=2p=0,0f p(p—2)=0dus p=0of p=2.

Als dde puntmassain Dis,danism=2+4+6+d=12+d.

8 20 —2d 28 — 2d
- (4)+ 4 5)+ 6 [0 L d -2\ [meatn+at O Eag 12+d
Z: o —
12+4d 0 12+ d 6 12+d 3 12+4d 0 24 18 42
O+t eat0 2+d

Er moet gelden dat 2+4 =1, oftewel 12 + d =42, dus d = 30.
28—-2-30
Invullen van d = 30 geeft x. = —————= —% = —%

ez =(1)-()-[%) T)() ][

CA -CQ=(_60)-(q_6o)=—80-(q—80)+ — 60+ — 60 = —80¢ + 6400 + 3600

CA + CO =—80g + 10000
Er moet gelden dat —80g + 10000 = 0, oftewel 80¢ = 10000, dus g = 125.

e o [P)_ [B0) _ (P80 s _ (224 _(80) _ (144

“lol " leo) | =60 1" 1 0 ) {60) " =60
—>.—>_p_80. 14‘4
P - B (_60) (_60

CP - CB = 144p — 7920
Er moet gelden dat 144p — 7920 = 0, oftewel 144p = 7920, dus p = 55.

):@—80)-144+ — 60+ —60 = 144p — 11 520 + 3600
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b Invullen van p=55en g =125 geeft CP = (—60) en CQ = ( )

—60

|CP|=+(—25)> + (—60)> = 4225 = 65, |CQ| = 45> + (—60)> = /5625 = 75 en
CP - C_Q‘=(_25) ( 45)=—25-45+—60-—60=2475

60/ |60
. 2475
cos(L(CP.CQ)) = === 05076 ...

Z(CP,CO) = 59°
Nee, dat klopt niet.
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7 Exponenten en logaritmen

Voorkennis

V1 a B8=13:28:1301;8~1,296en 32~ 1,300

120~ 7156~ 2203
De groeifactor per uur is ongeveer 1,3

b De groeifactor per dag is 1,3** = 543
¢ Twee uur ervoor waren er 120+ 1,372 = 71 bacterién.
d 120-1.,3' =660, dus 1,37 = % = 5,5. Met de rekenmachine vind je ¢ = 6,5

Na ongeveer zesenhalf uur.

V2 a De groeifactor per week is 1,437 = 12,23
Per halve dag is de groeifactor 1,43%° =~ 1,20

o

V3 a De beginhoeveelheid is de hoeveelheid op 7 = 0: N(0) =12+ 1,097 = 10,10
b De groeifactor per week is 1,097 = 1,83

¢ De groeifactor per zes uur is 1 094 1,02

1
Vb4 a fl=L.{L=2-.p=24.01=0%

b 2“4.%:2‘4.(2"3)—1:2—4.23:2—1
66 _FF 23 e
- =9 e ¥ = o
1 275
32 23
d 4“3'845 \[_ (2373~ (23) s 22 2-6.9! %. 22 78
V5 a 4-g°=48 e ;4'=16
$=12 gt =64
g=m g=—64 of g=164
1
b g'+3=5 f lg3=12
i 1
g=2 —=04
— 4 g
g=2 Fiw e
g=16 8=
_ 31
8= N
c g‘2=% g 2+%g‘6:3
I 1
&= "'6:3
£ 4 el
£=4 ¢
g=-2o0fg=2 g=- ﬁ_ofg ﬂ_
1 4
d 15¢g :=3 h ?=64g
1, - 6405
TS5 4—6411g
g gSZE
3 1
§'=s §=1Vie
g=5¥=125
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V7 a

b

2x=5

_ Al
. =2
5-x=1 1\x—4
53"‘x = 50 f (5) = 3\6
3-x=0 (3ly4 =34
x=3 3—x+4 = 31%
_ 1l
—x+4= 1‘2‘
_ Al
X=25
Bij een verschuiving van 3 naar links vervang je x door x + 3.

Het functievoorschrift wordt dan g(x) = 3**3 ofwel g(x) = 326
h(x)= 5+ f(x)= 5+ 3%

7.1 Exponentiele functies

intro  Als je 10 keer dubbelvouwt, wordt het 2'° = 1024, dus ongeveer 1000 keer zo

1 a
b

[=H

o

(2]

o,

dik. De dikte is dan ongeveer 1000 x 0,1 = 100 mm = 10 cm.
Nog eens 10 keer dubbelvouwen geeft een dikte van 1000 X 10 cm =
10 000 cm = 100 m.

Vouw je het nog eens vier keer, dan is de dikte 2*+ 100 = 1600 m = 1,6 km.
Je moet dus 24 keer vouwen om een dikte van meer dan 1 km te krijgen.

De functies /1 en 7 zijn stijgend en de functies j en k zijn dalend.

Als x met 1 toeneemt, dan wordt bij g > | de functiewaarde met een getal
groter dan 1 vermenigvuldigd, dus de functiewaarde wordt steeds groter: de

functie is stijgend.
De x-as is asymptoot van elk van de grafieken.

grafiek van I h | i | j | k

snijpunt y-as l (0, 2) | (0;0,5) | (0, 1) | (0, 10)

De functies £, g en k zijn stijgend en de functie / is dalend.
r e |
snijpunt verticale as | (0,20) | (0,1) |(0:2.)] (. 1)

k

grafiek van

De groeifactor van de functie gis 0,57 = (%)_l =0 B l=llg
A(x)=3+0,7%*1=3-0,7%+0,7' =2,1 - (0,7%* = 2,1 - 0,49*

De groeifactor van de functie / is 0,49.

Het domein van k is R en het bereik van k is (0, s

De x-as is asymptoot van beide grafieken, de vergelijking is y = 0.

© Noordhoff Uitgevers bv
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0

g(—x) =2"0% = 2% = f(x), dus zijn de grafieken van fen g elkaars
spiegelbeeld bij spiegeling in de y-as.

k(x)=h(—x)=2-37%

m(x)=—h(x)=-2+3%

Na de vermenigvuldiging ontstaat de grafiek van p(x) =3+ f(x), dus
p(x) =3+ 1,5% De spiegeling in de y-as geeft de grafiek van a(x) = p(—x)
dusa(x)=3-1,57~

Na de spiegeling in de x-as ontstaat de grafiek van p(x) = —g(x), dus
p(x) =—4- 3" De verschuiving geeft de grafiek van b(x) = p(x) + 2

dus b(x)=—4-3+2

Na de spiegeling in de y-as ontstaat de grafiek van p(x) = h(—x), dus
p(x)=2-0,77" De verschuiving geeft de grafiek van c(x) = p(x — 4),
dus ¢(x)=2-0,70"% of ook ¢(x)=2-0,7*

Na de spiegeling in de x-as ontstaat de grafiek van p(x) = —k(x), dus
p(x)=—100 - 2* en na de spiegeling in de y-as ontstaat de grafiek van
q(x) = p(—x), dus g(x) = —100 - 27~ De verschuiving geeft de grafiek van
d(x)=g(x)—6,dus d(x)=-100-2""-6

De grafieken van a en ¢ hebben de lijn y = 0 als asymptoot, de grafiek van b
de lijn v = 2 en de grafiek van d de lijn y = —6.

Door de grafiek van f(x) = 0,5 vier naar rechts en drie omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x) =3 + 0,574

Door de grafiek van f(x) = 5 eerst te spiegelen in de y-as, vervolgens met

3 te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as en tenslotte 2 omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x)=3:5*+2

Door de grafiek van f(x) = 3¥ eerst te spiegelen in de y-as, vervolgens 2 naar
rechts te verschuiven, daarna te spiegelen in de x-as en tenslotte 2 omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x) =2 — 3>~

De grafiek van g(x) = 8 - 2¥ ontstaat uit de grafiek van f(x) = 2¥ door een
vermenigvuldiging met 8 ten opzichte van de x-as.

De grafiek van i(x) = 2¥*3 ontstaat uit de grafiek van f(x) = 2* door een
verschuiving van 3 naar links.

De grafieken van g en /4 vallen samen.

g(x) =R8+2Xx=123.2x =Dx+3 = h(x)

De grafiek van k(x) = % * 3¥ ontstaat uit de grafiek van f(x) = 3* door

een vermenigvuldiging met é ten opzichte van de x-as, en doordat

k(x)= é +3¥=372.3v=3""2kan de grafiek van k ook ontstaan uit de grafiek
van f(x) = 3¥ door een verschuiving van 2 naar rechts.

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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De grafiek van m(x) = 2 - 4¥ ontstaat uit de grafiek van f(x) = 4* door
een vermenigvuldiging met 2 ten opzichte van de x-as, en doordat

1 1
m(x)=4-4"= 472 kan de grafiek van m ook ontstaan uit de grafiek van
f(x) =4* door een verschuiving van % naar links.

0

b g =) =@ )r=2"=f(-x)

05 a

06 a

k(x) = h(-x) =8+ 1,57
= () -

ko =8- (3

_2
3

M|w|»—n

Na spiegeling in de y-as ontstaat de grafiek van f(x) = p(—x), dus
flx)= \f?: + 37* De verschuiving % naar links geeft de grafiek van

Q'(X)=f(x+ )dusq(x) NER 3 =\r.3"x”i

1

g(x)= .\j' K L ) 3=x. 3 z—3~x—(3 l)x—(_)
400 =(5)"

Een spiegeling in de y-as hoort daarbij.

h(x)=27"= f(—x), dus een spiegeling in de y-as.
k(x)=7+27*="7+h(x), dus een vermenigvuldiging met 7 ten opzichte
van de x-as.

g(x)=T7+27"+6 = k(x) + 6, dus een verschuiving van 6 omhoog.
px)=7-27V46=7-25346=7-27+6

Door de grafiek van f(x) = 3* twee naar links en vier omhoog te
verschuiven ontstaat de grafiek van g(x) =4 + 3¥*2

Door de grafiek van f(x) = 3* vier naar rechts te verschuiven en
vervolgens te spiegelen in de x-as en tenslotte 8 omhoog te verschuiven
ontstaat de grafiek van g(x) =8 — 3¥~4

Door de grafiek van f(x) = 3" eerst te spiegelen in de y-as en vervolgens
5 naar rechts en 10 naar beneden te verschuiven ontstaat de grafiek van
g(x)=3"x-10

Door de grafiek van f(x) = 3" te spiegelen in de y-as, vervolgens

te vermenigvuldigen met —2 ten opzichte van de x-as en tenslotte 1
omhoog te verschuiven ontstaat de grafiek van g(x)=1—-2+37*

5¥t2=5%.52=5%+25=25-5% dus A(x) =25+ 5*

De grafiek van /(x) = 5**2 ontstaat door de grafiek van f(x) = 5* twee
naar links te verschuiven.

De grafiek van A(x) = 25 - 5* ontstaat door de grafiek van f(x) = 5 met
25 te vermenigvuldigen ten opzichte van de x-as.

@ Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen



7 Exponenten en logaritmen

U1 a Uit ‘asymptoot is y = 4" volgt ¢ = 4.
Uit f(0)=2volgth+4=2,dush=-2
Uit f(6) =—50 volgt =2+ g8 + 4 =-50
—2-g5=-54 1
g=27=3dusg=32 1
Het functievoorschrift is f(x)=—-2+32" + 4
b Uit ‘asymptoot is y = =2’ volgt ¢ = =2
Uit f(0)=0volgth—2=0,dush=2
Uit f(1)=2volgt2g—2=2,dusg=2
Het functievoorschrift is f(x)=2+2"—2
Uit ‘asymptoot is y = =7 volgt ¢ = =7 b
Uit f(-1)=-8volgtb-g ' —7=-8of 00kE= -1l,dusb=-¢

(2]

Uit f(1)=-32 volgt —g-g—7=-32,dus g? =25

Omdat een groeifactor altijd positief is volgt hieruit g = 5.
b=—g=-5

Het functievoorschrift is f{x) =—-5+5"—7

U2 a Voor grote waarden van x wordt de noemer steeds groter, dus wordt f(x)

steeds kleiner en nadert naar 0. Een horizontale asymptoot is y = 0.
Als de waarden van x steeds negatiever worden, nadert de noemer naar 1 en
f(x) nadert dan naar 4, dus ook y = 4 is een horizontale asymptoot.

b De grafiek van g(x) = 2 + 2¥ heeft een horizontale asymptoot y = 2.
Dus de grafiek van f'heeft een horizontale asymptoot y = 2> = 4.

¢ Zowel voor hele grote waarden van x als voor sterk negatieve waarden van x
wordt de noemer heel groot, dus de horizontale asymptoot is y = 0.

o
d Voor grote waarden van x gaat 27" naar 0, dus dan is f(x) = o =1, dus een
horizontale asymptoot is y = 1.
Voor sterk negatieve waarden van x gaat 2* naar 0, terwijl 27 juist heel

groot wordt, dus f(x) = . dus een horizontale asymptoot is y = 0.

2740

7.2 Exponentiéele vergelijkingen

intro Het duurt drie weken om 2 - 2 - 2 = 8 keer zoveel te krijgen.
Het duurt iets meer dan twee weken om vijf keer zoveel te krijgen.

9 a Door links en rechts van het =-teken te delen door 2.
b De rechterkant van de vergelijking kun je schrijven als

6+ 36%=6! - (62)F = 621

63t =62* geeft v +3=2x+1,dusx =2

(2}

1V _ q2x— ez A
10 a (1) =92 b 37 =2

3x = (32)2):—3 3x = 3—3

3H=3Ax~6 x=-3

—x=4x—-6

—5x=-6

x=l%

10  Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen ®© Noordhoff Uitgevers bv



11 a

12 a

0,257 =16+ 2! g 32-2v=44c+3

(%)x =4.9x-1 25.9x = (22)4x+3
(2—2)x = Qx+3 5+x = 8x+6
—2x=x+3 5+x=8x+6
-3x=3 -Tx=1
x=-1 x= —"],;;
(5 =1 h 3-0,57=24- 243
0= sz
x+3=0 (2—1)x =23.24x-3
x=-3 P Pax
—x=4x
x=0
2%=0,1253 i 14-4x=7-23%
2% = (é)3 9. 4% =93
2% = (2—3)3 21 92x = 23x
2% = 2—9 21+2x — 23x
x=-9 1+2x=3x
x=
0,12* = 1000! i 2E=g
(10“1)2): = (103)1“;: (2x)% = 2-6
1072v = 1033 %% =26
—2x= 33— 3x %x=—6
x=3 x=-12
1
36:3 7 =12 d 0,125 =12
315x—1 % (%)x - 215
e L
32 = 3-—1 (2—3)x =2
%x -1=-1 —3x= %
x=0 x= —%
Invoer: y, =2%"'en y, =24 e 2-10v=5%
Venster: 0<x<3,0<y<30 delen door 5¥ geeft 2-2¥=1
Optie: snijpunt 2% = %
de oplossing is x = 1,40 gE=
x=-1
347 = 6" f lInvoer: y,=6Yen y, = (%)2;:—1
12*=6" Venster: —10<x<10,-10<y <10
delen door 6% geeft 2 =1 Optie: snijpunt
= 20 de oplossing is x = 0,28
x=0

27327 = (43)"
3332 = 3
350 =38
5=a= %x
I%x =5
3x=10

_ 1l
X = 33

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponenten en logaritmen

Plot de grafieken van beide functies in een standaard venster.
Links van het snijpunt ligt de grafiek van fboven die van g.
De oplossing van de ongelijkheid is x < 3%

12-4-(3 7 =-4 12-4-(3)7 =1

4-(3 =16 4-(1 =1

(% x—3_ 4 %)x-fi :%

9-lye=3 =2 —

g—x-i-)3 =22 (%) = (%)2
x—3=2

-x+3=2 _

= x=5

srfipnt L, =) snijpunt (5, 11)

b Uit de grafiek valt af te lezen dat de oplossing [35, —) is.

14 a

15 a

12

Evenzo valt af te lezen dat de oplossing (1, 5) is.

12-4-( =4 12-4-(7 =11
= (=)
(%)x—3:2 (%)x—3:%

@y =2 ()7 =)

2-x+3 = 7l x—3=3
-x+3=1 x=6

x=2

De oplossing van de ongelijkheid is 2 < x < 6 of |2, 6].

20,5x — 2—x+3

0.5x=—-x+3

1.5x=3

X2

f(2)=g(2) = 2, dus de codrdinaten van het snijpunt zijn (2, 2).

Uit de plot blijkt dat de grafiek van flinks van het snijpunt onder de grafiek
van g ligt, dus de oplossing van de ongelijkheid is x <2 of {«, 2].

12-2x -
% — 44 X

(271)12-2x = (Q2)4-x
2“12+2x — 28“2):

=124 2x=8—2x

4x =20

x=5

f5)=g(5= %, dus de coordinaten van het snijpunt zijn (5, zlf)
De vergelijking van lijn kis x = 5.

De grafiek van g ligt links van het snijpunt boven de grafiek van f.
De oplossing van de ongelijkheid is x < 5.

(%)12—2;::4 44— 4
2-12+2x = 52 43-x =41
—12+2x=2 4-x=1
2x=14 x=3
x=7

De snijpunten zijn (7. 4) en (3, 4).

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen ®© Noordhoff Uitgevers bv



De punten liggen beide op dezelfde hoogte op afstand 2 van k.

e Je moet aantonen dat P en Q even ver van de lijn k liggen.

16 a

010 a

Stel P ligt op afstand p van k. De x-codrdinaat van Pisdan 5 —p
De x-coérdinaat van Q moet dan 5 + p zijn.
Er moet dus gelden f(5—p)=g(5+p)=10

f6-p) =3 F P =@pr=2r2=10

g(5+ p)=44"06t = (22)71-7 = 2722 Dat is dus ook gelijk aan 10.
Beide punten liggen even ver van k.

4] s
‘ 1 ‘0,03125

o=t o2l
2(x) | 0,03125| 1 \ 8 \ 16‘ 8
Als je voor x waarden invult die steeds verder van 0 liggen, wordt 4x — x?

steeds sterker negatief. Dan nadert 24~ naar 0.

24x—x3 — 2—1’_’

4dx—x2=-12

xX2—4x-12=0

(x+2)(x—6)=0

x=—20of x=6

De snijpunten zijn (—2,27'?) en (6,2713).

"24-)5—x2 =1 24-.)c—x2 =8
24-)5—x3 =70 24-.)c—x2 =73
4x—x*=0 4x—x2=3
x(4-x)=0 x2—4x+3=0
x=0of x=4 (x—D(x-3)=0

x=lofx=3
De oplossing van de ongelijkheid lees je nu af met behulp van de grafieken:
0<x<lof3<x<4
Invoer: y, =2%"eny,=5
Venster: 0<x<4,0<y<20
Optie: snijpunten
De snijpunten zijn bij x = 0,70 en x = 3,30.
De oplossing van de ongelijkheid lees je nu af met behulp van de grafieken:
0,70 £ x 3,30

2% 3=64

2x—3 = 26

x—3=6

x=9

De getallen 25, 5en \B zijn bij stap 2 geschreven als macht van 5.
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Exponenten en logaritmen

A12-277=18
12-27¥=324
277 =27

x=1

f(x) =132 25—x = 25 . 25—x = 210—x en

1
x+35

1
g(x)=2¥ 128 =2 42T =2x- 2" =2
210-x:2
10-x=x+3}
—2x=—61

-1l
x—34

1
x+3§

De grafiek van f'ligt lager dan die van g als x > 3%

f(x) < g(x)als x> 3%

U3 a fheeft bij tegengestelde x-waarden dezelfde functiewaarde.

b

U4 a

14

Het minimum van de functie A(x) = % x> — 21is h(0) = =2, dus het minimum

_ Aiee2, e
van f(0)=2* “isdan f(0)=27"=
952 _ Lea

22 2 2 =4
2%;8—2:21 2%x2—2=22
1x2-2=1 Ix-2=2
%x2=3 %x2=4

X2=6 x?=8
x=—6ofx=\[6_ x=—80fx=\f§

Plot de grafiek van f'en de lijnen y = 2 en y =4 in een standaardvenster.
De oplossing is —\[§5xs —\fgof\IESxS\/g.

g(x)= (2\5 ¥=(2!. 215)x _ 2léx

)

72 =21%x
%x2—2=1%x
x2—4=3x
x2=3x—-4=0
(x+Dx—-4=0
x=—lofx=4

Er is voor zes verschillende waarden van a de grafiek getekend.

Voor grote positieve waarden van x wordt voor elke waarde van a de
noemer heel groot, de functiewaarden naderen dan naar 0 en dat geeft een
horizontale asymptoot y = 0.

Voor sterk negatieve waarden van x nadert 2¥ voor elke waarde van a naar
0, de functiewaarden naderen dan tot % =4 en dat geeft een horizontale
asymptoot y =4.

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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7.3 Logaritmen

8
€ Sri1 2

— x

8 =2%2+2Y

B=2+2%+42x.2x

substitueer 2* =p

8=2p+p’

pr+2p—-8=0

p+dp-2)=0

p=—4of p=2

2% = —4 (geen oplossing) of 2¥ =2, dit geeft x = 1.
8

2—=2%

8§=4-27Y2-2%

8=8-27"-4

12=8-27~

_le%

d

=42

Dit substitueren in g(x) =4+ 27 geeft g(x) =4 - 1% = 6, dus de y-codrdinaat
van het snijpunt S is 6.
e Invoer:y, =2 eny,= 1%
Venster: —10<x<10,-10<y< 10
Optie: snijpunt
De x-codrdinaat van het snijpunt Sis x = —0,58

intro 6-3'=4374

17

18

Links en rechts delen door 6 geeft 3* = 729 = 3%, dus 1 = 6

6+ 3= 6000

Links en rechts delen door 6 geeft 3' = 1000 en 1000 is niet te schrijven als
een macht van 3.

a Je kunt de vergelijking 3¥ = 18 niet oplossen, omdat 18 niet te schrijven is als
een macht van 3.

b 329 =17,98 en dat is kleiner dan 18; 3>% ~ 18,18 en dat is groter dan 18.

f(x) = 3¥is een stijgende functie, dus voor de oplossing van 3* = 18 geldt

263 <x<2,64

32631 £ 18,0014 en 323" = 17,9994 en 3263%% = 18,0004

De oplossing van 3¥ = 18 in vier decimalen is dus x = 2,6309.

(2}

a niet exact op te lossen, want d 5°=45
10 is geen macht van 2. Se— 5%, dus v = %

b niet exact op te lossen, want e 2v=256
25 is geen macht van 3. 2¢=2% dusx=8

c 10¥= % f niet exact op te lossen, want
10°=10"1, dus x = -1 31—6is geen macht van 3.

@ Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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Exponenten en logaritmen

19 a 32=9en 3* =27, dus voor 3 =25 geldt 2 < x < 3.
b De oplossing van 6 = 38 is iets groter dan 2, want 6 = 36.
De oplossing van 3* = 15 is een stuk groter dan 2, want 32=9,
Dus de oplossing van 3* = 15 is groter.

20 a 7°=4 d 32=14
x ="Tlog(4) x—2="3og(14)
x=2+3og(14)
b 7=10 e 5*1=100
x ="log(10) x + 1 ="log(100)
x=—1 +log(100)
¢ (H'=13 f oses=1
x =log(13) 2x+5=5log ()

=25+ log (})

21 a x=1log(5)is de oplossing van 3* =5
b x= 7log(%) is de oplossing van 7* = %
c x= ;_log(',’) is de oplossing van (%)x =7
d x="00g(6)is de oplossing van 10* =6
e x =*log(8) is de oplossing van 4* =8

f x= "og(1000) is de oplossing van 0,1¥ = 1000

22 a ‘log(27)=3, want27=233
b 2log(%) = —3, want % =273
¢ Slog(5(5) = 1% want 5y5 = 5! - 5% = 51;_-
d 7log(l)=0want 1 =70

23 Die getallen zijn de gehele machten van 5, dus: Jlog(1) =0, ’log(5) =1
Slog (25) = 2, ’log(125) = 3 en Slog (625) = 4.

24 a log(2\2)= 13, want li=ol.pi 543
b 7108(%) =-2, want 7%= % = %
¢ Ylog(1000000) = 6, want 106 = 1000000
d ';10%(9) = -2, want (%)_2 =(3)2=32=9
e log(5)=1 want 25 =25 =5

¢ hos(l) =3 vane (' = 5=

25 a Slog(x)=2 ¢ *log(5x) =1
1
x=32 Sx=4=+4=2
x=9 x="25~
b Slog(x)=-1 d Slog(x+10)=2
x=5"1 x+10=32
_1 —
X=z x=-1
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26 a

024 a

Slog(x2+4)=3 f Slog(x>—13)=2

x2+4=5 x2—13=¢7
xX>+4=125 x2—=13=36
=12lx=-11lof x=11 x2=49
x=—T70f x=7

K,: elke zijde van de driechoek heeft lengte 9, dus de omtrek is 3 - 9 = 27.

K,: elke zijde van K, wordt vervangen door vier lijnstukjes met lengte
9:3 = 3. De figuur bestaat uit 3 - 4 = 12 lijnstukjes met lengte 3, dus de
omtrek is 12+ 3 = 36.

Bij elke volgende figuur wordt het aantal lijnstukjes 4 keer zo groot en de
lengte van een lijnstukje 3 keer zo klein. De omtrek wordt dan % keer zo

groot. De omtrek is dus een exponentiéle functie met startwaarde 27 en
groeifactor 1% dus omtrek K, =27 - (1%)"

27+ (13)' =85}

(13)' =8st:27=2F =% = (13)", n =4, dus bij de vijfde figuur.
Dan moet 27 (1 1)” = 107

27+ (11)° =~ 849490 en 27+ (11)" = 1132653

Vanaf n =37, dus vanaf de 38¢ figuur is de omtrek groter dan 106.

1
Bij opdrachtc:n= 3log(zss) en bij opdracht d: n = lilog(lz%:)

br-se

05155 s 8
v
— 2%
xX= —2%

1
dus *log(42) = —2%

=3 log(SI) is de oplossing van de vergelijking 3¥ = 8—1-
1
=57
FF=g=3
o) =4
x = Slog(25y5) e x= 6loz)g(Ls)
5¢=255 6* =51
1
B 52 5 65=63
s57=5" : x=-3
—nl 1) _

xX= 25 ﬁlog(m) =-3

Slog(25v5) = 23

© Noordhoff Uitgevers bv
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Exponenten en logaritmen

x =1%pg(10) h x=%log(7)
100% = 10 495 =17
(10%* = 10 (=17
102 = 10! 2x=1
2x=1 x= %
x=3 “log(7) =}
10010g(10) =

1 1
x = log(16y8) i x=log(d)

1 1
(3) =168 (3) =4
2 1 4
(2 Z)x =24. (23);. (%)x = (%)
1
2%=27 x=4
1

~2x =5} Sog(ar) = 4
x= —2%

1
‘log(168) = —23

uit *log(x) =2 volgt x=3>=9
uit log(x) = 4 volgt x = 5* = 625
log(5x —4)=4

5x—4=34

5x—4=8l1

5x =85

x=17

4 —Yog(—x)=-2 d "“log(90 + *log(x)) =2
2log(—x)=6 10% =90 + *log(x)

—x =25, dus x = —64 Zog(x) =10, dus x=219=1024
Slog(10 +x) =2 e Zlog4+4%) =4

10 +x=352 4+45=24

\x =15, dus x = 225 4% =12, dus x = “log(12)
Slog(2log(x)) = 4 f (log(x+2))"=9

3% ="log(x) log(x +2)=3of

x =281 Nog(x +2)=-3

kTP ol w+d=32

x+2=27of x+2=4%
x=250f x=-1%

%log(5) is de groeitijd bij groeifactor 2 die nodig is om een hoeveelheid 5

keer zo groot te maken.

Na 2log(7) tijdseenheden is de hoeveelheid 7 keer zo groot.

Na nog eens 2log(5) tijdseenheden is die hoeveelheid 5 keer zo groot.

Na %log(7) + %log(5) tijdseenheden is de oorspronkelijke hoeveelheid

dus 5 x 7 = 35 zo groot. Dat is ook zo na *log(35) tijdseenheden, dus

Zlog(7) + Hog(5) = Aog(35).

Na #log(a) tijdseenheden is de hoeveelheid a keer zo groot.

Na nog eens ¢log(b) tijdseenheden is die hoeveelheid b keer zo groot.

Na 2log(a) + ¢log(h) tijdseenheden is de oorspronkelijke hoeveelheid dus

a X b= ab zo groot. Dat is ook zo na flog(ab) tijdseenheden, dus

flog(a) + flog(h) = £log(ab).

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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7.4 Logaritmen berekenen

intro  Als x =’log(—5), dan is 5* = =5 en dat heeft geen oplossing.
Als x = 3log(0), dan is 3% = 0 en dat heeft geen oplossing.
Als x = *log(8), dan is (—2)* = 8 en dat heeft geen oplossing.
Als x = 'log(4), dan is 1¥ = 4 en dat heeft geen oplossing.

27 a log(2)=0,3010
log(5) = 0,6990
log(10)=1

n o

log(25) = 1,3979
log(100) =2

Voor x = 1000 is log(x) = 3, want10* = 1000.
10 is het grondtal van de log-functie op de rekenmachine omdat de machten

van 10 gehele getallen als antwoord geven.

o

log(1000000) = 6, want 10° = 1 000000

1og(0,0001) = =4, want 10™*= 0,000 1

28

log(3) = 0,48

log(ﬁ) =-3
log(1)=0

log(123456) = 5,09

29

n T o

b 102*1=3500
2x + 1 =1"log(500)
2x = =1+ Ylog(500)

X =

400 = 1010g(400) & 102,60
07003 = 1Qlog(0.003) » 1(0-2.52

30 a 77=20

(lolog('?))x = 1 (log(20)
10x1og(7) = 1(los(20)
x - log(7) =log(20)

o

_ log(20)
¥ Jog(n)

¢ De oplossing van 7 = 20 is gelijk aan “log(20) en is ook gelijk aan

31

log(35) =

Tlog (128) =

o

32 a 15¥=2
x=Dlog(2)
_ log(2)
Y log(15)

© Noordhoff Uitgevers bv

log(35) ~
log(9)
log(128)

log(3)

1,62 ¢ Slog

=~ —4.42 d “log()= =

—1+ 1. 1000g(500) ~ 0,85

log(7) is de oplossing van de vergelijking 10* = 7, dus 1007 =7,
10102564 = 564, 10020-) = (] en 100509 = 0,08
14 = 10log(14) < 1115

log(20)
log(7)

log(10) ~
log(5)

(10) =

b 47=6
2x =4og(6)

x:

1-40g(6)
1 log(6)

2 Tog@)
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Exponenten en logaritmen

¢ 3*=45 e 10°=50
= log(y/5) x = log (50)
=1log(50) = 1,70
_logd . #=loEn)
log(3) ’
d 100=5 £ 107 =500
x = 1Yog(5) x = %%og(500) = 2,70

=log(5) = 0,70

33 7= 20
(b”log(”,'))x = pllog(20)
ptlog(7) = pllog(20)

Hlog(20
Pl Bl e e

Plog(7)
De oplossing van 7* = 20 is ook gelijk is aan "log(20), dus
"log(20)

=7 =
x = "log(20) Hog(7)

Yog(128) Zog2) ,
34 a Plog128)= log(8) log®) %

Nog(32) Zlog(2®)
b *log(32)= Zog(@) = Yog(2) =5 = d5
1
27 _ log(9\3) _ log(37) _ 2% _s
B = S0027) ™ Togs 3 ¢
Slog(125) Slog(5%) 4
d Flog(125) = 5 =05 ~Slog(®) 2 2
1 Zlog(16)  ‘log(2%)
8 16 = = = =
e ‘log(16) 210g(_81_) 210g(2_3) =3

[y

35 3log(18) + *log(3) = a * 2log(h)

log(18) ) Ylog(3) _“log(18) “log(18) _ 1
2og(3) Zlog4) log(d) @ 2 2

2log(18)
Dusa:%enb: 18.
029 a b cd -
e 20 =102 1l46
600 = 1010&(600) ~ 1(2.78
0,2 = 10o&0.2) ~ 10070

034 a Datis in dit geval handig omdat 128 en 4 beide machten van 2 zijn, namelijk
128=2"en 4 =22

Nog(128) 7
b *log(128) = Og((4)) ~=3}

¢ b =3isindat geval een goede keuze, want 33 = 3! - 32 . L : en 9 =3

1
B_s

3log(3
d *log(33) = Og((;f) 5=
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U7 a

b

(2}

(=N

m

7.5 Grafieken van logaritmische functies

log(a) log(2) log(2)
2 o — . = =
log(@) - 108(2) = 10:2) " Tog(@) ~ loa @)
log(a) log(g) 1
g] = —_— 4], = d ] =
o8(a) = = en log() == dus flog(@) = 7
7
flog(a) = E 8; dus 8log(a) = Zlog(a) en 3 * 8log(a) = log(a), dus ogga;
a], 3
flog(a’) = aog(a ) == 2 , gebruik maken van de eigenschap bij opdracht b
log(g)  “log(g)
3 3
4 = = = =3 .8
geeft flog(a’) Tos@) 1 3 - flog(a)
flog(a)
al -1 _
flog(a™") = S = , gebruik maken van de eigenschap bij opdracht b
“log(g)  “log(g)

geeft tlog(a™") = —¢log(a)

intro  ¢log(g) = 1, dus kijk waar y = 1. Dat is voor x = 3, dus het grondtal is 3.

36 a

% 3 [=1 0 1 2 3
f | & ! 1 ) 4 8
x : ! 1 ;) 4 8
ex) | =2 | -1 ] o 1 2 3

-8 -7 6 -5-4-3-2-10

.

d Je moet de grafiek van f'spiegelen in de lijn y = x om de grafiek van g te krijgen.

e Delijn y =0 is de horizontale asymptoot van de grafiek van fen de liijn x =0

is de verticale asymptoot van de grafiek van g.

© Noordhoff Uitgevers bv
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7 Exponenten en logaritmen

37 a y

4/1 /k’/—
0 K ¥
b f(0)=5"=1,dusde grafiek van f'snijdt de y-as in (0, 1).

log(x) = 0 geeft x =5°=1, dus de grafiek van k snijdt de x-as in (1, 0).
d Het domein van fis R en het bereik van fis (0, —).

Het domein van k is (0, —) en het bereik van k is .

e De lijn y = 0 is de horizontale asymptoot van de grafiek van f.
De lijn x = 0 is de verticale asymptoot van de grafiek van k.

38

Het punt (1, 0) ligt op beide grafieken.
b fi(x)=1.2%en k(x)=0,8"
¢ De functie /is stijgend als g > 1 endalend als 0 < g < 1.

39

f(x) =log(5x) is stijgend, want het grondtal 2 is groter dan 1.

b Als x toeneemt, neemt —x af.
s(x) =log(x) is stijgend. dus als —x afneemt, neemt *log(—x) ook af.
f(x) =log(—x) is dalend, want als x toeneemt, neemt “log(—x) af.

¢ g(x) =%log(x) is dalend, want het grondtal 0,3 ligt tussen O en 1.

d Als x toeneemt, neemt —x af.
t(x) = "Jlog(x) is dalend, dus als —x afneemt, neemt *’log(—x) toe.
h(x) = “log(—x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt *>log(—x) toe.

e Als x toeneemt, neemt 4 — x af.
v(x) = *log(x) stijgend, dus als 4 — x afneemt, doet *log(4 — x) dat ook.
k(x) =2 —%log(4 — x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt 2 — *log(4 — x)
toe.

f g(x)=log(x) is stijgend, omdat het grondtal 10 groter is dan 1.

is dalend.

a(x) = %is voor x > 1 dalend, dus p(x) =

1
log(x)

40 2log(x + 3) =0 geeft x + 3 =2 ofwel x +3 =1, dus x = 2.
De grafiek van g is ontstaan door de grafiek van f'drie eenheden naar links

te verschuiven.

o w

Het domein van de functie g volgt uit x+3 > 0, dus het domein is (-3, —).
g(x)<0Ovoor—3<x<-2

De verticale asymptoot is de lijn x = —3.

Bij spiegeling in de y-as vervang je x door —x

Je krijgt de grafiek van de functie k(x) = g(—x) = *log(—x + 3)

Bij een verschuiving van 2 naar rechts vervang je x door x — 2

Dan krijg je de grafiek van functie m(x) = k(x — 2) = *log(—(x — 2) + 3), dus
m(x) =log(—x + 5)

Domein: —x + 5> 0, dus x < 5. Het domein is {«, 5).

Nulpunt: —x + 5 =1, dus het nulpunt is x = 4.

Asymptoot: —x + 5 = 0, dus de verticale asymptoot is x = 5.

- 0o a n
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41 a

42 a

S(x)="log(x = 5)

Domein: x — 5> 0, dus het domein is x > 5 of ook (5, —)
Nulpunt: Jlog(x — 5) =0, dit geeft x—5=3"ofwel x = 5=1,dusx =6

Asymptoot: x—5=0,dusdelijnx=5

k(x) = flog(21 — 6x)

Domein: 21 — 6x > 0, dit geeft 6x < 21 ofwel x < 3% of ook ((—, 3%)
Nulpunt: #log(21 — 6x) = 0, dit geeft 21 — 6x =1 of ook 6.x =20, dus x = 3%

Asymptoot: 21 —6x =0, dus de lijn x = 3%

h(x) = 2log(2x +9) — 11

Domein: 2x + 9 > 0, dus het domein is x > —4% of ook (—4%, —))
Nulpunt: *log(2x +9) — 11 = 0, dit geeft 2log(2x + 9) = 11 ofwel

2x+9 =211 =2048
2x = 2039, dus x = 10195

Asymptoot: 2x + 9 =0, dus de lijn x = —4%

g(x) =4+ "log(x —7)

Domein: x — 7 > 0, dus het domein is x > 7 of ook (7, —)
Nulpunt: 4 + “3log(x — 7) = 0, dit geeft Slog(x — 7) = —4 ofwel
x—7=0,5%=16,dus x =23

Asymptoot: x—7=0,dusdelijn x =7

m) = —3 ~Tog(-5x —10)

Domein: —5x — 10 > 0 ofwel —5x > 10, dus x < — 2 of ook {«, —2)

1 1
Nulpunt: =3 — 2log(—5x — 10) = 0, dit geeft Zlog(—5x — 10) = —3 ofwel

~5x—10=(1)" =8, dus —5x =18 en x = 32
Asymptoot: =5x — 10 =0, dus de lijn x = -2

n(x)=x-log(5x—1)

Domein: 5x — 1 > 0 ofwel 5x > 1, dus het domein is x > % of ook (%, —>)
Nulpunt: x - log(5x — 1) =0 geeft x =0 of log(5x—1)=0
x = 0 zit niet in het domein; 5x — 1 = 10°=1 dus 5x=2enx=%

Asymptoot: 5x — 1 =0, dus de lijn x = %

¥

2

-16-14-12-10 -8 -6 -4 =20
-2

-4

x2=5>0,dusx*>5

X
2 4 6 8 1012 14 16

Hieruit volgt dat het domein ((—, —«fS_ ) U (\1-5_, —)) is.

De asymptoten zijn de lijnen x = —ySen x = \B

~7+3log(x2 - 5)=0
Nog(x2—5)=17

x2— 5= 3= 2187
x2=2192

De nulpunten zijn x = —2192 en x =+42192.

© Noordhoff Uitgevers bv
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039 a 1. g(x)= 5-— xisdalend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af.
2. f(p) = *log(p) is stijgend, dus als p toeneemt, neemt *log(p) toe en als p
afneemt, neemt *log(p) af.
3. f(x) = 2og(5 — x) is dalend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af en dus
neemt “log(5 — x) af.

b f(p)= “Jlog(p)is dalend, dus als p toeneemt, neemt *’log(p) af en als p
afneemt, neemt *3log(p) toe.

¢ f(x)= "’log(5 — x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt 5 — x af en dus
neemt *’log(5 — x) toe.

d Als x toeneemt, neemt x + 6 ook toe. f{x) neemt toe, omdat het grondtal
groter is dan 1, dus f(x) = ’log(x + 6) is stijgend.

e Als x toeneemt, neemt —x af. a(x) = *’log(x) is een dalende functie, omdat
het grondtal tussen 0 en 1 ligt, dus als —x afneemt, neemt *’log(—x) toe.
f(x) ="log(—x) is stijgend, want als x toeneemt, neemt *“log(—x) toe.

f Als x toeneemt, neemt 2x ook toe. g(x) neemt toe, omdat het grondtal groter
is dan 1, dus g(x) = *log(2x) is stijgend.

g Als x toeneemt, neemt —x af . d(x) = Llog(x) is stijgend, dus als x toeneemt,
neemt "'log(—x) af.

h(x) = "Nog(—x) + 8 is dalend, want als x toeneemt, neemt "“'log(—x) + 8 af.

h Als x toeneemt neemt “log(4 + x) toe, want het grondtal 7 is groter dan 1,
maar —’log(4 + x) neemt af evenals 2 — “log(4 + x).

k(x) =2 - "log(4 + x)is dalend, want als x toeneemt, neemt 2 — "log(4 + x) af.

1
i s(x)=log(x)is stijgend, maar #(x) = ™ is dalend voor x > 1, dus

p(x)= is dalend.

log(x)

041 a Voor het domein geldt 3x + 6 > 0 ofwel3x > —6, dus het domein is x > —2 of
ook (=2, —).
b Slog(3x+6)=0geeft 3x+6=3"0ofwel 3x+6=1dus3x=-5enx= —1%
Dus het nulpunt is x = —1%
¢ 3x+6=0geeft x=-2, dus de lijn x = —2 is de verticale asymptoot.
d g(x)= 5log(S — %‘c)
Domein: 8 — %x > 0 ofwel —%x > —8, dus domein: x < 16 of ook {(«,16)

Nulpunt: 5log(S - %‘C) =0 geeft 8 — %x =5"=1 ofwel —%x =—7,dus x= 14

Asymptoot: § — %x =0,dusdelijnx=16
e h(x)=llog(2x—4)
Domein: 2x — 4 > 0, ofwel 2x > 4, dus het domein is x > 2 of ook {2, —)
Nulpunt: *log(2x — 4) = 0 geeft 2x — 4 =2°=1 ofwel 2x = 5, dus x = 2%
Asymptoot: 2x —4 =0, dus de lijn x =2
f k(x)=2+ Slog(25x)
Domein: x > 0 of ook (0, —)
Nulpunt: 2 + Slog(25x) = 0 ofwel log(25x) = -2, dus 25x=52= 21—5
en x = é
Asymptoot: 25x =0, dusde lijn x=0
g l(x)=4-"log(x - 6)
Domein: x — 6 > 0, dus het domein is x > 6 of ook (6, —)
Nulpunt: 4 — %log(x — 6) = 0, ofwel *’log(x —6) =4, dus x — 6 = (%)4 = ilg
en x = 611—6
Asymptoot: x—6=0,dusdelijnx=6

24 Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen ®© Noordhoff Uitgevers bv



us

De lijn x = —4 is asymptoot, dus g = 4.

De grafiek gaat door de oorsprong, dus f(0) =p + *log(0 +4) =0

p=—log4)=-2

Deze waarden voor p en g invullen geeft f(x) = -2+ Zlog(x + 4).
Als f(12) = 2, dan ligt het punt (12, 2) ligt op de grafiek van f.

f(12) = -2 +log(12 + 4) = =2+ 4 = 2, dus het punt (12, 2) ligt op de

grafiek van f.

U9 a Voor het domein geldt: 9x — x2 > 0

¥ =9x — x? is de vergelijking van een bergparabool.
x(9—x)=0geeftx=00fx=9
Voor 0 < x <9 ligt de bergparabool boven de x-as.
Het domein is 0 < x < 9 of ook {0, 9).
Nulpunten: 9x — x> =1 ofwel x> —9x+1=0
D=81-4-1-1=77

44

b

o

(2]

_9-NTT

2

X

9
=0,l1of x=

2

+477

2

Asymptoten: 9x — x> =0, dus de lijnen x =0 en x = 9.
b Voor het domein geldt: x +3>0en3 — x> 0ofwel x> —3en x <3, dus
het domein is =3 < x < 3 of ook (-3, 3).
Nulpunt: log(x +3) —log(3—x)=0

log(x + 3) =log(3 — x)

x+3=3—-x
2x=0,dus x=0.

Asymptoten: de lijnen x = —3 en x = 3.

7.6 Gemengde opdrachten

43 a fout, want 42y =22.2x% = x+2gp §¥ = (23)¥ = 2%
goed, want 4 - 2¥=22.2¥ =2x+2
goed, want 4%+ 2¥ = (4 - 2)¥ = ¥
fout, want 8%« 2¥ = (23)¥« 2% = 23x . Jx = Ddx

4
fout, want i PR EYw==92H

fout, kies bijvoorbeeld x =2, dan is 2> + 4> =20 en 6% = 36
fout, kies bijvoorbeeld x =2, danis4 +2>=8en 2’2 =16
fout, want 4%+ 2r = 22x . 2x = 23
fout, want 4 « 2¥ = 22. 2x = 22+«

2x

4> r4
goed, want — = (—

2

-

4- (%)2" =22.(2-1)2x = 22. -2 = 22-2x_dus f(x) = g(x)
1 1
405(x+1) = (22)5“‘5 ¥t g, ol gy, 2%, dus f(x)=2-2"

() =k

© Noordhoff Uitgevers bv
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46 a

47 a

26

Exponenten en logaritmen

Domein: x2 + 1 > 0 geldt voor elke waarde van x, dus het domein is K.

Bereik: x2 + 1 > 1, dus Zlog(x? + 1) 2 0, dus het bereik is [0, —).

x?+ 1 is minimaal 1 voor x = 0 en £(0) = *log(0*> + 1) = log(1) = 0. dus de

oorsprong is de top van f'.

Het domein van fis R, er is dus geen asymptoot.

Yog(x2+1)=6

x2+1=26
X2+ 1=64
x2=63

x=- 630fx=\f§

x=—3\ﬁofx=3\ﬁ

R

Voor het domein geldt x> —6x+8>0
x2—6x+8=0

(x—dx—2)=0

x=2of x=4

y=x>—6x + 8 is de vergelijking van een dalparabool, dus

x2—6x+8>0als x<2of x>4, dus het domein is {(«, 2) U {4, —)

Het bereik van fis R

De asymptoten zijn de lijnen x =2 en x =4
log(x2—6x+8)=0,dus x2—6x+8=1

x2—-6x+7=0
D=(—6>-4-1-7=36-28=8
=i 2= 2

_6-22 6+ 2\2

x =3-\2of x= =3+42
2 2

16-2x-6=12 ¢ 1-log(dx+1)=—4
oyl e 2‘5 Zog(dx+1)=5
2#2:2% dx+1=2°
x_2=-1_ dx+1=32
x=zl 2 4x =31

2 x=7§r
15-3%"2 4 18 = 93 d “log(2x) + “log(2x) = 6
15 32 =75 2-4og(2x) =6
32 =g “log(2x) =3
x +2=3og(5) 2x=43=64
x="log(5) -2 x=32

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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e 2—4og(x+3)= —%
fog(x +3)=21

oL
xt3=4r
x+3=42-4
x+3=16-4
x+3=32
x=29

Tog(x? — 2x) = —3

x2—2x=(

1

2

x2-2x=8
x2=2x-8=0

(x+2)(x—4)=0

)_3

x=—-2o0of x=4

Onderzoeksopdrachten

) . 360
cirkelboog, dus de hoek is 200 0,9

48 a 100 km komt overeen met ——

D =0,9°en U=0,001 invullen in de formule geeft
R =10g(0,001) + 1,66 + log(0,9) + 3,08 = 0,004042 ..., dus R = 0.

b R=9,0en D= 84° invullen geeft
9,0 =log(U) + 1.66 - log(84) + 3,08
5,92 = log(U) + 1,66 * log(84)

5,92
log(U) =

log(U)=1.8532 ...
= 10493 7]

1,66 - log(84)

De uvitwijking in Nederland was ongeveer 71 millimeter.

49 a zie grafiek. 100” o
b De grafiek is geen rechte lijn en % :
wortelfuncties zijn afnemend stijgend. % !
¢ N(0) = 3, dus de functie is van de vorm - . E
N, =3+ tof vande vorm N, =3+ g’ 0 E
N(9) = 100 invullen geeft 5 I8 i
100=3+9“ of 100=3-¢° i !
g = 9 L . :
9¢=97 of g’ =333 ] - :
a="log(97) = 2,08 of g = (331~ 1.48 2 - ;
dus N, =3 + 2% of N, =3 1,48 10 Lo ;
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 .
t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

N 3 4 7 11 17 | 25 35 52 | 72 | 100

N, 3 4 7 13 21 31 45 60 | 79 | 100

N, 3 4 7 10 14 | 21 32 | 47 | 69 | 102

Uit de tabel blijkt dat NV, het best voldoet.
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7 Exponenten en logaritmen

Samenvatting

S1 a gen /zjn stijgend, want het grondtal is groter dan 1.
b Alleen voor g geldt g(0)=2,1"=1
¢ Van de functie fis het domein R en het bereik (0, =
Van de functie k is het domein R en het bereik {(«, 0).
S2 *log(7) is de exacte oplossing van de vergelijking 3¥ = 7.
b De exacte oplossing van 2* = 18 is x = %log(18)

S3 a

e
(S

Het snijpunt is (1, 0).

h(x)=2%en k(x) = 0,5*

De grafieken van f'en g hebben de y-as als asymptoot;
de grafieken van / en k hebben de x-as als asymptoot.

n o

S4 a g(x)=6-2%

b spiegelen in de x-as geeft p(x) =—3-2%*en
daarna 3 omlaag verschuiven geeft i(x) =—3+23* -3

¢ 3 omlaag verschuiven geeft p(x) =3-23*—3en
daarna spiegelen in de x-as geeft k(x) = —(3:2%—-3)=-3-2%+3

d vermenigvuldigen met —4 ten opzichte van de x-as geeft p(x) =—12-2%en
daarna spiegelen in de y-as geeft m(x)=—12+27%

e spiegelen in de y-as geeft p(x) =3+2"*en
daarna 4 naar links verschuiven geeft n(x) =3 - 2730+4
ofwel n(x) =3+273x"12

5B a 2%=4:234 c 6-5*8=36

23: - 22 3 23‘H 51-!-8 =6
D= Pkt t+ 8 ="1log(6)
3t=5+t¢ t =5log(6) — 8
2t=35
=22

b 4%1=3 d 1-25%=10
(22)2r-l = (25)1 253 = 3()
D FH 3t = 2log(50)
4t—2=5¢ t=1-log(50)
t=-2
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Sé a flog(x)=2 Nog(4x) =4
x=§ =381
x=64 x=20%
b Hog(et9)= 3 d Slog(5x — 100) =3
_(1V3 1 5x—100=5"=125
x+9=(3)' =5 5x =225
x= —8% x=45
log(90) log(0,01)
5 = = 12 =l
S7 a Slog(90) Tog(5) 2,796 c “log(0,01) log(12) 1,853
log(2)
b 'Ylog(12480) = 4,096 d %8log(2) = ————=—-2,790
og( )=d, 0g(2) og(0.78) " >
2log(32) i L “log(32) _ s 1
S8 a ‘log(32)= = % =25 ¢ ‘og(32)=——L=2=-21
1 -2 2
log(4) 2log(z)
Nog(243) 2log(1024)
9 = —3_9l 16 = =10 _ 51
b log(243) == o==1=2) d log(1024) = = m=m= =2

S9 a Voor het domein geldt 2 — x > 0 dus x < 2 of 0ok {«, 2), het bereik is R

Asymptoot: 2 — x=0,dusde lijnx=2
Nulpunt: 2—x=1,dusx=1

b Voor het domein geldt x > 0 of ook (0, —), het bereik is R
Asymptoot: de lijn x =0
Nulpunt: 2 = 3log(x) = 0 geeft log(x) =2, dus x=32=9

¢ Voor het domein geldt 7 — 2x > 0 dus x < 3% of ook ((—, 3%), het bereik is IR.
Asymptoot: 7 — 2x =0, dus de lijn x = 3%

Nulpunt: %Iog('? —2x)+ 1 =0 geeft %log('i -2x)=-1
7-2x=(1)"=3
2x=4,dusx=2
d Voor het domein geldt 3x + 3 > 0 dus x > —1 of ook {(—1, —), het bereik is R
Asymptoot: 3x +3 =0, dus de lijn x = —1
Nulpunt: 3 — flog(3x + 3) = 0 geeft flog(3x +3) =3
3x+3=6=216
3x=213,dusx=71

Test jezelf

T1 a gis stijgend, want het grondtal is groter dan 1.

p(x)=3- (i)x is dalend, want het grondtal is kleiner dan 1,
dus /(x) = —p(x) is stijgend.

b Bij functie fhoort grafiek D.
Bij functie g hoort grafiek C.
Bij functie /» hoort grafiek B.
Bij functie j hoort grafick A.

¢ Delijn y = 3 is asymptoot van de grafiek van f.
De lijn y = 0 is asymptoot van de grafieken van g en /.
De lijn y = 1 is asymptoot van de grafiek van j.
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Exponenten en logaritmen

f(0)=-2,5"4+3=—1+3 =2, dus het snijpunt van /' met de y-as is (0, 2).
—2,5%+ 3 =0 geeft 2,5 = 3, dus x = >’log(3).
Het snijpunt van fmet de x-as is (>°log(3),0)

g(0) = % . (I%)O = % -1 = %, dus het snijpunt van g met de y-as is (0, %)
De grafiek van g snijdt de x-as niet.

h(0)=-3" (%)0 = =3 -1 = -3, dus het snijpunt van & met de y-as is (0, —3).

De grafiek van & snijdt de x-as niet.

Jj(0)=3-0,4°+1=3+ 1 =4, dus het snijpunt van j met de y-as is (0, 4).
De grafiek van j snijdt de x-as niet.

flx)=-2,5"+3

Een verschuiving 4 omlaag geeft a(x) = —2,5+ 3 — 4 =-2,5*— 1, daarna
een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met —% geeft

b(x)= —3(-2,55—1)=1-257+1

Tenslotte geeft spiegelen in de y-as ¢(x) = % + QS Et %

Het temperatuurverschil is 25 — 5 = 20 graden.

De groeifactor van het verschil is 0,925 per minuut.

Na 1 minuut is het temperatuurverschil met de omgeving nog

20 % 0,925 = 18,5°. De temperatuur van het blikje is dan 25 — 18,5 = 6,5°.
Na 5 minuten is de temperatuur van het blikje 25 — 20 % 0,925 = 11,5°.
Na 10 minuten is de temperatuur van het blikje 25 — 20 x 0,925 = 15,8°,
(1) =25-20-0,925

25-20-0,925 =10, dus 20+ 0,925 = 15 en 0,925' = %

t= °=92510g(%) = 3.7

Dus na ongeveer 3,7 minuut is de temperatuur van 10° bereikt.

1
’log(2) = —1, want en dat is negatief.
’log(4) = 2 en dat is positief.

1
g(x) =log(x) is een dalende functie met g(1) = 0.

1
Omdat % <lis 5log(i) positief.
log(1) = 0 en dat is niet negatief.
A(x) = Zlog(x) is een stijgende functie met A(1) = 0.
Omdat % <l1is 2log(%) negatief.
k(x) =log(x) is een stijgende functie met k(1) = 0.
Omdat % <1isSlog % negatief.
I(x) = *log(x) is een stijgende functie met /(1) = 0.
Omdat 0.9 < 1 is *log(0,9) negatief.

1

og(x3) = %-, want 32 =43

|
2log(é) =-3,want 273 = == %
L —
Slog(125) = —3, want (%) = (F O ¥ =5 [95
1
log(1) = 0, want (_%)0 =1

1
ity 2w s
7 Nog(16)  Clog(2h) 4

— i
=—1z

1
oglf) = oS _ Tos) g5 1 _ g
5/ 75 - s N 1 7q]
log(y125) log((5%R) log(5') 13

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen
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T5 a

Té6 a

T7 a

2-(3) 7 —a=2 2- (1) —a=14

3
(%)0,3—): _3 (3_1)0,3-x -9
(3—1)0’3"‘ =13 3x=0,3 = 32
303 =31 x—03=2
x—03=1 x=23
x=13

f1is een stijgende functie, dus 1,3 < x <23

2- ()M -4=50

3 =27
(3_1)0,3-x — 33
x=03=3
x=33

fis een stijgende functie, dus x > 3,3

34k = 5 ’
o) =32
4k = Ylog(5) d (5)=32
1
k= al, -3log(5) = 0,37 p =5log(3y2) =—0.90
L, ~ox — 492 x5,
§2' pides 425 e 3%z 37
2:x=128 o]
22x _ 27 (3x)2 = ?
1 -
2x=7 =g
= 3% x=-6 i
7(x) = 32" is een stijgende
functie, dus x= — 6
3 =81427 fo16- () <4
FE= 34(33)% 24 Dl = (22)3:
51 24-1 = 76t
3x=372
4—-t=06t
x=-5; Tt=4
_d
=3
Als ¢ toeneemt, wordt 16 - (%)r
kleiner en 4% groter, dus ¢ > %
1
Als x toeneemt, neemt 6 — 3x af en omdat a(x) = *log(x) dalend is, neemt

f(x) dan toe. Dus f'is een stijgende functie.

1
Als x toeneemt, neem & af en omdat b(x) = Zog(x) een stijgende functie is,
neemt g(x) ook af. Dus g is een dalende functie.
Als x toeneemt, neemt —x af en omdat c(x) = log(x) een stijgende functie is,

1
neemt d(x) = log(—x) ook af. Omdat e¢(x) = — een dalende functie is, neemt
h(x) dan toe. Dus /£ is een stijgende functie.
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7 Exponenten en logaritmen

a De drie grafieken hebben dezelfde asymptoot omdat 2x — 1 en 1 — 2x beide
nul zijn voor x = %

b De functies g en s hebben hetzelfde domein. In beide gevallen volgt het
domein uit de ongelijkheid 1 — 2x > 0 ofwel x < %

¢ Het domein van fvolgt vit 2x — 1 > 0O en is (%, —>>, dus bij fhoort grafiek B.
Van de andere twee is g een dalende functie, want als x toeneemt, neemt
1 — 2x af, en omdat a(x) = 3log(x) een stijgende functie is, neemt g ook af.
Dus bij g hoort grafiek A en dus hoort grafiek C bij A.

a log(3x+3)=3 d 3log(3x2+4x)=0
3x+3=3° 3Ix2+4x=1
3x+3=27 3xtdx—1=0
3Ix=24 D=42—-4-3.--1=28

x=8 V28 =47 =27

—4 - 247 —4+ 247
=—— of e=———

YT 6
x=—%—% 70fx=—%+%\ﬁ
b Zlog2x—6)=4 e Zlog3x—-4)=7
2x—6=2%=16 3x—-4=27=128
2x =22 3x=132
x=11 x=44
1
¢ 3-log(x+2)=23 f “log(8 — x})=-1
log(x +2) =12 g-x2=(H"=2
2 x2=6
+2=10°
= 1 x=—6ofx=\[6

x =100 -2

a %x+4>00fwe1%-x>—4,dusx>—12.
Het domein is x > —12 of ook (—12, —).

b De verticale asymptoot is de lijn x = —12.
C 310g(%x + 4) =2

Ly+a=3
%x+4=9
%x=5
x=15

uit een plot blijkt dat f(x)<2als—12<x <15

Extra oefening

a Na de verschuiving 2 omhoog krijg je p(x) =2+ 5+ 2 en na de
vermenigvuldiging: g(x) = 3(2+ 5"+ 2) ofwel g(x) =6+ 5" + 6.

b Na de spiegeling in de x-as krijg je p(x)=—(2-5+2)=-2-5"—2en na de
verschuiving 3 naar links A(x) = =2+ 53 = 2.

¢ Na de spiegeling in de x-as krijgje p(x)=—(2+5*+2)=-2+5— 2 en na de
spiegeling in de y-as k(x)=-2-5"—-2.
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E2 a

E3

E4

ES

Eé6 a

9f =3 - 32+
(32): - 31 . 32+t
32r: 33+r
20=3+1¢
t=3

(2]

41“1 =g
(22‘):-1 = (23)1‘
22t-2 = 3t
2t—2=73t
t=-2

log(3 —2x)=-1 c
3 =2e=101

Nog(6 + 3x) =4
6+3x=3*

6 + 3x =81
3x=175
x=25

log(175) ~

P0g179) = 10 o(100) ~

1,122 c

13]og(75) = 10,648

1 1
Slog(125v5) = Slog(5* + 5°) = Slog(5™7) = 31

log(9)  log(3h) 2
310g(%—) log3™) -1
Slog(125)  “log(5%) 3

Slog(25)  Slog(3?) 2
log(64) Zlog(2%) 6

2log(32) 2log(2%) 5

1
log(9) = -2

Blog(125) = =1

b=

=1

Clog(64) =

n|—

() =3log(12 - 3x)

Voor het domein geldt 12 — 3x > 0 ofwel —

Het bereik is R

(%)1_‘ = p-1+2

(2_1)1"= 9-t+2
-1+t = p-t+2
“l+t==¢+2
2t=3

|
t= 15
45-3%7=90
3:-!-7 =
t+7=73log(2)
t="log(2) -7
L
2log(2x) =3
)
2x =%

czal.
X~ 16
1
Hog(5x—1)=-2
——
5x—-1=16
S5x=17

_ 2
s

03]0g(23,78) ~ —2,632

flog(15) = —1,953

Asymptoot: 12 — 3x =0, dus de asymptoot is de lijn x =4

i o - o)
Nulpunt: *log(12 = 3x) = 0, dus 12 = 3x = 1 ofwel 3x = 11, dus x = 3§

© Noordhoff Uitgevers bv
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E7 a

E8 a

34

Exponenten en logaritmen

1
g(x) =3 + log(4x — 28)

Voor het domein geldt 4x — 28 > 0, dus 4x > 28 ofwel x > 7 of ook (7, —)

Het bereik is R

Asymptoot: 4x — 28 =0, dus de asymptoot isde lijn x =7

Nulpunt: 3 + %log(4x —-28)=0
Hopds —28) =3

4x-28=(1)7 =8 dus 4x = 36, ofwel x=9

h(x) = Slog(—5x)

Voor het domein geldt —5x > 0, dus het domein is x < 0 of ook {«, 0).

Het bereik is R

Asymptoot: de lijn x =0
Nulpunt: =5x=1,dus x = —%
k(x) = log(x* — 100)

Voor het domein geldt x* — 100 > 0 ofwel x? > 100, dus het domein is
x < =10 of x > 10 of ook {«,-10) U {10,—).

Het bereik is R

Asymptoten: de lijnen x = —-10en x =10

Nulpunten: x* — 100 = 1, dus x> = 101 en dit geeft x = =101 en x =101

312 =15
1 - 2¢ = log(15)
~2t="log(15) - 1

t=-13log(15) +1~-0,73

3
()=
3t ="log(26)
t=1log(26) = —0,99

Stt= |51+
52t = (53)1—r
52t= 53431
2t=3-3¢
5t=3

3243 = 44

2x + 3 = log(44)
2x =3log(44) - 3
x=130g(44) - 1}

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen

(27" =127
3t + 2 =2"log(127)
3t = 2"log(127) - 2

t =13 2Tog(127)-3 = 0,96

El -

160,520,125

2Eg g yd

244x > 2“3

Omdat f(x) = 2¥ een stijgende
functie is, geldt 4 — x = =3 dus
—x2z—7ofwel x <7

0,259 L7

Omdat f(x)=0,25" een dalende
functie is, geldt ¢ — 3 > “>log(7)
ofwel ¢ > **log(7) + 3

16+ (3)"2 1

2

94-2x 5 -4

omdat f(x) = 2¥ een stijgende
functie is, geldt 4 — 2x > — 4, dus
—2x2 —8ofwel x <4
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E? a

E10 a

E11 a

E12 a

Voor het domein geldt —x> + 12x — 27 > 0, dus x> — 12x + 27 < 0 of ook
(x=3)x—9)<0

Uit de grafiek volgt dat het domein is 3 < x <9 of ook (3, 9).
—x2+12x-27=1

x2=12x+28=0

D=122-4-28=32en32=416"2=42

15— 12+ 442
x=T\[_=6—2\Eofx=T\{_=6+2\E

De nulpunten van g zijn 3 en 9, zie opgave a.

De x-coérdinaat van de top van de grafiek van g is dus 6.
g(6)=—-36+72—27=9, dus de maximale waarde die functie g heeft is 9.
Het maximum van fis f(6) = *log(9) = 2.

1
Als x toeneemt, neemt 1 — 3x af. Omdat p(x) = lElog(x) stijgend is, neemt

1%log(l — 3x) ook af. Dus f'is een dalende functie.

Als x toeneemt, neemt x — 8 ook toe en omdat p(x) = *log(x) een stijgende
functie is, neemt *log(x — 8) ook toe. Dan neemt 25 — *log(x — 8) af.

Dus g is een dalende functie.

Bij 1 =01s § = 1000, dus b — a+2,7° = 1000 ofwel b — a = 1000.
Als 1 heel groot wordt, nadert S naar 5000.

2,7 " nadert dan tot 0. Dus S = 5 = 5000.

Omdat b — a = 1000 is a = 4000.

5000 — 4000 + 2,777 = 4000

5-4-27"1=4
4:27=1

wg ]
2,7t=1

o=t}

t=-Tlog(}) = 1.4
Na ongeveer 1.4 maanden werden er 4000 producten verkocht.

54x=52—x
11
ol
1.1
I4x—2
=2
*=3

Uit de plot van de grafieken van fen g lees je af dat f(x) < g(x)als x < %—
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