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In dit hoofdstuk
In voorgaande hoofdstukken heb je geleerd hoe je functies
kunt differentiéren.

In dit hoofdstuk leer je hoe je functies kunt vinden waarvan
de afgeleide functie gegeven is. Zulke functies kun je
gebruiken om de oppervlakte te berekenen van een gebied
dat wordt begrensd door grafieken.

De technieken die in dit hoofdstuk worden besproken ga
je in volgende hoofdstukken ook gebruiken bij andere
toepassingen, zoals het berekenen van inhouden.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

+ Probleem oplossen en analytisch denken opdracht 51
+ Formules manipuleren opdracht 49
+ Logisch redeneren en bewijze opdracht 18
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Voorkennis

V1 Schrijf de functievoorschriften in de vorm f(x) =a - x".

a f)== ¢ (=5
4 1
b f(9=1 d fe9=

V2  Schrijf de functievoorschriften voor x # 0 als som van
uitdrukkingen van de vorm a * x".

_ 3t S0y _3(2x -3y
a f(x)= < c hx)= o
R —52 _2x+5)
b g(x)= e d k(x)= e
V3  Gegeven is de grafiek van de functie f(x) = *log(x). y
Je kunt de helling in een punt van deze grafiek benaderen 3

door Iy over een klein interval te berekenen.
X 2.

a Geef een benadering van de helling in het punt (3, 1) in vier

decimalen door -A—J; over het interval [3; 3,1] te berekenen.

b Herhaal opdracht a maar nu over de intervallen
[3; 3,01] en [3; 3,001].
¢ Geef de helling in (3, 1) in twee decimalen.

_.
o
w
~
ul

A
Als in het differentiequotiént A—y de waarde van Ax naar 0
X

nadert, (Ax—0) dan gaat het differentiequotiént over in het

d
differentiaalquotiént —y, de exacte waarde van de helling in

dx
een punt van de grafiek.

b
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Voorbeeld

Gegeven is de functie f{x) = log(x). Oplossing
e : dy _ Ay _ f(l +Ax) *f(l)z log(1 +Ax)*1og(l)= log(1+ Ax)
Bereken in vier decimalen Q. Yoorx = 1. N e A o

Ax=0,1 geeft 0,41392685...
Ax=0,0001 geeft 0,43427276...

Zo doorgaand vind je % = (,4343.

V4  Bereken van elke functie het differentiaalquotiént voor x = 4.
Neem Ax = 0,0001 en geef het antwoord in vier decimalen.

a f(x)=log(x) ¢ h(x)=xy2x+1
b g(x)= 1.2 d k(x)=xf_1

V5 Differenticer.
a f(x)=302x-5)* ¢ h(x)=3V3—4x

3 4
b = d k& —
8(x) Sx-t1 ) 3W5x+6

Vé  Gegeven zijn de functies f(x) = (2x* —1)2en
B0 =48 —.x7).

a Differentieer fen g.

b T.aat zien dat fen g dezelfde afgeleide hebben.

¢ Waarom moet gelden dat g(x) = f(x) + ¢ voor een
constante ¢?

d Bereken de waarde van c.

V7  Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafieken van fen g.

a f(x)=vxeng(x)=;x
b f(3)=—

x+3
¢ fix)=x*+4eng(x)=x+6

en g(x)=x

d f(x)= eng(x)=x>—-2

x2—4
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Oppervlakten benaderen

Je leert - wat een Riemann-som is
- hoe je de oppervlakte van een gebied onder een grafiek kunt benaderen

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—3—4—5—06—7—8
- doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7—-8
- uitdagend: 1—2—3—4—6—7—8—U1

Nicole Oresme (1323 — 1382), bisschop van
Lisicux, bestudeerde het verband tussen de
afgelegde weg en de snelheid van een voorwerp.
Als een van de eerste wiskundigen zette hij .

0
14

de tijd af op een horizontale lijn en richtte hij ﬂ

in elk punt een loodlijn op waarvan de lengte

correspondeerde met de snelheid op dat moment.

- Wat is de natuurkundige betekenis van de
oppervlakte van de getekende figuren?

—= N W B=uU o

1 Het gebied G wordt ingesloten door de grafiek van de functie
f(x)= %x"j — x>+ 3x + 1, de x-as, de y-as en de lijn x = 4.

a Bereken exact de totale oppervlakte van de twee gekleurde
rechthoeken in de tweede tekening.

b Bereken exact de totale oppervlakte van de vier gekleurde
rechthoeken in de derde tekening.

¢ Welke benadering voor de oppervlakte van het gebied G is
beter, het antwoord van opdracht a of het antwoord van
opdracht b?

d Hoe zou je de oppervlakte van het gebied G nog beter
kunnen benaderen?
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Gegeven is de functie f op het interval [a, b]. y

[a.b] is verdeeld in n gelijke deelintervallen met breedte Ax.
My, Ms,...m, zijn de middens van de deelintervallen.

fm) - Ax + f(m,) - Ax + ... + f(m,) - Ax heet een /

Riemann-som van de functie f op het interval [a, b].

Ax

N\

/j

0| —

_X\

Voor f(x) 20 op [a, b] is de Riemann-som een benadering /
van de oppervlakte van het gebied tussen de grafiek van f,
de x-asen de lijnen x =aen x = b.

Bernard Riemann (1826-1866) was een Duitse wiskundige.

P N S S ——

1]
=S| (R
S fas s e st

3
=]

Voorbeeld

Gegeven is de functie f{x) =2 + %xQ.

Bereken een Riemann-som van f op het interval [0, 8]
met vier deelintervallen.

Oplossing

=

k"'\

Ax=§=2;m1=1,m2=3,m3=5,m4=7.

De Riemann-som wordt:
S #2+A3)-2+f5): 2+A7)-2=

(2§ +34+55+89 -2=737. — =]
1

Ww A U oY N 0 W

Tt o .

N

o

_—l
-

-10
=1

1
o
o
te)

\

2  Gegeven is de functie f(x) = —x? + 6x. Het gebied G wordt

begrensd door de grafiek van f, de x-as en de lijnen x = 1 en

x = 5. Het interval [1, 5] wordt verdeeld in vier gelijke

deelintervallen.

a Hoe groot is de lengte Ax van een deelinterval?

b Wat is het midden van het eerste deelinterval?
En van het laatste deelinterval?

¢ Benader de oppervlakte van G met een Riemann-som van f
op het interval [1, 5] met vier declintervallen.

3 Bereken een Riemann-som van de functie f(x) = \l}_c op het
interval [0, 10] met vijf deelintervallen.
Rond je antwoord af op één decimaal.
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Een gebied G wordt begrensd door de grafiek van de functie

flx)= %x +5,de x-asendelijnen x=1en x=9.

a Benader de oppervlakte van G met een Riemann-som van f
op het interval [1, 9] met vier deelintervallen.

b Benader de oppervlakte van G met een Riemann-som van f
op het interval [1, 9] met acht deelintervallen.

¢ Teken G en bereken de oppervlakte meetkundig.

De getekende kwart cirkel is een deel van de grafiek van de

functie f(x) = V64 — x°.

a Bereken de oppervlakte van de kwart cirkel exact met
behulp van de formule opperviakte cirkel = mr.

b Benader de oppervlakte van de kwart cirkel met een
Riemann-som van f'op het interval [0, 8] met
vier deelintervallen.

¢ Isde afwijking van het antwoord op opdracht b meer of
minder dan 2%?

Ondersteunende route - maak opdracht 06

6
Gegeven is de functie f(x) = ﬁ
X

Benader met een Riemann-som de oppervlakte van het gebied
tussen de grafiek van f'en de x-as op het interval [2, 7].
Kies Ax=1.

Een gebied G wordt begrensd door de x-as, de grafiek van de
functie f(x) =2*en de lijnen x = -2 en x = 2.

Benader de oppervlakte van G met een Riemann-som van f op
het interval [—2, 2] met vier deelintervallen. Rond af op één
decimaal.

Verdeel je een interval in een groot aantal deelintervallen, dan

bereken je een Riemann-som met je rekenmachine.

a Bereken een Riemann-som van de functie
f(x) = x>+ 2x + 3 op het interval [-24, 6] met twintig
deelintervallen.

b Voer opdracht a nogmaals uit, maar nu met honderd
deelintervallen.

= Instructie rekenmachine | Riemann-som

Uitdagende route = maak opdracht U1
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06  Gegeven is de functie f(x) =

Ondersteunende opdrachten
12
2x+ 1
Je gaat de oppervlakte van het gebied tussen de grafiek
van fen de x-as op het interval [2, 6] benaderen door de
oppervlakte van de vier rechthoeken te berckenen.
a Hoe breed is elke rechthoek?
Vul in: de hoogte van de cerste rechthoek is f1...).

]
[

b
¢ Bereken de hoogte van elke rechthoek.
d Tel de oppervlakten van de rechthoeken bij elkaar op.

e Gegeven is de functie g(x) =
et

Benader de oppervlakte van het gebied tussen de grafiek
van g en de x-as op het interval [3, 7]. Kies deelintervallen
met lengte 1.

U1

Uitdagende opdrachten

Van de getekende piramide is het grondvlak 10 m bij 10 m.

De hoogte is ook 10 m. De inhoud van de piramide kun je

benaderen door de hoogte te verdelen in tien gelijke

intervallen. Het midden van een deelinterval is dan het

middelpunt van een balk met hoogte 1 en een vierkant

grondvlak.

Door de inhouden van de tien balken bij elkaar op te tellen,

krijg je een benadering van de inhoud van de piramide.

a Benader op bovenstaande manier de inhoud van de
piramide.

b Hoeveel procent wijkt je antwoord op opdracht a af

van de inhoud 7 van een piramide (7 = % G- h)?
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12.2 Integralen

Je leert - wat een integraal is
- hoe je een integraal gebruikt am een oppervlakte te berekenen

Leerroutes - ondersteunend: 9—010—11—12—13—14—15—16—17
- doorlopend: 9—10—11—12—13—14—15—16—17
- uitdagend: 10—11—13—14—15—16—17—U2—U3

Getekend zijn de grafiek van de functie

f(x) =116 — x> en delen van de grafieken van

de functies g(x) =4 — xen h(x) =4 + x.

- Hoe bereken je de oppervlakten van de groene
gebieden?

9  Gegeven is de functie f(x) = x2.
a Bereken met de rekenmachine Riemann-sommen van f op
het interval [0, 3] met 10, 30 en 100 deelintervallen.
b Naar welke waarde zullen deze Riemann-sommen naderen
als het aantal deelintervallen onbegrensd toeneemt?

Gegeven is een functie f op het interval [a, 5].

b

De integraal _[f (x)dx is de exacte waarde waar de Riemann-
a

sommen van fop het interval [a, b] naar naderen als het aantal
deelintervallen onbegrensd toeneemt, dus als Ax—0.
f(x) heet de integrand, a de ondergrens en b de bovengrens.

Is f(x) 20 op [a, b], dan is de integraal de exacte waarde van
de oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafiek van f,
de x-asen de lijnen x =aen x = b.

Voorbeeld

In de figuur is G het gebied begrensd door de grafiek van

fix) =%x2 + 1, de x-as en de lijnen x = 1 en x = 4.

Beschrijf de oppervlakte van G met een integraal.

Oplossing

De integrand is f{(x) =;11~x2 + 1, de ondergrens van de integraal is 1
en de bovengrens is 4.

4
De oppervlakte van G beschrijf je met de integraal J'(%x2 +1) dx.
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1"

12

13

Ondersteunende route = maak opdracht 010

Gegeven is de functie f(x) =*log(—x>+ 10x — 15).
a Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafick van fmet de x-as.

b G is het gebied ingesloten door de grafick van fen de x-as.

Beschrijf de oppervlakte van G met cen integraal.

Gegeven zijn de grafieken van de functies f(x) = —x> + x + 2,

g(x) =sin(x) en (x) = {5 — x%.
Beschrijf de oppervlakte van elk van de gebieden G met
een integraal.

b Benader de eerste integraal met behulp van een

Riemann-som op het interval [—1, 2]. Kies Ax = %
¢ In de laatste figuur is G een halve cirkel.
Bereken deze integraal op meetkundige wijze.

a Teken de grafick van de functie f(x) = 2.

5
b Bereken JZ dx met behulp van de grafiek.
1

G is het gebied tussen de grafiek van f(x) =5 — x en de x-as
op het interval [0, 5].

a Beschrijf de oppervlakte van G met een integraal.

b Bereken exact (meetkundig) de oppervlakte van G.

Een integraal kun je met je rekenmachine benaderen.
Daarover gaan de volgende opdrachten.

- Instructie rekenmachine | Oppervlakte en integralen

© Noordhoff Uitgevers bv
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12.2 Integralen

1
a1
a Stel een integraal op om de oppervlakte van het gekleurde
gebied te berekenen.
b Benader deze integraal met je rekenmachine.
Rond je antwoord af op twee decimalen.

14 Gegeven is de functie f(x) =

15 a Ploten schets de grafiek van f(x) = 3x2 — x°.
b Benader de oppervlakte van het gebied begrensd door de
grafiek van fen de x-as.

16 Benader de integralen. Rond zo nodig af op één decimaal.

[H | T 416
d —d
a Jsm(x) X c 1JX\E X
0 5
b [5-log(x?+ 1)dx d [(2¥+27)dx
—3 0

Ondersteunende route = maak opdracht 017

17  Gegeven zijn de functies f(x) = % xX>+leng(x)=4- % *
4

b
N
—3

2

X X
4ol 12 3 4 57 210 1 2 3 4 5
-1 =t

a Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafieken van fen g.

b Schrijf de oppervlakte van het gekleurde vlakdeel in de
linker figuur als een som van twee integralen en benader
deze oppervlakte in twee decimalen.

¢ Schrijf de oppervlakte van het gekleurde vlakdeel in de
rechter figuur als een verschil van twee integralen en
benader deze oppervlakte in twee decimalen.

Uitdagende route = maak opdracht U2 en U3
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Ondersteunende opdrachten

010  Gegeven is de functie f(x)=—x2+ 10x — 21.

a Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafiek van f'met de x-as.

b G is het gebied ingesloten door de grafick van fen de
x-as. De oppervlakte van G kun je benaderen met een
integraal.

Wat zijn de ondergrens en de bovengrens van de
integraal?

¢ Vulin.

De oppervlakte van G is I f(x)dx = I (...)dx.

/'

Uitdagende opdrachten

U2 Gegeven is de functie f(x) = %

G is het gebied begrensd door de grafiek van f, de x-as ,
delijn x =1 en de lijn x = pmet p > 1.

De oppervlakte van G is exact gelijk aan 1.

Benader p in vier decimalen.

U3 Van het maantje is de bovenste boog de grafiek van de
functie f(x) = 425 — x en de onderste boog een deel van

de grafiek van de functie g(x) = Y50 — x* = 5.
a Schrijf de oppervlakte van het maantje als verschil

van twee integralen.

b Benader de oppervlakte van het maantje in één
decimaal.

¢ Bereken de oppervlakte van het maantje langs
meetkundige weg exact.

o [\ L¥¥]
(
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12.8

18

19

204

Hoofdstelling van de integraalrekening

Je leert - wat een primitieve functie is
- hoe je een integraal exact berekent
- hoe je een primitieve van een machtsfunctie opstelt

Leerroutes «ondersteunend: 18—19—20—021—22—23—24—25—026—26
« doorlopend: 18—19—20—21—22—23—24—25—26—27
- uitdagend: 18—19—20—21—22—23—25—26—27—U4

G is het gebied begrensd door de grafick van

fx)=1+ ;l_yx, de x-as, de y-as en de lijn x = p.
O(p) is de oppervlakte van G.
- Wat is het functievoorschrift van O?
- Wat valt je op aan het functievoorschrift
van 0?7

In de figuur is de grafiek van een functie f getekend.

O(p) is de oppervlakte van het gebied begrensd door de grafiek

van f, de x-as, de y-asendelijn x=p, p20.

a Leguit dat de oppervlakte van het rood gekleurde gebied
gelijk is aan AO(p) = O(p + Ap) — O(p).

b Je kunt de oppervlakte van het rode gebied insluiten door
twee rechthoeken met breedte Ap. flp)
Leg uit dat geldt: Ap - f(p) <AO(p) < Ap - f(p + Ap).

c Als je de uitdrukking van opdracht b deelt door Ap dan

. AO(p)
krijg je f(p) < <f(p +Ap).

) als Ap—0?

flp +Ap)

Tot welke waarde nadert

d Leg uit dat hieruit volgt: O'(p) = f(p). 0

Gegeven is de functie f(x) = x% Voor p 20is O(p) de
oppervlakte van het gebied dat wordt ingesloten door de x-as,

P
de grafiek van £, de y-as en de lijn x = p, dus O(p) = Ixzdx.
0
a Leg uit dat uit opdracht 18d volgt O(p) = % p+C,
waarbij C een constante is.
b Waarom moet gelden dat O(0) = 0? Bereken C.

6
¢ Bereken exact Ixz dx.
0
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20  Gis het gebied begrensd door de grafiek van de functie
f(x) = x*, de x-as en de lijnen x =3 en x = 6.
O is de oppervlaktefunctie uit de vorige opdracht.
a Leguit dat de oppervlakte van G gelijk is aan O(6) — O(3).
6

b Bereken exact sz dx.
3

Voorbeeld

Het verband dat je in de vorige opdrachten hebt gevonden, Toon aan dat /(x) = %xﬁ een
heet de hoofdstelling van de integraalrekening: primitieve is van f{(x) = x> en

i}
bereken exact _[xs dx.
1

Lj[f(x) dx = F(b) — F(a) , waarbij F'(x) = f(x).

5 Oplossing
F(b) — F(a) wordt ook wel genoteerd als [F(x)]a. Fi(x) = % =, s
Een functie F waarvoor geldt dat F’(x) = f(x) heet een F'(x) = (%)
primitieve functie (of kortweg primitieve) van f. 3 '

Het vinden van een primitieve functie heet primitiveren. _[xs dx = [%xﬁ] = % v 30— % - 16= 121%
Het berekenen van een integraal met behulp van de ! :
hoofdstelling heet integreren.

N A

Ondersteunende route = maak opdracht 021
21 a Toon aan dat f(x) = x*een primitieve is van f(x) = 4x°.

2
b Bereken exact J4x3 dx.
0

22 a Toon aan dat f(x) = Zx\fa_c een primitieve is van

£(x) = 3x.
b Bereken exact J3\de.
4

1
23  Gegeven is de functie f(x) = =
a Differentieer f.

1
b Geef een primitieve functie van g(x) = g
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12.3 Hoofdstelling van de integraalrekening

24 Gegeven is de functie F(x) = x'..
a Differentieer F.
b Geef een primitieve functie van g(x) = x'’.

Voorbeeld

Een primitieve functie van de machtsfunctie f(x) = x” is Primitiveer f(x) = %j—
x\x
Flx) = ol Oplossing
ptl A 1 A
e i
Deze regel geldt voor alle waarden van p behalve p = —1. K2 ; ;
Fr)=——x13+1=Lx2
- 5. 1l__ 2
Flx)=-2 B S
.- -9
25 Waarom geldt de regel in de theorie niet voor p = —1?
Ondersteunende route = maak opdracht 026
26  Primitiveer.
B a /= ¢ f(v)=xx
1 1
b f(x)=@ d f(x)=ﬁ
27  Gegeven is de functie f(x) = \fa_c v
G is het gebied ingesloten door de grafiek van f, de x-as en
de lijn x = 2. .
a Bereken exact de oppervlakte van G.
b De oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafiek <
van f, de x-as en de lijn x = p is acht keer zo groot als de X
0 2 P
oppervlakte van G.

Bereken p.

Uitdagende route = maak opdracht U4
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Ondersteunende opdrachten

021 Indeze opdracht toon je aan dat F(x) = x° een primitieve

5

is van f(x) = 6x° en bereken je de integraal I6x5 dx exact.
i
a Differenticer Fen laat zien dat F’'(x) = f(x).
b Vulin.
2
fex*de=[..P=F(.)-F(.)=..— .= ...
i

026  Indeze opdracht ga je op zoek naar een primitieve functie van
1
fx)=+5=
T
a Schrijf fin de vorm f(x) = x”.
b Vul de gevonden waarde van p in de formule
1
F(x)=—— x"""in.
pt 1
¢ Vereenvoudig de breuk en schrijf F(x) zonder macht van x
met cen gebroken exponent.

A\
U4 Het vierkant met hoekpunten (=8, 0), (8, 0), y
(8, 16) en (=8, 16) wordt door de grafiek van de f 16 /
functie f(x) = x-i& in drie stukken: G|, G, en
G, met oppervlakte O,, O, en O, verdeeld.
Bewijs dat geldt: O, : (O, + 0;) =4: 3. G,
Gy G;
X
-8 0 8
\
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Je leert - hoe je een somfunctie primitiveert en integreert

- hoe je een functie van de vorm g(x]

Leerroutes - ondersteunend: 28—29—030—31

= fla - x + b) primitiveert

—32—33—34—35—036—36

» doorlopend: 28—29—-30—31—32—33—34—35—36—37
» uitdagend: 28—29—30—32—33—34—35—36—37—Ub

Janne probeert een primitieve functie te vinden
van f(x) = (x + 3)*. Haar klasgenoten Iris

en Anouk helpen haar. Janne controleert de
antwoorden van haar vriendinnen.

Beide antwoorden zijn goed.

» Hoe kan dat?

28 a Geef een functie F waarvoor geldt F'(x) = 3.
b Geef een primitieve van g(x) = 6x> + 5.

¢ Geel een primitieve van /(x) = 4x* + 6x* + 5.

Volgens mij is een Nee hoor, eerst de haakjes
F(x)= % (x + 3)°, F(x) = 3x°+3x%+ 9x
worden.

Uit de regels voor differentiéren kun je regels voor het
primitiveren en regels voor het integreren afleiden.

Regels voor het primitiveren
Als g(x) = ¢ f(x), dan is G(x) = ¢ * F(x).
Als s(x) = f(x) + g(x), dan is S(x) = F(x) + G(x).

Regels voor het integreren

ljc f(x)dx=c- Ejf(x)dx

?(f (x) + g(x))dx = bj f)dx + zj g(x)dx (somregel)

-

Voorbeeld
Primitiveer f{x) = 4x2 + 6 x.
Oplossing
De functie f'is te schrijven als

1
Sfx) = 42 + 6x2.
Een primitieve functie is
Fx)=4-13+6- lllxlé
2
F(x) = 1363 + 4xx

29  Primitiveer.

O - jv=3¢-40 ¢ h(x)=x-3x
B gxy=2%%¢ % d k(x) =(x*—2)
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Ondersteunende route = maak opdracht 030

30 Bercken exact.

4 9
a [(4x?—6x+5)dy ¢ J(x+Ddx
! 0
4 1 -1 x.4 + 1
b || #4625 4% ds
YB3tk
31 Gegeven is de functie f(x) = %
a Schrijf het functievoorschrift als de som van

machtsfuncties.
b Geef een primitieve van f.
32 a Toonaandat Fi(x) = x*en Fy(x) = x° + 12 beide
primitieven zijn van f(x) = 3x2.
b Laat zien dat F,(4) — F5(2) = F(4) — F|(2).
¢ Laat zien dat F,(b) — Fy(a) = Fy(b) — F\(a).

Voorbeeld

Een functie f'heeft meerdere primitieve functies. Als | een Stel de primitieve functies op van
primitieve functie van fis, dan is voor elke waarde van C de )= 13 5249
functie F5(x) = F)(x) + C ook een primitieve van f. 2 ’

b Oplossing
Omdat I f(x)dx = F|(b) — F|(a) = Fy(b) — F)(a) maakt het niet Een primitieve functie van fis

gx)= %x“ - %x3 o
De primitieve functies zijn dus

F(x) =%x4—%x3 + 2 C

uit welke primitieve van f'je bij het integreren gebruikt.

o

33  Geef de primitieve functies.

m a f(x)=2x*+4x - x+3 c g(x):—x5+.i._1

3
e~ 3%+ 5
b k(v)=1x -2y d hx)="—o—2> >
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12.4 Primitiveren en integreren

N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
34  Gegeven is de grafiek van de functie f(x) = 'JJ_c + T
x

Bereken exact de oppervlakte van het gekleurde gebied.

O = o w & owv

35  Gegeven zijn de functies g(x) = x> en f(x) = (3x — 4)%.

a Geef een primitieve van g.

b Als primitieve van f probeert Marjan f(x) = ¢+ (3x — 4)%.
Geef de afgeleide F’(x).

¢ Welke waarde moet ¢ hebben zodat F een primitieve
functie van f'is?

d Geef een primitieve van f.

e Gegeven is g(x) = X} en f(x) = g(ax + b).
Noem G de primitieve van g en F de primitieve van f.
Vulin: f(x)=... - Glax + b).

Voorbeeld

Als G een primitieve is van g en f(x) = g(a* x + b), dan is Geef een primitieve van

flx) =3~ 205,

Oplossing

In dit geval is a=—2, dus
F(x)=-+ -1+ (3-2x) ofwel

F(x)=—735(3 - 2x)°.

flx) = ,:1—, * G(ax + b) een primitieve van f.

Ondersteunende route = maak opdracht 036

36 Primitiveer.

B 2 fv=2-Gx+1p c h(x)=(1_2—6x)3
b gx)=2-(tx—1) d k(x)=\3x+5

37 Gegeven is de functie f(x) = —(2x Ty

De oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafiek van £,

de x-as en de lijnen x = 2 en x = p is gelijk aan é
Bereken exact de waarde van p.

Uitdagende route = maak opdracht U5
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Ondersteunende opdrachten

030  Gegeven is de functie f(x)=2x+ 3\].;.

4 Een primitieve van f(x) = x”
Je gaat de integraal j(2x +3yx)dx berekenen. . 1
i ISF()C):W P+1_
a Schrijf yx als macht van x.
b Primitiveer /. Gebruik de formule op het blaadje.
¢ Bercken F(4) en F(1).
d Vulin.
4

G siaide= [ Eh] S=Rs =R

1
Bereken exact.

e T(_N;+3)dx g }(ﬁ+%)dx
0 i
ij =L |

(3x% — x + 5)dx h |
1 300N

2dx

036  Gegeven is de functie f(x)=2\4x+ 1.

In deze opdracht ga je een primitieve functie van f bepalen.

a Geef een primitieve van g(x) = 2\/;.

b Vulin: f(x)=g(...), dus F(x) = - G(...).
¢ Geef een primitieve van f.

b
Uitdagende opdrachten
U5 Gegeven is de familie van functies g (x) = ax(12 — x). y
G is het gebied begrensd door de grafiek van g, de x-as en
de lijnen x = 2 en x = 8. De oppervlakte van G is 96.
a Bereken exact de waarde van a. !
10 8 '
b Verder is gegeven dat I g (x)dx = I g(x)dx =96 . .
P 2 :
Bereken de waarde van p. E
(0] 2
b
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38

212

Je leert - hoe je exact de oppervlakte berekent van een gebied dat ander de x-as ligt
- hoe je exact de oppervlakte berekent van een gebied ingesloten door twee grafieken

Leerroutes - ondersteunend: 38—039—40—41—042—43—44—45
- doorlopend: 38—39—40—41—42—43—44—45
- uitdagend: 38—39—40—41—43—44—45—Ub

Kayvan berekent de Riemann-som van

12x _
flx)= 214°P het interval [—4, 4]

met Ax = 1.
» Verklaar waarom hij als antwoord 0 vindt.

r--—-:}\
,/{

.

Gegeven zijn de functies f(x) = % x*—2eng(x)= —% vl

———————

/-

- - =4
I~

\{:----1

G| is het gebied ingesloten door de grafiek van fen de x-as en

G, 1s het gebied ingesloten door de grafiek van g en de x-as.

2 2
a Bereken exact I (%x2 —2)d% en j (—% x?+2)dx.

2y 45
b Hoe groot is de oppervlakte van G,?
v
Tot nu toe heb je de oppervlakte berekend van gebieden die 4
boven de x-as liggen. Als een gebied onder de x-as ligt, dan 3
kun je de oppervlakte van dat gebied berekenen door het te 2
spiegelen in de x-as. :
De oppervlakte van het gebied is dan gelijk aan
b b b = 32 o] 1 5 6 7
[(=f(x))dx==[f(x)dx of ook gelijk aan | [f(x)dx|. it
Voorbeeld
Oplossing
(7 1s het gebied ingesloten door grafiek van De grafiek van f'staat hierboven.
de functie f(x) = x> — 6x2 + 8x en de x-as De oppervlakte van G is
. 4 4
op het interval [2, 4]. ,J‘(xs —6x2 + 8x) dx = f[%le — 23+ 4x2] -
Bereken exact de oppervlakte van G. e ’
—((64 — 128+ 64)—(4— 16+ 16)) =4.
\
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39

40

41

b

Ondersteunende route = maak opdracht 039

Gegeven is de grafick van de functie f(x) =2x — % . y
De grafick van f, de x-as en de lijn x = 6 sluiten een gebied G
in dat uit twee stukken bestaat.

Bereken exact de oppervlakte van G.

Gegeven zijn de functies f(x) = \fﬁg en g(x) = é ;o

a Ga na dat de grafieken elkaar snijden in (0, 0) en (8, §).

b Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat wordt
ingesloten door de x-as, de grafiek van f'en de lijn x = 8.

¢ Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat wordt
ingesloten door de x-as, de grafiek van g en de lijn x = 8.

d Bereken exact de oppervlakte van het gekleurde gebied G.

8

e Leguit dat opperviakte G = I(f (x) — g(x))dx.
0

Gegeven zijn de functies f(x) = % xt—2Zengx)=x+2,
Het gebied G wordt ingesloten door de grafieken van fen g. y
a Controleer dat de graficken elkaar snijden in de punten
(=2, 0) en (4, 6).
b Door beide graficken 3 omhoog te schuiven, ontstaan de g
grafieken van de functies p en q.
Geef de functievoorschriften van p en g.
¢ Bereken de oppervlakte van het gebied dat wordt ingesloten f
door de grafieken van p en ¢.

d Toon aan dat g(x) — f(x) = g(x) — p(x). X

e Leguit dat je de oppervlakte van G ook direct kunt N/
4

berekenen met de integraal I (g(x) — f(x))dx.
-2

Hoe bereken je exact de oppervlakte van een gebied dat wordt

ingesloten door de grafieken van twee functies?

1 Plot de grafieken en bereken de x-codrdinaten van de
snijpunten van beide graficken.

2 Stel één of meer integralen op die de oppervlakte weergeven.
Let daarbij op de onderlinge ligging van de graficken.

3 Bereken de integraal of de integralen en geef de oppervlakte.
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12.5 Oppervlakte en integralen

De grafieken van de functies f{x) = x> — &2 + 15x en g(x) = 3x

sluiten het gebied in dat in de tekening is gekleurd.

Bereken exact de oppervlakte van dat gebied.

Oplossing

1 De oplossingen van f{x) = g(x) ziinx=0,x=2enx = 6.

2 Tussenx =2 enx = 6 ligt de grafiek van g boven de grafiek van f.
6

De oppervlakte wordt berekend met _[(g(x) — f(x)) dx.
2

6 4]
3 [(a3+ 82— 12x) dx = [4x# +§x3 - 62| = 423, dus de opperviakte is 423. ﬂ
2 2

-

42  Gegeven zijn de functies uit het voorbeeld.
Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat door de
grafieken van fen g worden ingesloten op het interval [0, 2].

43  Gegeven zijn de functies f(x) =47 —2xen g(x) =3 —x+ 1.
De graficken snijden elkaar in de punten (—1, 3) en (3, 1).
Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat door de beide
grafieken worden ingesloten.

Ondersteunende route = maak opdracht 044

4hL  Gegeven zijn de functies f(x) = x>+ 6xen
m )=~ +Adx2+ 125,
a Bereken exact de oppervlakte van elk van de gebieden die
worden ingesloten door de grafieken van fen g.
b Controleer het antwoord bij opdracht a door de oppervlakte
te berekenen met je rekenmachine.

45  Op het interval [0, 2n ] zijn de grafieken getekend van de :
functies f(x) = sin(x) en g(x) = cos(2x). $ , g/

a Controleer met een berekening dat de graficken een punt

gemeenschappelijk hebben voor x = é‘i‘[, x= % men g \/ V
-1

-1
x—lzn.

b Bereken de oppervlakte van elk van de twee gebieden die
worden ingesloten door de graficken van fen g.
Rond af op één decimaal.

Uitdagende route = maak opdracht U5
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Ondersteunende opdrachten

039  Gegeven is de grafiek van de functie f(x)= i e h s y
In deze opdracht bereken je de totale oppervlakte van de - f
gebieden ingesloten door de grafiek van £, de x-as en de y-as. \
a Losexact op f(x)=0. 3

b Het gebied G, ligt boven de x-as en het gebied G, eronder. 2
Met welke integraal kun je de oppervlakte van G,
berekenen? En met welke integraal de oppervlakte van G,? Gy G,

¢ Bercken exact de totale oppervlakte van de twee gebieden. 7| ZWG 7 8 9
-1

044 Gegeven zijn de functies f(x) = x*—6xen
g(x)=—x —4x* + 10x.
a Bercken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafieken van fen g.
b Op welk interval ligt de grafiek van fboven de grafiek
van g?
¢ Leg uit dat je de oppervlakte van dat gebied kunt

0
berekenen met J (f(x) — g(x))dx.
24

d Vereenvoudig de uitdrukking f(x) — g(x).

e Bereken exact de oppervlakte van het gekleurde gebied
links van de y-as.

f Bereken op een vergelijkbare manier ook de oppervlakte
van het gekleurde gebied rechts van de y-as.

g Controleer de antwoorden van de opdrachten e en f door de
oppervlakten te berekenen met je rekenmachine.

b

Uitdagende opdrachten

U6 Gis het gebied ingesloten door de grafieken van de functies y

f(x) = x"en g(x) ={x.

a Neem n = 2 en bereken exact de oppervlakte van G. 1
b Bewijs dat de oppervlakte van G voor elke gehele

waarde van n groter dan 1 gelijk is aan z T
n
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46

47

48

49

216

Gemengde opdrachten

. . 1
Gegeven is de functie f(x) =—
X

G is het gebied ingesloten door de grafiek van f, de x-as en

delijnen x=1en x =p.

a Kies p =10 en bereken exact de oppervlakte van G.

b Kies p = 100 en bereken exact de oppervlakte van G.

¢ Naar welke waarde nadert de oppervlakte van G als p
onbegrensd toeneemt?

Het gebied & wordt ingesloten door de x-as en de grafieken

van de functies f(x) =v—12x en g(x) = 246 — x.

a Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de
graficken van fen g.

b Stel integralen op waarmee je de oppervlakte van G kunt
berekenen.

¢ Bereken exact de oppervlakte van G.

In de figuur zie je langs de y-as een deel van de grafieken van

de functies f(x) = (3 — x)(2x> + 7x + 13) en g(x) = 39 — x°.

a Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafieken.

b De graficken sluiten twee gebieden in.
Toon aan dat de oppervlaktes van deze gebieden even groot
zijn.

12x+9

16x* + 48x3 + 36x2

a Toon algebraisch aan dat de noemer van f{x) geschreven
kan worden als 4x%(2x + 3)°.

b Laat algebraisch zien dat het functievoorschrift van f

1 1

42 (2x+3)

Gegeven is de functie f(x) =

geschreven kan worden als f(x) =

¢ Bereken exact T [2x+9
i 16x* + 48x% + 36x2
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Onderzoeksopdrachten

50

51

Gegeven is de familie van functies f,(x) = x", met x> 0.

Op de grafiek van f, ligt het punt P(a, b). De rechthoek met

hoekpunten O(0, 0), A(a, 0), P en B(0, b) wordt door de

grafiek van f in twee gebieden verdeeld.

a Inde figuur is de situatie getekend voor n = 2.
Bewijs dat de oppervlaktes van de twee gebieden zich
verhouden als 1 : 2.

b Onderzoek de verhouding van de twee oppervlaktes voor
n=3.

¢ Formuleer een algemene regel voor de verhouding van de
twee oppervlaktes voor elke gehele waarde van » groter
dan 1 en bewijs de regel.

d Onderzoek of de regel ook geldt voorn = 1.

In een rechthoek met lengte 4 en breedte 8 zijn
achtereenvolgens een rechthoek, een driehoek, een parabool
en een halve cirkel gekleurd.

De figuren worden langs een verticale lijn doorgeknipt.
Onderzoek voor elk van de figuren op welke afstand van de
linker zijde van de rechthoek de figuur moet worden
doorgeknipt, zodat de oppervlaktes van de twee gekleurde
stukken even groot zijn. Geef je antwoord zo mogelijk exact
en anders in één decimaal.
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Integraal, integrand en oppervlakte

b
De integraal I f(x)dx is de exacte waarde waar de Riemann-

sommen van f op het interval [a, b] naar naderen als het
aantal deelintervallen onbegrensd toeneemt, dus als Ax—0.
f(x) heet de integrand, a de ondergrens en b de bovengrens.
Is f(x) 20 op [a, b], dan is de integraal de exacte waarde van
de oppervlakte van het gebied ingesloten door de grafiek
van f, de x-asen de lijnen x =aen x = b.

e

S1  Gis het gebied begrensd door de grafieck van de functie
f(x)=2% de x-as, de y-as en de lijn x = 3.
a Stel een integraal op om de oppervlakte te berekenen.
b Benader de integraal met de rekenmachine in drie
decimalen.

Vaardigheid

Je kunt de oppervlakte van een gebied onder een grafiek
benaderen.

Voorbeeld

de y-as en de lijn x = 2 met een Riemann-som
met vier deelintervallen. Rond af op twee
decimalen. x=

4>

— 11 —13
x—lzenx—lz.

De middens van de deelintervallen zijn

De totale oppervlakte van de rechthoekjes is

T (A +AD +1H) +A13)) = 1,36.

Is f'een functie met f(x) >0 op een interval [a, b] en G het L /
gebied begrensd door de grafiek van £, de x-as en de lijnen /
x =aen x = b, dan benader je de oppervlakte van G met een —_— / i
Riemann-som van f op het interval [a, b]. /./ E 5 G |
Daartoe verdeel je [a, b] in n gelijke deelintervallen met / ! | ' :
breedte Ax. Als m1,,m,,... m, de middens zijn van de I | - :
deelintervallen, is de Riemann-som gelijk aan E i E i
) Ax+ f(my) - Ax + ... + f(m,) - Ax. a0 ! :
at f t b
oy M My
Benader de oppervlakte van het gebied begrensd Oplossing
door de grafiek van de functie f(x)= %xz, de x-as, De lengte van een deelinterval is % = %
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S2 Benader de oppervlakte van het gebied begrensd door de

grafiek van f(x) = 4‘\[2_36 — 2x en de x-as op het interval [0, 8]
met een Riemann-som met vier deelintervallen. Rond af op
twee decimalen.

Vaardigheid

Je kunt een integraal exact berekenen.

Je kunt een integraal exact berekenen met behulp van de
hoofdstelling van de integraalrekening.

Als feen functie is op het interval [a,b] en Fis een

b
b
primitieve van £, dan geldt [f(x)dx =[F(x)], = F(b) - F(a).
a
Een functie F waarvoor geldt dat F'(x) = f(x) heet een
primitieve functie (of kortweg primitieve) van f.
Het vinden van een primitieve functie heet primitiveren.

R

S3  Gegeven is de functie f(x) = x2.
a Teken het gebied waarvan je de oppervlakte exact kunt
berekenen door F(3) — F(2) te berekenen.
b Bereken deze oppervlakte exact.

Vaardigheid Voorbeeld

Je kunt een primitieve van een machtsfunctie opstellen. Geef een primitieve functie van
Als f(x) = x" (p# — 1) dan is de functie fx) = xVx.
1 - Oplossing

— p+1 1

Fixl p+1 Sl L L f(x) is te schrijven als f(x) =x'z.

Een primitieve is

_ 1 23
F(x)= = - x°7 ofwel
27
Fx) =222

S4 a Geef een primitieve functie van f(x) = xZ\/J_c.

S : 1
b Geef een primitieve functie van f(x) = —

xP

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 12 Integreren 219



Samenvatting

Vaardigheid

Je kunt een somfunctie primitiveren en integreren.
Regels voor het primitiveren

Als g(x) = ¢ f(x), dan is G(x) = ¢ * F(x).

Als s(x) = f(x) + g(x), dan is S(x) = F(x) + G(x)
Regels voor het integreren

lj[c ~flaydx =g Ejf(x)dx

lj.(f (x) + g(x))dx = ? f(x)dx + zj[ g(x)dx (somregel)

%

Voorbeeld

1
Bereken exact I(%x3 +x2 —2x) dx.
Oplossing

1

[ 432 20) de =
%

S5  Bereken exact.

a j(:%j; + %) dx

t4x+1
X dx

b 3

i X

Vaardigheid

Je kunt een functie van de vorm flx) = [a - x + b)"
primitiveren.

F(x)= % * G(ax + b) een primitieve van g

Als G een primitieve is van g en f(x) = g(a* x + b), dan is

Voorbeeld

Geef een primitieve van f(x) = I

Gx— 1)}

Oplossing

Een primitieve van g(x) = % is G(x) = —%

5

m ofwel

Een primitieve van fis F(x) = % .

1
FO) =5 1y

e

S6 Primitiveer.
a f(x)=2(5-2x)*
b gx)=-2(3x-3)"
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Vaardigheid

Je kunt exact de oppervlakte berekenen van een gebied dat
onder de x-as ligt.

De oppervlakte van een gebied dat onder de x-as ligt en
begrensd wordt door de grafieck van een functie £, de x-as en

e

b
de lijnen x = a en x = b bereken je met de integraal — I f(x)dx

b a
[ f(x)dx

a

of ook wel met de integraal

Voorbeeld

Bereken exact de oppervlakte van het
gebied dat ingesloten wordt door de
grafiek van f(x) = x= — 4, de x-as en
de lijn x =—1.
Oplossing
Met een plot zie je dat het gebied
onder de x-as ligt. De oppervlakte is

2 2
f_[(x —4)ydx= ﬁ[%x3 = 4x] =
-1

=1

S7

Vaardigheid

L

Voorbeeld

Berecken exact de oppervlakte van het gebied dat wordt
ingesloten door de grafiek van f(x) = x — 2‘\[3_(' en de x-as.

Je kunt de oppervlakte exact berekenen van een gehied

ingesloten door twee grafieken.

1 Plot de graficken en bereken de x-codrdinaten van de
snijpunten van beide graficken.

2 Stel één of meer integralen op die de oppervlakte weergeven.
Let daarbij op de onderlinge ligging van de grafieken.

3 Bereken de integraal of de integralen en geef de oppervlakte.

Bereken de oppervlakte van het gebied, begrensd door de
graficken van de functies f(x) = —x2 en g(x) = x2 — 4x.

1 Snijpunten: —x2 = x% — 4x ofwel x2 — 2x = 0.
Dat geeft x =0 of x =2.

2 De oppervlakte is gelijk aan
2 2
[(=22 =2 = 4x)) dx =[ (22 + 4x) dx.
0 0

2 2
Ry 0 =[-2.,3 ol . g
3 6[(2x+4x)dx [-2 +2x]0— 2.8+2-4=22

S8

Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat wordt

ingesloten door de grafieken van f(x) =4 — —en

e
g(x)=5x—-17.
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Test jezelf

T1  Gegeven is de functie f(x) = y2x>+ 7.
G is het gebied begrensd door de grafiek van f, de x-as, de y-as

en de lijn x = 6.

a Benader de oppervlakte van G met een Riemann-som
van f met drie deelintervallen. Geef het antwoord in
twee decimalen.

b Stel een integraal op om de oppervlakte van G te
berekenen.

¢ Benader de integraal in twee decimalen.

- N W B U Oy N 00 W

o

T2  Primitiveer.
3 6
= 5 == e
a f(x)=3x+8x—-4 d f(x) A 52

8 246
b f(x)=9Bx+ i f(x)=%

¢ f(x)=6xTx* —4x ffx)= (7%3)3
T3  Gegeven is de functie f(x) = x\f; = 3x. v

Bereken exact de oppervlakte van het vlakdeel dat wordt
ingesloten door de grafiek van f'en de x-as. .
0
¥

6
Th  Gegeven zijn de functies f(x) = en ¥
x +4x

g(x) =1+ Yog(5 —x).
a Laat met een berekening zien dat de grafieken van fen g |

elkaar snijden voor x = | en voor x = 4.
b De graficken van fen g sluiten een gebied in.

Benader de oppervlakte van het gebied in twee decimalen.

0 -
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15

T6

17

Gegeven zijn de functies f(x) = % x2+2eng(x)= 4\& —4.
De grafieken van f'en g raken elkaar in het punt (4, 4).
Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat wordt
ingesloten door beide graficken en de y-as.

Gegeven zijn de functie f(x) = Sen de lijnen

1

l:y=%enm:y=8.

a Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van /en m
met de grafiek van f.

b Bereken exact de oppervlakte van het gebied begrensd
door de grafiek van fen de lijnen ! en m.

X
G iin de functi x) = x)=—
egeven zijn de functies f(x) e en g(x) =

a Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de
graficken van fen g.

b Bereken exact de oppervlakte van het gebied dat wordt
ingesloten door beide grafieken en de lijn x = 4.

¢ Het gebied begrensd door de grafiek van £, de x-as en de
liinen x =1 en x =p met p > |, wordt door de grafiek
van g verdeeld in twee delen met gelijke oppervlakte.
Bereken p exact.

© Noordhoff Uitgevers bv

(4, 9)

0

Hoofdstuk 12 Integreren 223



Extra oefening

Je kunt de oppervlakte van een gebied onder een grafiek
benaderen.

E1 Gegeven is de functie f(x) =4 — %xz. G is het gebied
ingesloten door de grafiek van £, de x-as en de y-as.
a Bereken exact een Riemann-som van f'op het interval
[0, 4]. Neem Ax = 1.
b Bereken exact de oppervlakte van G

Je kunt een integraal gebruiken om een oppervlakte te
berekenen.

E2 Gis het gebied onder de grafiek van f(x) = 2x + 3 op het
interval [—1, 4].
a Schrijf de oppervlakte van G met een integraal.
b Bereken meetkundig de oppervlakte van G.
¢ Controleer je antwoord op opdracht b door de integraal te

berekenen.

Je kunt een integraal exact berekenen.

E3  His het gebied onder de grafiek van f(x) = 8x — 2x2 op het
interval [1, 4].
Bereken exact de oppervlakte van H.

Je kunt een primitieve van een machtsfunctie opstellen.
E4  Primitiveer.

1
a flx)=x" c /0=T%

X

1
xﬁ/;

Je kunt een somfunctie primitiveren en integreren.
ES  Primitiveer.

b f(x) = d fx)=

a f()=(x+1)x-5) ¢ f(x):"‘z_lf‘+30
x2—13x+ 30

b f(x)=6x(x+4x) d f(x)= s
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Eé

E7

E8

E9

E10

Je kunt een functie van de vorm flx] = (ax + b)" primitiveren.
Primitiveer.

a f(x)=(@x+2) b flx)=

-
(5x—3)

Je kunt exact de oppervlakte berekenen van een gebied dat

onder de x-as ligt.

Gegeven is de functie f(x) =x— 3\/;.

a Plot en schets de grafiek van f.

b Bereken exact de nulpunten van f.

¢ Bereken exact de oppervlakte van het gebied ingesloten
door de grafiek van fen de x-as.

Je kunt exact de oppervlakte berekenen van een gebied
ingesloten door twee grafieken.

Gegeven zijn de functies f(x) = % (5x — xz)\/; en g(x) = 2'\[.7_&

a Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafieken.

b Bereken exact de oppervlakte van elk van de twee
gebieden, ingesloten door de twee grafieken.

Gegeven is de functie f(x) = m

G is het gebied begrensd door de grafiek van f, de x-as en de
liinen x=—-2en x = 1.

a Stel een integraal op om de oppervlakte G te berekenen.
b Bereken de integraal in twee decimalen.

Gegeven is functie f(x) =+x — 4. De oppervlakte van het
gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van f'en de lijn
X =pmet p>4,is gelijk aan 2-\6.

Bereken p.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Oppervlakte onder een parabool

In 1906 werd in een klooster te Constantinopel een brief
gevonden van Archimedes (287-212 v.Chr.) aan Eratosthenes
(276-194 v.Chr.). Archimedes schrijft daarin onder meer dat
een segment van een parabool 413 is van de driehocek, die dezelfde
grondlijn en dezelfde hoogte heeft.

Archimedes introduceerde hiermee de zogenaamde
uitputtingsmethode voor het berekenen van de oppervlakte
onder de boog van een parabool.

Anders dan bij de Riemann-som waarbij rechthoekjes worden
gebruikt, wordt hier de oppervlakte opgevuld met driehoekjes.

Je gaat onderzoeken of de bewering van Archimedes klopt.
Van parabool p ligt de top in C, is lijn CM de symmetrieas

en is punt P het midden van lijnstuk 4 M. De lijn PP, snijdt
lijnstuk AC in punt P, en p in P,.

Dan is P, het midden van lijnstuk PP, vanwege gelijkvormige
driehoeken. Ook blijkt P, het midden van lijnstuk P, P, te zijn,
wat je kunt nagaan met een berekening.

Dan gelden de volgende beweringen:

opp AP \P,C= i— opp AP, P;C (halve basis)

opp AAP P, = ]5 opp AAP | P, :% opp AAPP, (idem)
opp AAPP, = % AAMC (gelijkvormigheid)
Opdracht

Noem D de oppervlakte van drichoek A BC.
Volgens Archimedes is de oppervlakte onder de parabool %11).

a Laat zien dat geldt opp AACP, = % opp AABC.

Op dezelfde manier vind je dat opp AP,CQ, = % opp AACP,.
Leg uit dat de oppervlakte ingesloten door de
parabool en het lijnstuk 4B geschreven kan worden als

D+_'§D+4'8.SD+...
S 11\ g/ T T3

d Laatziendatl)+2-%l)+4-%-é[)+...:%1).
e Kies bij de parabool de functie f(x) = k> — x°.
Om te laten zien dat P, het midden van lijnstuk PP, is,

vul je x = —% k in. Druk P,P; uit in k.

k
Druk opp AABC uit in k en bereken j f(x)dx.
Sk

Formuleer je conclusie.

Gate Opens 16:30

Vaardigheden 6
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B _ CE ] In dit hoofdstuk
_ - In de eerdere hoofdstukken heb je geleerd te werken met
._' 4 - exponentiéle functies en in hoofdstuk 7 heb je kennis 4
gemaakt met logaritmen.
N =
In dit hoofdstuk ga je dieper in op het oplossen van
‘- exponentiéle vergelijkingen en vergelijkingen met

logaritmen. Daartoe leer je een aantal rekenregels met
betrekking tot logaritmen. Verder leer je om exponentiéle
en logaritmische formules te herleiden tot een andere vorm,
en ook te bewijzen dat twee functies hetzelfde zijn. In de
laatste paragraaf wordt aandacht besteed aan wiskundige
modellen, dat wil zeggen een beschrijving van een proces of
verschijnsel door middel van formules.

Het onderwerp exponentiéle en logaritmische functies komt
weer terug in een volgend deel.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Probleem oplossen en analytisch denicen opdracht 42
- Formules manipuleren opdracht 12
- Modelleren en algebraiseren opdracht 35
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Voorkennis

V1  Gegeven zijn de functies f(x)=4- (%)x, gx)=2-1,7%,
1

h(x)=5-x"7,i(x)=17 - x* en j(x) =7 1,0001~.

a Welke van deze functies zijn exponentiéle functies?

b Welke van deze functies zijn stijgend? Verklaar je antwoord.

¢ Bereken voor elke functie exact de coérdinaten van het
snijpunt van de grafiek met de y-as.

Voorbeeld

De exacte oplossing van de vergelijking g* = a heet de a Los exact op 72x =3,
logaritme van a voor het grondtal g. Je noteert deze b Van welke exponentiéle vergelijking
" _2 '
oplossing als x = flog(a). isx= log(11) de oplossing?
Oplossing
Basisregel: Uit g% = a volgt b = flog(a) en omgekeerd: a Uit72r=3 volgt 2x = 710g(3)
uit ¢log(a) = b volgt a = g°. disg= L Tiop(3)
S i 2
Al b e B e L b x=2log(11) is de oplossing van
Er geldt: ¢log(1) =0 voor g>0en g# 1. 2X =11.
N 8

V2  Los exact op.
a 5*=10 € =9
b 8=3 d 4*=7

V3  Stel een exponentiéle vergelijking op waarvan de oplossing is

gegeven.
a x="4og?) c x=13-log(2)
b x=2-3log(6) d x=1+"3og(l2)
De grafieken van f{(x) = g* en k(x) = &log(x) zijn elkaars y
spiegelbeeld in de lijn y = x. j fy=gy y=x
functie flx)=g* k(x) = ¢log(x)
3
domein D;=R D, = (0, > 5
bereik B,={0,-) B, =R /
i s k
=9]
S =0 x=0 ) T-ﬁb ,;m 3 oz? (x)5 8
snijpunt assen 0,1) (1,0) =3
-2
-3
-
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V4  Geef van elke functie het domein en de vergelijking van de
asymptoot van de grafiek.
a f(x)=-12+log(4x - 8)
g(x)=4-%log(15 - 3x)

V5 a De grafiek van f(x) = log(x) wordt gespiegeld in
de lijn y = x.
Vul in: de beeldgrafiek hoort bij de functie ...
b De functie f(x) = ¢log(x) is dalend.
Wat weet je over de waarde van g?

Vé a Ploten schets in én figuur de graficken van f(x) = (%)x

1
en g(x) = 2log(x).
b Controleer dat het snijpunt van de graficken op de lijn

y = x ligt.
Voor het rekenen met logaritmen geldt de rekenregel Schrijf 8log(5) als een logaritme met
Pog(a) grondta! 2.
flog(a) = n (h>0enb=1). Oplossing
og(g) 8lo0(5) = —1080) _ Hlog(5) _ 1 3 s
Met deze regel kun je elke logaritme herschrijven naar 0g(5) Zlog(8) 3 3 ~108(5)
logaritmen met een ander grondtal.
-

V7 a Druk 3log(25) uit in logaritmen met grondtal 10.
1
b Druk ’log(15) uit in logaritmen met grondtal 6.

V8  Toon met behulp van de rekenregel aan dat
a Slog(17)=1+log(17)
b log(20) =2 - 2log(20)

V9  Het functievoorschrift N(7) = 4 - 3"*! is te herleiden tot
N(f)=4-3"-3 en dus tot N(t) =12 - 3.
Schrijf in de vorm N(¢) = b+ g'.
a N()=23" c N(t)=372+¥
b N(7)=15-24 d No=(4)"
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Je leert - hoe je vergelijkingen met exponenten en logaritmen exact kunt oplossen
» hoe je een verdubbelingstijd of halveringstijd berekent

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—3—04—5—6—7
» doorlopend: 1—2—-3
- uitdagend: 2—3—4—5—

Een beleggingsfonds belooft de klanten een

toename van de waarde van de beleggingen
van 4% per jaar.

» Hoe kun je een schatting geven van het

aantal jaren dat verloopt totdat de waarde
is verdubbeld?

1 a Los2°*=_8exact op door beide kanten van de
vergelijking te schrijven als macht van 2.

b Los3- (é)zﬁs - Qfﬁ exact op door beide kanten van de

vergelijking te schrijven als machten met hetzelfde
grondtal.
¢ Laat zien dat x = —1 + *log(6) de oplossing is van de
vergelijking 317~ = 6.
l "
d Losexactop 5% =2,

x = flog(a) is de exacte oplossing van de vergelijking
g* = a. Je gebruikt deze eigenschap om de exacte oplossing
van vergelijkingen met exponenten of logaritmen te vinden.

Los exact op 2! ~¥ =125, Los exact op Jlog(2x — 1) = 5.

Oplossing Oplossing

1 — x=2log(25) 2x—1=3°5

—x =—1 + 2log(25) 2x=1+243

x=1-2log(25) 2x =244
x=122

162 Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies

Los exact op (%)31—2 = 14.
Oplossing
1
3x—2="log(14)
1
3x =2+ 2log(14)
1

x=2+1 Zlog(14)
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2  Los exact op.

a 7"x=21 c 3 '=81

1
b Zlog(l —2x)=3 d 1+3og(x—1)=-2

3 log¥(x) betekent ((log(x))>.
Gegeven is de vergelijking *log?(x) — 5 - *log(x) = 6.
a Stel *log(x) = p en berekenen de oplossingen voor p.
b Welke waarden van x volgen hieruit?

Ook bij sommige vergelijkingen met exponenten en logaritmen

kan het handig zijn een substitutie te gebruiken.

Los exact op log?(x) — log(x) = 2. Losexactop2*—5 -2 =4.

Oplossing Oplossing

Stel log(x) = p, Vermenigvuldig links en rechts met 2%,

;i:z’: iergiﬂ;_]l:r(l]g wordt p2 —p=2. (2P —5=4 -2

4 _ Stel 2X= p, de vergelijking wordt
(p—2)(p+1=0 B ool
B B p-—4p—5=0

v (p=3)p+1)=0

log(x)=2 of log(x) = —1 p=Jofp=—»

x=102=100 of x=10"1 =75 2=50f2x=—1
Uit 2* = 5 volgt x = log(5).
2¢=—] heeft geen oplossing.

Ondersteunende route - maak opdracht 04

4 Losexact op.

1
B 2 3»-7-3+6=0 d Zlog(x) =25
b 3*-6-3*=5 e Zogix)+3-%og(x)+2=0
¢ 6%—4-6=0 f 25 —3-5=28
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11.1  Vergelijkingen met exponenten en

5  Bij een exponentieel groeiproces hoort de functie

A(#) = 600 - 0,8". De beginhoeveelheid is 600 en ¢ is in uren.

a Bereken algebraisch hoelang het duurt voordat die
hoeveelheid is gehalveerd. Rond af op ¢én decimaal.

b Op een gegeven moment is de hoeveelheid 100.
Bereken hoeveel tijd er verloopt tot die hoeveelheid is
afgenomen tot 50. Rond af op é&n decimaal.

¢ Leg uit: bij een exponentieel groeiproces met groeifactor
0.8 is de tijd die nodig is om te halveren onafhankelijk
van de beginhoeveelheid en gelijk aan de oplossing van de
vergelijking 0,8 = 0,5.

Bij een exponentieel groeiproces met groeifactor g is de
verdubbelingstijd de tijd die nodig is om een hoeveelheid te
verdubbelen. Deze tijd is de oplossing van de vergelijking
gh=2.

De halveringstijd is de tijd die nodig is om een hoeveelheid te
halveren. Deze tijd is de oplossing van de vergelijking g’ = %

De halveringstijd noem je ook wel halfwaardetijd.
X

6  Het volume van de stam van een spar neemt per jaar met

gemiddeld 5% toe.

a Stel een vergelijking op waarmee je de verdubbelingstijd
voor het volume kunt vinden.

b Benader deze verdubbelingstijd in hele jaren nauwkeurig.

¢ Na hoeveel jaar is het volume van de spar
verachtvoudigd?

d Hoeveel keer past de verdubbelingstijd in de tijd die nodig
is om de hoeveelheid acht keer zo groot te maken?

7 In 2011 leidden een aardbeving en een tsunami tot grote
problemen in de Japanse kerncentrale Fukushima. Een
kernramp volgde en er kwam radioactief materiaal vrij,
onder andere jodium-131 en cesium-137. De halfwaardetijd
van jodium-131 is 8 dagen en die van cesium-137 is 30 jaar.
a Bereken voor beide elementen hoelang het duurt totdat
de radioactiviteit is teruggebracht tot 5%.

b Stel dat het gebied als veilig wordt beschouwd als de
radioactiviteit is teruggebracht tot 0,1%.
Hoeveel keer langer duurt dit bij cesium-137 dan bij
jodium-131? Rond je antwoord af op tientallen.

Uitdagende route - maak opdracht U1 en U2
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Een groeiproces wordt beschreven door
de formule 4 = 30 - 1,4

Bereken de verdubbelingstijd, afgerond
op twee decimalen.

Oplossing

g=1,4duslosop 1,4/ =2,

t=1410g(2) = 2,06
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Ondersteunende opdrachten

04  Je gaat de vergelijking 9* — 4 + 3* = 12 exact oplossen.

A\

a
b
c
d

Verklaar stap 1 van de berekening op het blaadje.
Welke rekenregel is gebruikt bij stap 2?

Wat gebeurt er in stap 3?

Maak de berekening op het blaadje af.

Los exact op.

e
f

45 -3-42=0 h 2ogX(}x)=16
(1) +2-(14) =3 i 49v+2-7*=38
Slopr(x) tiloglx) =12 | 5655 +5=0

9 _4.3%=12
(32)-4.Bx=12
(392 - 4.2%=12

p2~4—p~12:0
(P~ )p+..)=0
p=of p=1=
S . @f %=,
A=l of X= ...

N ® O s N A

Uitdagende opdrachten

-

U1l a

b

Plot en schets in één figuur de grafieken van f(x) = x?

en g(x) =2+~

Bereken de codrdinaten van de snijpunten van de grafieken
van f'en g. Rond zo nodig af op twee decimalen.

Bereken ook de codrdinaten van de snijpunten van de
grafieken van f(x) = x?en A(x) = 1,1%.

Rond af op één decimaal.

Voor welke waarden van a heeft de grafiek van de functie
k(x) = a* met a > 1 precies één punt gemeenschappelijk
met de grafiek van f(x) = x*? Rond af op één decimaal.

UZ  Gegeven is een groeiproces met een groeipercentage van p%.

b
c
d

Leg uit dat de groeifactor kan worden geschreven als

1 +0,01p.

Leg uit dat voor de verdubbelingstijd geldt r = +9017og(2).
Plot en schets de grafiek van .

In de economie wordt vaak de volgende vuistregel

. 70
gebruikt: verdubbelingstijd = -
groeipercentage
Komt deze regel goed overeen met de formule uit

opdracht b?
Tot welk groeipercentage wijkt het resultaat van de
vuistregel minder dan 5% af van de exacte waarde?
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Je leert - wat de rekenregels voor logaritmen zijn

Leerroutes - ondersteunend: 8—9—010—11—12—13

In een land waar slechts weinig mensen zijn

ingeént, is een mazelen-epidemie uitgebroken.

Het aantal patiénten wordt driemaal zo groot

in ongeveer 5 dagen en tweemaal zo groot in

ongeveer 3 dagen.

» In hoeveel dagen, ongeveer, wordt het aantal
patiénten zesmaal zo groot?

* In hoeveel dagen, ongeveer, wordt het aantal
patiénten achtmaal zo groot?

« doorlopend: 8—9—10—11—12—-13

- uitdagend: 8—9—10—11—13—U3

x =7log(11) is de exacte oplossing van 3* = 11.

Wat is dus de waarde van 3'log(11)?

Geef zonder de rekenmachine te gebruiken de
uitkomsten van 27053 (0,37 ep gloz®),

Omgekeerd geldt 4 = 6%°¢™ of ook 4 = 0,304,

Zo kun je 4 schrijven als een macht van 6 en ook als een
macht van 0,3.

Schrijf op dezelfde manier het getal 7 als macht van 2, als

macht van 12 en als macht van p.

Voor het rekenen met machten ken je rekenregels. Voor het
rekenen met logaritmen bestaan ook rekenregels. Je kunt de
rekenregels voor machten gebruiken om rekenregels voor
logaritmen af te leiden.

a
b

Bereken 271083), 2%og() gy 2710e(3) « 2log(T),
Uit welke rekenregel voor machten volgt

2%log(3) « 27log(7) = 7log(3)+log(T)p

Leg uit dat de opdrachten a en b volgt dat
22]og(3)+3]og(7) - 2210g(21).

Vul in: 2log(3) + *log(7) = *log(...).

Vul in: flog(a) + log(h) = flog(...).

Slog(7) + 2log(70) = 3log(a). Welke waarde heeft a?

Schrijf de vergelijking log(70) — °log(7) = *log(h) als een
optelling en bereken de waarde van b.

Schrijf 4 - *log(2) als een optelling en toon aan:

4 -3log(2) = *log(16).

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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Voor het rekenen met logaritmen gelden de volgende rekenregels.
Slog(a) + clog(b) = &log(a * b)
flog(a) — Flog(h) = glog(%)
p - flog(a) = flog(a’)
ggl()g(a) =g
"Mog(m)
tlog(m) =
&= g
metg>0,g#1,a>0,b>0,n>0,n#1enm>0.
Schrijf als ¢én logaritme *log(3) + % - 4log(36). Schrijf als één logaritme 3 - 2log(7x) — 2log(7).
Oplossing Oplossing
4log(3) + 5 - *log(36) = 3 - 2log(7x) — 2log(7) =
1
41og(3) + 4log(362) = 2log(7x)? — 2log(7) =
4log(3) + Hog(6) = 2log(343x3) — 2log(7) =
4
log(18) 210g( 3473x3) = 2l0g(49x3)
Y A

Ondersteunende route = maak opdracht 010

10  Schrijf als één logaritme.

LI 2 Slog(s) +log(6)
b 7log(42) — "log(3) + "log(2)
¢ log(42) — ("log(3) + log(2))
d 2-°log4) + log(a)
e Slog(a) + log(a+ 1)
f 3-%log(p) — log(p?)
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168

Gegeven zijn f(x) = log(x), g(x) =1log(1000x) en
h(x) =1og(0,01x).

Toon aan dat g(x) =3 + f(x).

Toon aan dat i(x) = =2 + f(x).

Er geldt (x) = a + g(x).

Bereken de waarde van a.

Schrijf k(x) = 4 + f(x) als één logaritme.
Schrijf m(x) =6 + f(x) als ¢én logaritme.

. . 1
Gegeven is verder de functie n(x) = log(-;c-).
Toon aan dat n(x) = —f(x) voor elke positieve waarde
van Xx.
Hoe ontstaan de graficken van m en van » uit die f?

In het assenstelsel staan de grafieken van f(x) = *log(2x — 3)
en g(x) = Mog(16x — 24).

a
b

Toon aan dat beide functies hetzelfde domein hebben.
Gebruik de rekenregels voor logaritmen om te laten zien dat
g(x) =3+ og(2x — 3)

Door welke transformatie ontstaat de grafiek van g uit de
grafiek van f?

Gegeven zijn de functies f(x) =2 ~en g(x) =27~

Door in het functievoorschrift van g de variabele x te
vervangen door x — 5 krijg je het functievoorschrift van f.
Laat zien dat dit klopt.

Door welke transformatie ontstaat de grafiek van fuit de
grafiek van g?

Je kunt het functievoorschrift van f ook schrijven als
J(x)=b-27".

Welke waarde heeft b?

Door welke andere transformatie gaat de grafick van g over
in de grafiek van f?

Uitdagende route = maak opdracht U3
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Ondersteunende opdrachten

Llog(a) + &log(b) = &log(a - b)

log(a) — &log(h) = glog[%)

p - Llog(a) = &log(a”) 3

/\

Op het blaadje staan drie rekenregels voor logaritmen.
a Op grond van welke rekenregel geldt log(25) = 2 + log(5)?
b Verklaar met behulp van rekenregel 2 dat

log(10x) — log(x) = 1. |

Schrijf als één logaritme.
log(55) — log(5)
*log(90) — (log(3) + *log(6))
4 -%log(2) — °log(3)
Zlog(7) + 3 - 2log(p)
Slog(h?) + log(b — 2)
5+ log(d) — *’log(d?)

Uitdagende opdrachten

Neem de vermenigvuldiging

Zlog(3) - Ylog(4) - Ylog(5) ... - .. - "~ log(n).

a Voor welke waarden van n < 100 is de uitkomst van deze
vermenigvuldiging een geheel getal?

b Voor welke waarden van » is de uitkomst van deze
vermenigvuldiging groter dan 20?




11.3 Herleiden

Je leert - hoe je exponentiéle en logaritmische farmules herleidt
- hoe je aantoont dat twee functies hetzelfde zijn

Leerroutes - ondersteunend: 14—15—016—17—18—19—20—021—-21—-22
- doorlopend: 14—15—16—17—18—19—20—21—22—23
- uitdagend: 16—17—18—19—20—21—22—23—-U4—U5

Gegeven zijn de grafieken van y

f(x)=4-log(x) en g(x) = *log(9x%). 10

- Welke overeenkomst en welk verschil is er
tussen de grafieken van f'en g?

N OB oy

46 55 44 B3 2 —13

14 Gegeven is de formule p = 1 + log(r + 2).
a Leguitdatr+2=3"1
b Druk ruitin p.

15  Gegeven is de formule 7= “log(2a).

a Laat zien dat je de formule kunt schrijven als a = % 47

b Laat zien dat je de formule ook kunt schrijven als a =271,

Een logaritmische formule kun je herleiden tot een tot de macht
exponentiéle formule.

Omgekeerd kun je een logaritmische formule tot een /\

exponentiéle formule herleiden. Je gebruikt de basisregel: 9 |og(a) =h
uit g” = a volgt b = flog(a) L

en omgekeerd: [
uit flog(a) = b volgt a = g°.

v

Voorbeeld 1

Gegeven is de formule R =2 +3 - 5.

Druk 7 uit in R.

Oplossing

24+3-5=R

Jast=R—2 (links en rechts — 2)
5= %R *% (links en rechts : 3)

t=5log(+R-3%)  (gb= a geeft b =2log(a))
\

Voorbeeld 2

Gegeven is de formule Z = 4 + 2log(3a).
Druk a uit in Z.

Oplossing

4+ 2ogBa)=2Z

2log(3a)=Z— 4 (links en rechts — 4)
3a=2Z"4% (8log(a) = b geeft a = g?)
a= % gz (links en rechts : 3)
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Ondersteunende route = maak opdracht 016

16 Druk ¢ uitin N.
a N=3-4
b N=-16+4-5
c 4N-6'=5
d 7V=10

17 Druk puiting.
B 2 ,=-2+50p)
b ¢ =log(6p—12)
c 2-g=1
d 4q-°log(p)=8

18 a Het verband tussen de variabelen R en S voldoet aan

m de formule 4 - log(S) — 2 - log(R) = 1.

Toon algebraisch aan dat S$* = 10R?.
b Het verband tussen de variabelen P en Q voldoet aan de

formule 2log(P) + 2+ 2log(Q) = —1.

Schrijf het verband tussen deze variabelen als een formule
zonder logaritmen.

19  Gegeven is de formule *log(K) + 2"log(M) = 2.
Druk K uit in M. Schrijf de formule zonder logaritmen.

20 Gegeven zijn de functies f(x) = log(x?) en g(x) = 2+ log(x).
a Ploten schets de grafieken van fen g.
b Welke overeenkomst en welk verschil is er tussen de twee
grafieken? Geef hiervoor een verklaring.
¢ Vergelijk ook de grafieken van de functies /(x) = log(x?)
en j(x) = 3 - log(x) met elkaar.
Wat is je conclusie?
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11.3 Herleiden

Voorbeeld

Twee functies f'en g, met hetzelfde domein, zijn hetzelfde als Toon aan dat de functies f{x) = %log(4x)
Jje kunt aantonen dat beide functies voor alle waarden uit het en g(x) = —2 — 2log(x) hetzelfde zijn.
domein dezelfde uitkomst geven. Je toont dit meestal aan door Oplossing

te laten zien dat het functievoorschrift van f met behulp van de

1 1
=2 2
rekenregels kan worden omgezet in het functievoorschrift Ax)=">102(4) +"log(s)

2 2
van g. fix) = zlog(‘l‘) + 2103(?10

log(3)  Zlog(3)
2 Zlog(x

fiw) = = + 28D

f(x) =2 —Zlog(x)

dus de functies f'en g zijn hetzelfde.

L N

Ondersteunende route = maak opdracht 021

21 a Toon aan dat de functies f(x) =Slog(x?) + 6 en
m g(x) = 3 - log(25x) hetzelfde zijn.

b Bewijs dat de functies p(x) = (%)x% en g(x) = % 2 Zm%x
hetzelfde zijn.
¢ Schrijf f(x)="log(32x) in de vorm f(x) = b + *log(x).
d Schrijf f(x) =9*"%in de vorm f(x)=b-g".
22 a De functies f(x)=a-g*en h(x) = g**’ zijn hetzelfde.
Wat is het verband tussen de getallen a en 5?

b De functies f(x) = *log(x) + a en h(x) = #log(hx) zijn hetzelfde.

Welk verband bestaat er tussen de getallen @ en 5?

23  Gegeven zijn de functies f(x) = Slog(4x),
1
gx)=2- Slog(;) en A(x) = f(x) + g(x) met x > 0.
Toon algebraisch aan dat i(x) =2 - Jlog(2) — 3 - *log(x).

Uitdagende route = maak opdracht U4 en U5
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016  Gegeven is de formule 2P — 5 = 3 - 6". Op het blaadje is
een begin gemaakt met het herschrijven van de formule,
zodat ¢ wordt uitgedrukt in P.
a Wat is er gebeurd in stap 1?
b Vul stap 2 verder in.
¢ Pas de regel: ‘Uit g” = a volgt b = flog(a)’ toe om
stap 3 af te maken.

Druk ¢ uit in P.
d 2P-7=%-3 faste=o
e 2P-3=9 g 3P=13-2-5

021 Indeze opdracht ga je bewijzen dat de functies
f(x) =3log(x’) + 5 en g(x) = 5 - *log(3x) hetzelfde zijn.
a Vul de juiste getallen in bij de eerste twee stappen.
b Verklaar stap 3.
¢ Maak het bewijs af.

1 d=x
Je gaat ook bewijzen dat de functies f(x) = (——-——)
_ 1 B e 3‘\15
en g(x) =75+ 3" hetzelfde zijn.

d Vul het juiste getal in bij stap 1 van dit bewijs.
e Maak dit bewijs af.

2P-5=3.6"
3.-6'=2H-5
et=...

=R DT

9(x) =5+ Zlog(3x)

g(x) = Blog((3x)"")

9(x) = Plog(Z" - %)
9(x) =2log(..) + Slog( ...

1 4 —x
G

)= (B )%~
=33

—

Ondersteunende opdrachten

Uitdagende opdrachten

U4 Van een bepaalde hoeveelheid radioactief materiaal is er een
verband tussen de intensiteit 7 van de straling en de tijd # in
dagen volgens de formule log(/) = —0,009z + 1.

Je kunt deze formule herleiden tot de vorm 7= b - g'.
a Toon dat aan en bereken de waarde van b en van g.
b Bereken na hoeveel dagen de intensiteit is gehalveerd.

U5 Gegeven is de functie f(x)=75"3
a Toon aan dat i(x) = f(x + a) — f(x) voor clke waarde van
a # 0 een exponentiéle functie is.

Sflex)
J(x)
schrijven is als k(x) = b - g*.

b Toon aan dat k(x) = voor elke waarde van c# | te

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - hoe je exponentiéle en logaritmische vergelijkingen exact oplost
- hoe je exponentiéle en logaritmische ongelijkheden exact oplost

Leerroutes - ondersteunend: 24—25—026—26—27—28—029

- doorlopend: 24—25—26—27—28—29—-30
* uitdagend: 24—25—26—27—29—-30—U6
In het assenstelsel staan de grafieken van v
£(x) = Uog(x2 — 16) en g(x) = 2log(x* + 16). g
» Leg zonder te rekenen uit welke grafiek bij \i/
welke functie hoort. A
» Leg zonder te rekenen uit dat de graficken 3 B

van deze functies elkaar niet snijden.

-8-7-6-51[4-3-2-1? 1 2 3 :’ 5 6 7 8

24 Gegeven is de vergelijking 5log(|3x - 7\) = 2,
a Welke waarde kan 3x — 7 in deze vergelijking hebben?
b Los de vergelijking exact op.

25  Gegeven is de vergelijking Zlog(x2 — 4x) = Zlog(x — 4).
a Losopx?—4x=x-—4.
b Leguit waarom de vergelijking
Zlog(x? — 4x) = *log(x — 4) geen oplossingen heeft.

Van de logaritmische vergelijking *log(x) = ¢ is x = g° de exacte oplossing.

Met behulp van deze regel en de rekenregels voor logaritmen los je logaritmische
vergelijkingen exact op.

Controleer zo nodig of je oplossing voldoet.

Voorbeeld 2

Los exact op [*log(2x — 1)| = 3. Los exact op Zlog(x) + 2log(x + 2) = 3.
Oplossing Oplossing

Slog(2x — 1) =3 of Slog(2x — 1) = -3 Zlog(x(x +2))=3
2x—1=53=1250f2x—1:5_3:% x(x+2)=23 geefix?+2x—8=0

2x =126 of 2x = 1533 = 1ou (x+4)x—2)=0

x=63 of x =1 x=—4ofx=2

(beide oplossingen voldoen) Bij x = —4 bestaan 2log(x) en 2log(x + 2) niet.

De oplossing is x = 2.
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Ondersteunende route = maak opdracht 026

26  Los exact op.
B - 310g(|2x—3\):4
b Zog(x—3)=1-"log(x+3)
c log(2x—4)—log(7) =1
d élog(4x) = %log(6) =3
e 5log(%) =2+ log(x)

f log(5—x)—3log2x+4)=1

27  Getekend zijn de grafick van de functie f(x) = “log(|x|)
endelijn y = l%.
a Geef het domein van f.
b Losexactop f(x) = l%.
¢ Voor welke waarden van x geldt f(x) < 1%?

d TLosexactop f(x)= —2.
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11.4 Vergelijkingen en ongelijkheden

Bij het oplossen van een ongelijkheid los je eerst de bijbehorende
vergelijking op. Voor het trekken van de juiste conclusie over de oplossing
van de ongelijkheid speelt ook het domein van de functie een belangrijke rol.
Een plot van de grafieken kan daarbij helpen.

Voorbeeld

Los exact op *log(x — 5) < 2. vz
Oplossing

Hog(x — 5)=2

x—5=42

x=21

In de plot staan de grafick van f(x) = *log(x — 5)
ende lijn y= 2.

Het domein van f'is (5, —).

De oplossing van de ongelijkheid is 5 <x <21.

.
1

28  De grafiek van f(x) =log(x +2) + 4en o)
m de lijn y = 5 zijn getekend. \

a Geef het domein van f. 6

b Losexact op f(x) > 5. N - -

2 \
F29 12345 6 7"

Ondersteunende route = maak opdracht 029

29  Los exact op.
B a2 2oe0x+D<5
b log(4—x)=2- ‘log(4 + x)
30 Gegeven zijn de functies f(x) =3log(15 — 2x) en
g(x) = log(5x + 20).
a Losexactop f(x)=1.
b Losexact op f(x) < g(x).
¢ Losecxact op f(x) - g(x) > 0.

Uitdagende route = maak opdracht Ué

176 Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies © Noordhoff Uitgevers bv



\

exact oplossen. _' 2|oq(x2 )= 2|og(’l STX=2
a Welke rekenregel is toegepast in stap 1?

b Vul stap 2 verder in. - 2|O€{><2 s 7) )

¢ Los de vergelijking verder op. ; e

d Waarom moet je de oplossingen bij een vergelijking Pt K

met logaritmen altijd controleren?
e Voldoen de oplossingen van deze vergelijking?

X2 H7 =...
X2+...—...=0
029  Je gaat de ongelijkheid 2log(x — 1) + 2log(7 — x) < 3
exact oplossen. " 2log(x= 1)+ 2log(7 - x) < 3

a Maak de berekening op het blaadje af en los de
bijbehorende vergelijking op.

Zlog(x—1) +Llog(7 —x) =3
b Voldoen de oplossingen die je vindt?

¢ Geef het domein van elk van de functies 2]0@((}( — YT =) =3
f(x) =log(x — 1) en g(x) = log(7 — x). '
d Plot en schets de grafieken van o | (x-[1)74x)=.]—

h(x) = 2og(x — 1) + 2log(7 — x) en k(x) = 3.

e Los de ongelijkheid op. Let daarbij op de domeinen P | o H o
van fen g.

f Losexact op log(5— 3x)>4.

g Losexact op ’log(x> + 10) — log(x +2) > 1.

oo

Ondersteunende opdrachten

026  Je gaat de vergelijking 2log(x? + 7) — Zog(13 — x) =2

Uitdagende opdrachten

U6 Gegeven is de familie van functies Jp(x) = Jlog(p + 6x — x?).

a Plot en schets de grafiek van f;.
b Geef het domein van f,.
¢ Voor welke waarde van p is het interval (=3, 9) het domein

van f,?
d Voor welke waarde van p is het maximum van f, gelijk
aan 4?

e Voor welke waarden van p bestaat de functie f, voor geen
enkele waarde van x?

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies

177




31
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Je leert - wat een wiskundig model is

Leerroutes «ondersteunend: 31—32—33—034—34—35

« doorlopend: 31—-32—33—34—35—-36
« uitdagend: 31—32—33—34—35—U7
Bij een experiment wordt gekeken naar het Q
verband tussen de variabelen R en Q. 9 *
In de grafick staan enkele meetgegevens. 8
» Welk soort verband kan er zijn tussen de 7
variabelen? 6
5
4 .
3
2 .
1 .
R
10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Metingen die gedaan zijn bij een experiment leveren t &
uitkomsten die vaak in een tabel worden weergegeven.
: o : B ) 10
Hiernaast zie je een klein deel van een dergelijke tabel. 6 50
a Op basis hiervan kun je een lineaire formule C=a-t+b 10

opstellen voor het verband tussen Cen ¢.
Bereken de waarde van a en van b.

b Het is ook mogelijk dat er een exponentieel verband van de
vorm C = b - g’ bestaat tussen Cen ¢.
Laat met een berekening zien dat de groeifactor ongeveer
gelijk is aan 1,495 en bereken de waarde van b in twee
decimalen.

In de praktijk zijn er meestal veel meer tabelwaarden
beschikbaar dan in opdracht 31 het geval is. Door de
waarden in een assenstelsel weer te geven kun je soms al een
vermoeden krijgen over de formule die er bij past.
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32  Bij radioactief materiaal neemt de sterkte van de straling op

m den duur af. Hoe snel dit gaat is afthankelijk van het soort

materiaal. In de tabel staat van een voorwerp een aantal

meetgegevens van de sterkte van de straling .S.

a Verwerk de gegevens in een assenstelsel met 7 langs de
horizontale as en S langs de verticale as. Neem langs de
verticale as 1 cm voor 1000 becquerel.

b Schets zo goed mogelijk een vloeiende grafiek door de
getekende punten en ga na dat het verband tussen fen S
exponentieel zou kunnen zijn.

¢ Neem aan dat er sprake is van een exponentieel verband en
bereken de groeifactor per uur en de sterkte van de straling
op tijdstip # = 0.

d Stel een formule op waarbij S is uitgedrukt in 7.

e Controleer of alle waarden in de tabel bij benadering
voldoen aan de gevonden formule.

tijd t in
uren

sterkte straling S in
becquerel per gram

~l L ) =

4200
2940
1000

500

De becquerel is de
eenheid die wordt
gebruikt om de sterkte
van radioactieve
straling aan te geven.

Gegevens die je verkrijgt bij het bestuderen van processen in
de natuur of de wetenschap kun je vaak met behulp van een
tabel en een grafiek weergeven. De tabel of de grafiek kun je
gebruiken om vragen over het proces te beantwoorden. Soms
kun je het proces beschrijven met een formule.

Je probeert de werkelijkheid dan weer te geven in een
wiskundig model.

~ Voorbeeld
Bij een slinger is de slingertijd 7 in seconden athankelijk van
de lengte / in meters van de slinger. Enkele meetgegevens staan
in de tabel. Zoek een formule bij de tabel.
Oplossing

Je ziet dan dat T2 = 4/ en daaruit volgt 7= V4 =4 - NI =21

\
\

Er is geen lineair verband en de waarden van 7 zijn afhemend stijgend.
In dit geval vind je een verband door een tabel met 72 toe te voegen.

! T 72
0,2 | 0,90 | 0,81
0,4 | 1,26 | 1,59
0,6 | 1,55 | 2,40
0,8 | 1,79 | 3,20
1,0 | 2,00 | 4,00

33  Bij de tabel in opdracht 31 kun je ook een kwadratische

formule van de vorm C = p - £ + g opstellen.

a Geef de vergelijking die ontstaat door hierin =2 en
C =101n te vullen.

b Doe hetzelfde als bij opdracht a met t =6 en C = 50.

¢ Druk bij de vergelijkingen die je in opdracht a en b hebt
gevonden ¢ uit in p.

d Bereken de waarden van p en ¢ door het stelsel
vergelijkingen bij opdracht c op te lossen.
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34

35

36

180

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Ondersteunende route = maak opdracht 034

In de tabel zie je van een aantal planeten de afstand A4 tot de
zon in miljoenen kilometers en de omlooptijd ¢ in jaren.

| Mercurius | Aarde | Mars | Jupiter | Saturnus | Neptunus

t 0,24 1,00 1,88 11,86 29.46 164,80
A 57,8 149.,6 228 778 1430 4500

a Teken de punten uit de tabel in een assenstelsel waarbij je
x = log(?) uitzet op de horizontale as en y = log(A4) op de
verticale as.

b Teken een rechte lijn die zo goed mogelijk door de
getekende punten gaat en stel bij deze lijn een vergelijking
op van de vorm log(A4) = m + log(z) + n.

¢ Leid uit de vergelijking die je in opdracht b hebt gevonden
een verband af tussen ¢ en 4. Schrijf dit verband zonder
logaritmen.

Verwarmde vloeistoffen, zoals koffie, thee of soep, koelen
langzaam af. In het algemeen geldt daarbij dat het verschil
tussen de temperatuur van de vloeistof en de
omgevingstemperatuur per tijdseenheid met een vaste factor
wordt vermenigvuldigd.

a Leg uit waarom die factor een getal tussen 0 en 1 moet zijn.

Ga uit van een omgevingstemperatuur van 20 °C, een
vloeistoftemperatuur van 85 °C, terwijl het temperatuurverschil
per 5 minuten met 70% afneemt.
b Stel een formule op voor het temperatuurverschil ¥ in °C
met de tijd ¢ in eenheden van 5 minuten.
c Stel ook een formule op voor de vloeistoftemperatuur 77
in °C met de tijd ¢ in minuten.

Bij een proef met een geluidsbron is de geluidssterkte 7 dinm | 4 | 10 | 14 | 20

gemeten op verschillende afstanden d van de geluidsbron. Tin W/m? | s | A | 5 I |

De resultaten staan in de tabel.

a Leguit waarom de tabel niet bij een exponentiecel verband
kan horen.

b Leguit waarom de tabel niet bij een omgekeerd evenredig
verband kan horen.

¢ Door een nieuwe tabel te maken met daarin de waarden
van d? kun je ontdekken welk verband tussen d en I bestaat.
Welke formule beschrijft dit verband?

Uitdagende route = maak opdracht U7
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Ondersteunende opdrachten

034  Bij een experiment zijn meetgegevens verzameld over de

variabelen s en K.

Het is duidelijk dat het zinloos is om een grafiek te tekenen,

omdat de waarden van K onderling sterk verschillen.

a Maak een nicuwe tabel met de waarden van x = log(s) en
y = log(X).

b Teken de punten uit de tabel van opdracht a in een
assenstelsel en teken een rechte lijn die zo goed mogelijk
bij deze punten aansluit.

¢ Toon aan dat de vergelijking y = 1,36 + 4x bij benadering
de vergelijking van deze lijn is.

d Uit het voorafgaande volgt dat log(K) = 1,36 + 4 - log(s).
Schrijf de rechterkant van deze vergelijking als één
logaritme.

e Schrijf een formule op waarbij K is vitgedrukt in s en
waarin geen logaritmen voorkomen.

b

5y K
2 370
5 14 380
10 230 000
25 8 984 400
40 | 58 800 000

U7  Bij een experiment wordt op verschillende afstanden o van een

geluidsbron de geluidsintensiteit / gemeten.

De resultaten staan in de tabel.

a Neem de tabel over en voeg kolommen toe met log(d)
en log(/).

b Maak een grafiek met daarin de punten (log(d), log([)).

¢ Door de ligging van de punten is het mogelijk een formule
op te stellen voor het verband tussen log(d) en log(7).
Stel deze formule op.

d Stel een formule zonder logaritmen op voor het verband
tussen den I.

e [Lrisecen lineair verband tussen de geluidssterkten in
decibel en log(]).
Druk dit verband uit in een formule.

dinm |7in W/m? | decibel
10 0,495 117
20 0,125 111
40 0,031 105
60 0,014 101
80 0,008 99
100 0,005 97

Uitdagende opdrachten

© Noordhoff Uitgevers bv
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Gegeven is de functie f(x)=1+4 - log(x).

a Losexactop f(x)=7.

b Het functievoorschrift van f' kan worden geschreven in
de vorm f(x) =3log(px9) met x > 0.
Bereken exact de waarde van p en van g.

¢ Gegeven is de functie g(x) = 1 + Jlog(9x?).
Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de
grafieken van fen g.

Gegeven is de functie f(x) = log(x* — 6x + 8).

a Ploten schets de grafiek van f.

b Bereken het domein van f.

¢ Geef vergelijkingen van de asymptoten van f.
d Losexactop f(x) <0.

Het verband tussen de variabelen R en .S is gegeven door de
formule *log(R) = 4.45 - 2,318S.

Deze formule is ook te schrijven als R=5- g5.

Bereken algebraisch de waarde van b en van g in twee
decimalen.

Los exact op.

a 16:26=42 e “log(2x) + 4log(7) <3
b 15:3"2+18=93 f Clog(5x+3)+ Slog(x—1)=2
1
¢ |1-Zog(4x+1)=2 g ‘Zlog(x*—2x)= -3
4
=2log(x) h 8+4*=6-2¢

Zlog(x) + 3

Iemand krijgt 100 mg geneesmiddel toegediend door inspuiting
in het bloed. Per dag wordt 40% van de aanwezige hoeveelheid
afgebroken.
Na de halfwaardetijd ¢, is nog precies de helft van de
oorspronkelijke hoeveelheid over.
a Schrijf ¢, als logaritme en bereken 7, in uren nauwkeurig.
b Na hoeveel tijd is er nog 36 mg over?
¢ Zodra er nog maar 18 mg geneesmiddel in het bloed over

is, moet er opnieuw ingespoten worden.

Na hoeveel tijd gebeurt dat?

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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43

In het assenstelsel staan de grafieken van de functies

1
f(x) =log(x), h(x) = Tlog(x) en k(x) = Zlog(x).
Verder is getekend de lijn y = x.
Het is duidelijk te zien dat de grafiek van f'de lijn y = x niet
snijdt, en dat de grafieken van / en & de lijn y = x wel snijden.
Bekijk nu de familie van functies m,(x) = £log(x).
Onderzoek voor welke waarden van g de grafiek van een
functie m, met de lijn y = x één gemeenschappelijk punt heeft
en voor welke waarden van g de grafiek de lijn y = x
tweemaal snijdt. Rond de antwoorden af op één decimaal.

Veel groeiprocessen verlopen volgens een zogenaamde
S-curve. Bij een dergelijk groeiproces is de groei aanvankelijk
ongeveer exponentieel, daarna neemt de groeisnelheid af en
de uitkomst nadert tot een zekere grenswaarde.
Een voorbeeld van een bijbehorende functie is
8

1) S——
U 1+3-0,6
a Hoe groot is de beginwaarde f(0) en tot welke waarde

nadert de uitkomst van deze functie op den duur?

De algemene vorm voor de functie bij een S-curve

is f(t) =

——— Hierbij zijn 4 en B zijn positieve getallen

1+ B-g

en heeft g een waarde tussen Oen 1.

b Door welke van de parameters A, B en g wordt het
snijpunt met de y-as bepaald?

¢ Door welke parameter wordt de grenswaarde bepaald?

d Onderzoek hoe de grafiek verandert, als je de waarde van
de parameter B groter maakt.

e Onderzoek welke invloed de waarde van g heeft op de
vorm en de ligging van de S-curve.

-2

MNOW A U oY ~N 00

t
6 7 8 9 10
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Rekenregels voor logaritmen

S1

A

flog(a) + clog(b) = &log(a * b)

flog(a) — ¢log(h) = ¢lo %)

p - flog(a) = flog(a’)

glos) = ¢

"og(m)

"log(g)
metg>0,g#1,a>0,b>0,n>0,n#1lenm>0.

flog(m) =

Schrijf als één logaritme.

a log(13)—2-%log(3) b l% Slog(x) + % <3log(2)

Wiskundig model

In cen wiskundig model wordt door middel van een formule
- een verband tussen verschillende variabelen - een
beschrijving gegeven van een proces of verschijnsel.

S2  Welke van de onderstaande kenmerken past bij het gegeven

Vaardigheid

Mo

wiskundig model voor de variabelen S en #?
A Eris sprake van constante stijging.

B De uitkomst nadert een grenswaarde.

C Eris sprake van toenemende stijging.

a S§=25-3-0095 b S=12+4(t— 1)

Je kunt een verdubbelingstijd of halveringstijd berekenen.
Bij een exponentieel groeiproces met groeifactor g is de
verdubbelingstijd de tijd die nodig is om een hoeveelheid te
verdubbelen. Deze tijd is de oplossing van de vergelijking
g'=2.

De halveringstijd is de tijd die nodig is om een hoeveelheid te
halveren. Deze tijd is de oplossing van de vergelijking g’ = %

S3  Bij een groeiproces is de groeifactor 1,004 per week.

184

Bereken algebraisch de verdubbelingstijd. Geef een benadering
in dagen nauwkeurig.

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies
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Vaardigheid

Je kunt exponentiéle en logaritmische vergelijkingen exact
oplossen.

Van de logaritmische vergelijking flog(x) = cis x = g“ de
exacte oplossing. Met behulp van deze regel en de rekenregels
voor logaritmen los je logaritmische vergelijkingen exact op.
Controleer zo nodig of je oplossing voldoet.

In sommige gevallen los je de vergelijking op door een
substitutie toe te passen.

Voorbeeld 1 Voorbeeld 2

Los exact op Los exact op

Slog(x? —5x — 20) = 1 + 3log(x). (1242 (dy=1s.

Oplossing Oplossing

log(x? —5x — 20) = 3log(3) + 3log(x) Stel (%—)x = p, dan wordt de vergelijking

3log(x? —5x — 20) = 3log(3x) pPrP+2p—15=0

x2—5x—20=23x (+35)p—3)=0

x2—8x—20=0 p=*50fp=3

= —+ =

s+ 2 =0 (%)x = —5 heeft geen oplossing.

x = 10 (voldoet) . 1

of x = —2 (voldoet niet) Uit ()" = 3 volgt x = Zlog(3).
. N

S4  1osexact op.
13 2_ 13
a ("log(x)’ = "log(x) +2
b Slog(3x) +°log(2) =4
1
c ‘log(x*+ 6x) = -3
d 424-11-4+24=0
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Samenvatting

Vaardigheid

exact oplossen.

de graficken kan daarbij helpen.

Bij het oplossen van een ongelijkheid los je eerst de
bijbehorende vergelijking op. Voor het trekken van de juiste
conclusie over de oplossing van de ongelijkheid speelt ook
het domein van de functie cen belangrijke rol. Een plot van

Je kunt een exponentiéle of logaritmische ongelijkheid

Voorbeeld 1

Los exact op 3 — 2log(x + 2) > 7.
Oplossing
3—2log(x+2)=7

2log(x + 2)=—4
x+2=2"% =]lgdusx=—1%

De logaritme bestaat alleen als x > —2.

De oplossing is -2 <x < -1 %.

b

Voorbeeld 2

Los exact op 2log(9 — x2) > 3 + 2log(x).
Oplossing

Zlog(9 — x2) =3 + Zlog(x)

2log(9 — x2) = 2log(8) + 2log(x) = Zlog(8x)
9—x*=8x

x2+8x-9=0

G+9)x—1)=0

x =—9 (voldoet niet) of x = 1

3 + Zlog(x) heeft alleen waarden als x > 0.

a

De oplossing is 0 < x < 1.

L

S5  Los exact op.

a ‘log(10x—x?) <2
b ‘log(10 — x) > =2+ 3log(x + 5)
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Vaardigheid

Je kunt exponentiéle en logaritmische formules herleiden.
Een logaritmische formule kun je herleiden tot een
exponentiéle formule of omgekeerd door het gebruiken van de
regel: uit g = a volgt b = ¢log(a) of omgekeerd.
Gegeven is de formule Q=4 - 1,5". Gegeven is de formule 2 - 3log(T) =5 - 3log(R) + 4.
Druk x uit in Q. Druk 7 uit in R.
Oplossing Oplossing
0=4-1,5" 2 - 3log(T)=5 - 3log(R) + 4
4-1,5%=0 3log(T) = 2% - log(R) + 2
1
1,5=10 3log(T) = 3log(R22) + 3log(9)
1
x=15log(+0) 3log(T) = 3log(9R??)
T =9R7
b X

S6  Het verband tussen de variabelen P en Q is gegeven door de
formule *log(P) = 2,73 — 0410Q.
Deze formule is ook te schrijven als P = ¢+ g€.
Bereken algebraisch de waarde van ¢ en van g in twee

decimalen.
Vaardigheid Voorbeeld
Je kunt aantonen dat twee functies hetzelfde zijn. Toon aan dat de functies f(x) = 2% 3

Twee functies f'en g, met hetzelfde domein, zijn hetzelfde als

=L e .
je kunt aantonen dat beide functies voor alle waarden uit het en;g(i)= g ~16"hetzelide zijn.

domein dezelfde uitkomst geven. Oplossing
dx—3_9dx 73— (dw. 1 _1
24x—3 =94 9 3_(2 )x‘g—*g'léx
dus f'en g zijn hetzelfde.

\

S7  Toon aan dat de functies hetzelfde zijn.
a f(x)=3+5"-log(x)en g(x) =%log(8x>)

L

b f(x)= V%5 eng(x) =372 - (5)
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N

T2

13

T4

15

188

Schrijf als één logaritme.

a Hlog(14) + Xlog(41)

b log(2) —log(12) + log(8)

¢ log(6) ~ (log(f;) ~ “log(2))
d Zog(h) — log(3)

L : 1
e ‘Zlog(p) + Qlog(g)

7+ *log(x") = 3+ Slog(yx)

-

Los exact op.
a Sk2A=7
b 3-log(x+2)=2} Yog(3x—2) <7

¢ Zog(x—6)+ dog(x)=4 g %log(\S -x)> -2
5

- =4
3:c

-~ m

d (3)'-11-(3)"+24=0

=a

Bij een exponentieel groeiproces hoort de formule

N =1350- 1,08 met ¢ in jaren.

a Bereken bij dit groeiproces algebraisch de
verdubbelingstijd in jaren. Rond af op hele jaren.

b Op cen bepaald moment is de hoeveelheid NV gelijk aan
15 000.
Bereken algebraisch hoeveel jaar het duurt totdat die
hoeveelheid is toegenomen tot 60 000. Rond af op hele
jaren.

Gegeven zijn de functies f(x) = —1 + *log(5x — 2) en

g(x) = *log(x?).

a Ploten schets de grafieken van fen g.

b Geef een vergelijking van de verticale asymptoot van de
grafiek van fen van de grafiek van g.

¢ Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
graficken van fen g.

d Losecxact op f(x) 2 g(x).

Op de grafiek van de functie f(x) = “log(x + b) + ¢ liggen de
punten (—1,0) en (1, 1).

De verticale asymptoot van fis de lijn x = =3.

Bereken exact de waarde van a, van b en van c.

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies

2+ og(x) — *log(3x+4)=0
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T6

17

18

Gegeven is de functie f(x) = 3log(% PR 4).

a Geef het domein van deze functie.

b Geef een vergelijking van de verticale asymptoot van de

grafiek van f.

¢ Het functievoorschrift van f'kan worden geschreven als

f(x) =a+ log(x + b).
Toon dit aan en bereken de waarde van a en van b.

Voor de geluidssterkte D in decibel (dB) van een
4,9- 105)

toongenerator geldt D =10 - log( 2

Hierin is r de afstand in meters tot de toongenerator.

a Bereken de geluidssterkte op de afstanden 5 m, 7 m, 10 m

en 20 m.

b De formule is te herleiden tot de vorm D =a + b+ log(r),

waarbij @ en b constanten zijn.
Bereken de waarde van a en van b.

¢ Bereken exact op welke afstand de geluidssterkte gelijk is

aan 0 dB.

Als een ei wordt uitgebroed, verliest het embryo water
gedurende het broeden. De massa van het ei

noem je M. De hoeveelheid water die verloren gaat
noem je L. Zowel M als L zijn in grammen.

In de grafick is het verband tussen log(M) en log(L)
weergegeven. De grafiek is gebaseerd op data die
verkregen zijn van 65 soorten eieren.

De meetpunten liggen min of meer op een rechte lijn.
a Bij punt 4 horen de meetgegevens van de pinguin.

Hoeveel gram is de massa van een ei van de pinguin

en hoeveel gram bedraagt het waterverlies van het
embryo?
b Ongeacht de lengte van broedtijd en de massa van

het ei is het verlies aan water van het embryo ongeveer

13% van de massa van het ei.
Ga na of dit voor de pinguin geldt.

¢ Klopt dit ook voor de albatros (punt B)?

d Een formule die bij de rechte lijn hoort is
log(L) = 1,031 - log(M) — 0,885.
Deze formule is ook te schrijven als L = a + M.
Bereken algebraisch de waarde van a en van b.
Rond af op drie decimalen.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je kunt een verdubbelingstijd of halveringstijd berekenen.

De staatsschuld van een land stijgt al jaren exponentieel en de
verwachting is dat dit blijft doorgaan. In 2018 kwam de schuld

overeen met 64 miljard dollar en in 2019 was de schuld

72 miljard dollar.

a Bereken de groeifactor per jaar.

b Bereken de staatsschuld in 2025, afgerond op miljarden
dollars.

¢ Bereken de verdubbelingstijd exact en geef ook een
afgerond antwoord in maanden nauwkeurig.

Je kunt exponentiéle en logaritmische vergelijkingen exact
oplossen.
Los exact op.

a (1L)-x=3 e 2og(|5—2x))=-3
G s
c 2 log2x+1)=-2 g 16-3:4°=10

¥

| L rx—3
7 = 3 ==
d log(x — 1) 1 = "log(x) lo%x = 3) 1

Je kunt exponentiéle en logaritmische ongelijkheden exact

oplossen.

Los exact op.

a Zlog(—2x+1)>5 d 2-3-log(x)<1
b 23 1< (L) e 3log(7-xY)< -1

c 2-’log(x)> log(x + 6) f 4<2* 112

Je kunt exponentiéle en logaritmische formules herleiden.
Druk ¢ uit in P.

a P=4-3 c log(P)—log(t)=1 (P>0ent>0)

1
b 2P—4-32=) d P=4-%og(2t) (t>0)

Je kunt aantonen dat twee functies hetzelfde zijn.
Toon aan dat de functies f(x) =5 — 3 +*log(x) en

1
glx)= Elog(é x3) hetzelfde zijn.

Hoofdstuk 11 Exponentiéle en logaritmische functies

© Noordhoff Uitgevers bv



Eé

E7

E8

E9

Schrijf als één logaritme.

a 2-3log(11)—3-%log4) ¢ 3-2og(x)+1
1
b ‘log(x)+2 d 2-(“log(15) — “log(5)) + *log(3)

Gegeven zijn de functies f(x) =“log(4 — 2x)
en g(x) =2 + Zlog(x +4).

Los exact op.

a f(x)=g)

b /f(x)-g(x)=0

Gegeven is de familie van functies y

£x)= “log(3x ~ @) = “log(x = 2) ;
2

De grafieken zijn getekend voor a =12, a=1ena = 6.
a Geef het domein van de drie functies waarvan de grafiek
getekend is. ag6| | —T T |
b Welke waarde moet je voor a kiezen zodat het domein g 1 2 3 475 6 7 8 9 10"
(10, =) is? =
¢ Voor welke waarden van « is het domein {2, —)? =
d Leguit waarom de grafiek voor @ = 6 een deel van een
rechte lijn is.

De snelwegen in Nederland zijn vooral asfaltbetonwegen. De
meest voorkomende zijn de dichte asfaltbetonwegen (DAB-
wegen) en de zeer open asfaltbetonwegen (ZOAB-wegen).
Voor beide soorten wegen is een formule op te stellen voor het
verband tussen het geluidsniveau D in dB van het verkeer en de
snelheid v in km per uur van het verkeer. Voor een DAB-weg
geldt de formule D = 35,9 log(v) + 4,1.
a Bij welke snelheid op een DAB-weg is het geluidsniveau

75 dB?
b Toon met de rekenregels aan dat een verdubbeling

van de snelheid altijd ongeveer 11 dB méér geeft.

Voor een ZOAB-weg geldt de formule D = 28,1 - log(v) + 16,0.

¢ Ga na bij welke snelheden van het verkeer een ZOAB-weg
een lager geluidsniveau heeft dan een DAB-weg.

d Bereken algebraisch bij welke snelheden van het verkeer
het geluid op een ZOAB-weg meer dan 4 dB lager is dan op
een DAB-weg. Rond af op gehele kilometers per uur.
(Ontleend aan CE havo wiskunde B 2004 tijdvak 2)
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Kettingregel 10

In dit hoofdstuk

In vwo B deel 1 heb je in hoofdstuk 5 gezien dat bij elke
functie f een afgeleide functic hoort waarmee je de helling
in een punt van de grafick van fexact kunt berekenen. De
afgeleide functie gebruik je onder andere bij het berekenen
van hellingen, bij het bepalen van extreme waarden en bij
het opstellen van een vergelijking van de raaklijn in een
gegeven punt van de grafiek.

In hoofdstuk 5 ging het alleen over de afgeleide van
veeltermfuncties.

In dit hoofdstuk ga je ook andere functies differentiéren
waaronder wortelfuncties en gebroken functies en ook
functies die samengesteld zijn uit meerdere functies. Het
aantal regels om functies te kunnen differentiéren wordt
daarmee uitgebreid.

In vwo B deel 3 wordt het aantal regels voor het
differentiéren van functies nog verder uitgebreid en leer
Jje ook nog andere soorten functies te differentiéren,
zoals goniometrische functies, exponentiéle functies en
logaritmische functies.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Probleem oplossen en analytisch denicen opdracht 30
+ Modelleren en abstraheren opdracht 44
 Logisch redeneren en bewijzen opdracht 39
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De helling van de grafiek van de functie f'in een punt op de
grafiek van fbereken je met de afgeleide functie van f. Het
bepalen van een afgeleide functie heet differentiéren.

Vi

V2

V3

V4

120

N

d
De notatie voor de afgeleide functie is f” of -d—i

Regels voor het differentiéren

functie afgeleide functie

J(x) = x" f)=n-x"1

fx)=c fx)=0

gx)=f(x) +c g (x) =f"(x)

glx)=c-f(x) g =c-f(x)

s(x) = f(x) + g(x) s"(x) = f"(x) + g'(x) (somregel)
s(x) = f(x) — g(x) s'(x) = f1(x) — (%)

Voorbeeld

\

Differentieer.

fo)=x°

g()=3x% + Tx2 +8x— 1
h(x) = (x — 3)(x2 + 8)
p=-9¢ +18

Oplossing
') =54

2'(x)=12x3 + 14x + 8
h(x) =x3 — 3x2 + 8x — 24 dus
B(x)=3x2 — 6x + 8

d_ .6

Differentieer. Werk zo nodig eerst de haakjes weg.
a f(x)=6x-03x0 ¢ Ax)=2(3—x+3)
b glx)=6x+x+2 d k(x)=x*3x —2x%

d
Stel een formule op voor d—j Werk eerst de haakjes weg.
a s=3(t+5)7 E =S EDEI-3
b s=1(4-5) d s=252+(t—2)>

a Gegeven is de functie f(x) = 0,5x> + 3x.
Bereken met de afgeleide de helling van de grafiek van f'in
het punt P(2,8).

b Gegeven is de functie g(x) = 5x* — 0,5x* — 7.
Bereken exact de helling van de grafiek van g in het punt

o1, -2;).

Gegeven is de grafiek van de functie f(x) = x°.

In het punt (1, 1) is de raaklijn aan de grafiek van f getekend.

a Bereken exact de richtingscoéfficiént van deze raaklijn.

b Bereken exact de codrdinaten van de punten op de grafiek
van f waar de helling gelijk is aan 6.
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V5  Gegeven is de functie K(p) = —p* + 3p* + 7.

a Losexact op K'(p) = 0.

b Ga met een plot van de grafiek na of er bij de gevonden
waarden van p sprake is van een minimum of cen
maximum van K.

¢ Bereken het maximum en het minimum van K.

V6 Bereken exact de maxima en minima.

Voorbeeld

V7

V8

¥

a L(m)=—-8m>+16m—3 ¢ T(g)=—-¢+3¢*+9q
b A(x) =2 +4x* + 16 d wr)=0Cr—4)>-3r

Hoe stel je een vergelijking op van de raaklijn in een punt P
van een grafiek?

1 Bereken de helling @ in P met behulp van f"(x).

2 Vul ain bij de vergelijking y = ax + b.

3 Bercken b door de codrdinaten van P in te vullen.

4 Schrijf een vergelijking van de raaklijn op.

Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van
flx) =x3 + 8x2 — 15x in het punt P(2, 10).

Oplossing

1 f(x)=3x2+16x—15 3 10=29%x2+5h
a=f"(2)=29 b=-48

2 y=29x+b 4 y=20x—48

Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van fin
het punt P.

a f(x)=0,5¢"—3en P1,-2}).
b f(x)=-2x—-0,25x%+ 5; de x-codrdinaat van P is 2.
¢ f(x)=(2+2)(x*—1)en P(2, 18).

Gegeven is de functie f(x) = x—3x+ 2.

a Bereken exact het maximum en het minimum van f.

b Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek van f
in het snijpunt van de grafick met de y-as.

¢ De grafiek van f'snijdt de x-as in het punt 4(—2, 0).
Op de grafiek ligt een punt £ zo, dat de raaklijnen in 4 en P
aan de grafiek van fevenwijdig zijn.
Bereken de codrdinaten van P.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - hoe je een machtsfunctie differentieert

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—03—4—5—06—6
« doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7
- uitdagend: 1—2—3—4—6—7—U1

Max beweert dat zijn auto vanuit stilstand binnen

10 seconden een snelheid van 100 km per uur

bereikt. Als zijn auto vertrekt, voldoet de

afgelegde afstand aan de formule s = 6t\ﬁ, met

s in meters en ¢ in seconden.

» Is de bewering van Max in overeenstemming
met deze formule?

1
1  Gegeven is de functie f(x)=—

€ 2,001) - f(2
a Benader met het differentiequotiént % de

helling van de grafiek van f'in het punt (2, %)

b Benader met een differentiequotiént de helling van de
grafiek van fin het punt (-1, —1).
¢ De helling van de grafiek van f bereken je door in het
Slx + Ax) = f(x)

differentiequotiént A de waarde van Ax
X

naar O te laten naderen. Je moet de teller van het
differentiequotiént eerst herleiden tot één breuk. Op het
blaadje staat een begin van deze herleiding.
Maak deze herleiding af.

d Gebruik deze herleiding om te laten zien dat
11+ A%) ~ (%) tot —iz nadert als Ax — 0.

Ax b

1
e Jekunt f(x)= < ook schrijven als f(x)=x"".

Neem aan dat de regel voor het differentiéren van
machtsfuncties ook geldt voor negatieve exponenten.

1
Laat zien dat dan ook volgt dat f'(x) = — =2

122 Hoofdstuk 10 Kettingregel

c fix+Ax) = f(x) =
| il

X+Ax x|

.

x(le; le)_ x(lelr.AX): N

Als flx)=x"
dan fi(x)=n-x"" 1
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2  Gegeven is de functie g(x) = % Plotl Plot2z Plot3

a Het functievoorschrift g(x) kun je schrijven als g(x) = x7°. Y 15)5! ?

Hoe ziet g’(x) eruit volgens de regel naast opdracht le? E\Y zﬂﬁ(Yi )|x=x
b Maak met je rekenmachine een tabel met benaderingen van E\Y3=

de hellingen van de grafick van g voor x=1,x=2,x=3 IN\Y4=

en x =4, E\Ys5=
¢ Maak ook een tabel bij de afgeleide functie die je bij E\Ys=

opdracht a hebt gevonden. Komen de tabellen met elkaar E\Y?=

overeen? E\Ysg=

d Beantwoord de vragen bij de opdrachten a, b en ¢ voor de
functie A(x) = x%7,

De afgeleide functie van f(x) = x“is f’(x) =a - x*"!
voor elke waarde van a.

Voorbeeld

Differenticer f{x) = g(x) 4x06 en h(x) = 216
%
Schrijf de afgeleide zonder negatieve exponent.
Oplossing
-1 — 4 — 2,06 - 5x 6 Sx ., 6
fx)= A geeft fix)=x a(x) = 4x" h(x)= geeft h(x) = + =
x

Fx)=—4x73 g'(x)=2,4x 04 h(x)=5x" 2 +6x3 dus h'(x) =—10x3 — 18x*

) 4 2 4 i 1 18
F&=-% g0 =" AE=-3-3

X X X

-

Ondersteunende route - maak opdracht 03

3  Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve exponent.

m X1

a p(x)=-2x28 c g(x)= 2

1 X +4x -3

b f(x)= % () d kx)=—731H

L  Gegeven is de functie f(x) = \f;
Schrijf f(x) in de vorm f(x) = ¢+ x* en toon aan dat f'(x) =

1
x

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 10 Kettingregel
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Ook wortelfuncties zijn machtsfuncties. Om een wortelfunctie
te differentiéren schrijf je deze eerst in de vorm f(x) = ¢ - x“.

1
In het bijzonder geldt: als f(x) = \f.?—c danis f"(x) =——=

2yx

Differentieer f(x) = x3x en g(x) = x2(5 +%f3_c).

Oplossing

fx)=x3- X g(x) = 5x2+x2- W
flx) = P a(x) =5x2+ 23
F) =34x22 g'(x) = 10x + 21413
fx) =33x2x g'(0) = 10x+21x

2
5  Gegeven is de functie f(r) =4+ - T
t

1
a Laat zien dat je f(¢) kunt schrijven als f(z) = 872,
b Toon aan dat f'(¢) = 20/1.

Ondersteunende route = maak opdracht 06

6 Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve of
gebroken exponent.

a alx)= {E =+ fo;c d r(x)=x3x+ \/.;)

b f(x)=5xNx e h(x) = (4x —x)?
1 4x 6 2x +4

¢ k(x)=

e

7 Uit onderzoek blijkt dat de hoeveelheid energie die een parkiet
per meter bij een bepaalde snelheid verbruikt, bij benadering
berekend kan worden met de formule
D= 61’;;) +0,00050v* = 0,033 met D het energieverbruik per
meter in joule per meter (J/m) en v de snelheid in meters per
seconde (m/s). De snelheid waarbij het energieverbruik per
meter minimaal is, heet de kruissnelheid. Om die kruissnelheid
te berckenen is de afgeleide van D nodig.

Bereken deze kruissnelheid in m/s. Rond af op één decimaal.
(Ontleend aan CE havo wiskunde B 2012 e tijdvak)

Uitdagende route = maak opdracht U1
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Ondersteunende opdrachten

03  Op het blaadje is een begin gemaakt met het differentiéren
Bx2 -3
e ¢ T
van f(x) = - ! ) x*
a Leguit wat er in stap 1 is gebeurd. X = 5_><2 T 1
b Leguit wat er in stap 2 is gebeurd en vul op de puntjes * @ | A
de ontbrekende exponent in. ) =8x2 - Bx- 2
¢ De afgeleide functie van f(x) = x“is f'(x) =a-x*"". "
Gebruik deze regel om stap 3 af te maken. @ | FN=-16x"+ ]| .x"
d Maak het functievoorschrift van f” in stap 4 af. 16
L e — — o el 4
Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve ) X ! 5
exponent. :
42+ 6
e g(x)=15x32 g {x)=—=
X
8 1 X+ 6x2+ 10
f h == h i(x)= —7m— 8 ——
06  Op het blaadje zie je hoe Dave de afgeleide vindt van de
. Ex+ Bfx D
_ 8x + Syx (x) = ———— ave
functie f(x) = ———— x2[x
x2x ¢ 1
a Instap 1 heeft Dave de breuk gesplitst in twee breuken. f(x) = 5)(1 i 5"? 1
1 il gl
Leg uit hoe Dave aan de noemer X komt. ~ Xe| X2
b Welke rekenregel voor machten gebruikt hij in stap 2? | Ax = 8x’1% +5x72 2
¢ Verklaar de factor —12 in stap 3. < ol 5
d Leg uit wat Dave in stap 4 heeft gedaan. e | T E=12x==10x" 3
e In stap 5 heeft hij de afgeleide zonder gebroken £ == 12 10
exponent geschreven. e e
Waarom schrijft hij x2 voor de wortel? 12 10
' )= —————
2Nk P
\
U1 Lijn I met vergelijking y = 14x — 98 snijdt de x-as in y
180
punt Q en raakt de grafiek van de functie f(x) = x@ in 160
punt P.
140
Bereken exact de oppervlakte van A OPQ. 120
100
80
60
40
20
02468101214161820x
b
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Je leert - wat een samengestelde functie of kettingfunctie is
- hoe je herkent uit welke functies een samengestelde functie is opgebouwd

Leerroutes - ondersteunend: 8—9—010—10—11—12—013
- doorlopend: 8—9—10—11—12—-13—14
« uitdagend: 8—9—10—11—13—14—U2

Een stalen vat is gevuld met gas. Als het vat
verwarmd wordt, neemt ook de temperatuur 7 in
°C van het gas toe, en daarmee de druk p in hPa
van het gas in het afgesloten vat. T voldoet aan
de formule 7= 20 + 0,5¢ met ¢ de tijd in minuten
en p aan de formule p =347 + 932.
» Hoe kun je de druk van het gas op een
bepaald tijdstip uitrekenen zonder eerst de
temperatuur te berekenen?

Op de grafiek van de functie k(x) = x* ligt het punt Q(2,4).

Bij de verschuiving van 2 naar rechts is de grafiek van de

functie m de beeldgrafiek van de grafiek van k en is punt P het

beeld van Q.

a Geef het functievoorschrift van m.

b Bereken exact de helling van de grafiek van £ in Q.
Waarom weet je nu de helling van de grafiek van m in P?

¢ Welke waarde van x moet je bij £’(x) invullen om de
helling in P te berekenen? Vul in: m’(4) = K’(...).

d Vulin: m'(x)=Kk'(x—...).

e Geef het functievoorschrift van m’.

Gegeven zijn de grafieken van k(x) = ﬁ en i(x) = @ Op

de grafiek van & ligt het punt Q(9,3) en op de grafiek van /i
het punt P(3,3). Bij een vermenigvuldiging met 5 ten

opzichte van de y-as is de grafiek van / de beeldgrafiek van de
grafiek van k en is P het beeld van Q.

a De raaklijn in Q heeft als vergelijking y = é x+ 1%.

Geef een vergelijking van het beeld van deze raaklijn bij

vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as. .
b Hoe groot is de helling in het beeldpunt P? 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢ Vulin: de helling in punt P = ... X de helling in punt Q,

dus #(3) = ... - K(9).
d Vulin: /'(x)=...-K(..x).

e Geef het functievoorschrift van /#’.
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Als g(x) =f(x — b) dan is g’(x) = f'(x — b).
Als g(x) = f(ax) dan is g'(x) = a * f'(ax).

Voorbeeld

Differentieer f(x) = (x + 7)3 en h(x) = V7x.
Oplossing

F) =30+ T2 enh'(x)=7 ﬁ ofiwel 1'(x) = ]

8

Ondersteunende route = maak opdracht 010

10 Differentieer.

1

a f(x)=(x-3) e h(x)=(x+8)

b W=y\p+7 fk(x)=45x

c g(x):“S g r(X):m
= 13

d y=+-3x h P—(gt)g

L

Als de grafiek van een functie ' horizontaal verschoven
wordt en vervolgens vermenigvuldigd ten opzichte van de
y-as, ontstaat de grafiek van de functie g(x) = f(ax + b).
Een nieuwe functie kan ook ontstaan door twee functies
achter clkaar toe te passen. Daar gaan de volgende
opdrachten over.

1
a Gegeven zijn de functies f(x) =4x— 2en g(x) =22".
Je berekent g(f(3)) door eerst f(3) te berekenen en de
uitkomst hiervan in het functievoorschrift g(x) in
te vullen.
Ga na dat g(f(3)) = 32.
b Gegeven is de functie k(x) = 2>
Laat zien dat k(x) = g(f(x)).

¢ Gegeven zijn de functies p(x) = 2x + 1 en g(x) = sin (x).

Geef het functievoorschrift van r#(x) = g(p(x)).
d m(x)=log(4x — 3)is te schrijven als m(x) = w(v(x)).
Geef functievoorschriften van v en w.

© Noordhoff Uitgevers bv

gx) = 27

3 Jfix)=4x—-2

10 25

Jx) g(/(x))
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Als k(x) wordt berekend door eerst x in te vullen in het
functievoorschrift van de functie f'en dat resultaat in te
vullen in het functievoorschrift van de functie g, dan heet
de functie k een samenstelling van fen g. In formule:
k(x) = g(f(x)).

Een samengestelde functie heet ook wel een kettingfunctie.

Voorbeeld 1

Geef het functievoorschrift k(x) = g(f(x)) als
fix)=x3engx)=Vx+2

Oplossing

k(x) = g(x3) =3 +2

Voorbeeld 2

x ) g(f(x))

De functie A(x) = m is samengesteld uit
de functies f en g met A(x) = g(f(x)).

Geef functievoorschriften voor f'en g.
Oplossing

Kies f(x) = 322 + 4 en g(x) =
X

Geef functievoorschriften van k(x) = g(f(x)) en A(x) = f(g(x)).

a f(x)=log(x)eng(x)=4-2x
b f(x)=sin(x)en g(x)=2x—3

c f(x)=3"eng(x)= %
d f(x)=2"en g(x) = *log(x)

Ondersteunende route = maak opdracht 013

Gegeven zijn functies van de vorm k(x) = g(f(x)).

Geef mogelijke functievoorschriften van g en f.

a k(x)=143x2-5 ¢ k(x)=log(x?*— 3x)
2 2

b k(x)= e o d kx= sin (x)

Gegeven is de functie k(x) = =3 +y5x. Op de grafiek van k

liggen de punten A(é ; —2) en B(5, 2).

a Geef een vergelijking van de lijn / door 4 en B.

b Bereken exact de codrdinaten van het punt op de grafiek
van k waarin de raaklijn aan de grafiek evenwijdig is met /.

Uitdagende route = maak opdracht U2
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Ondersteunende opdrachten

010  Op het blaadje staan enkele functies en hun afgeleiden.

a tDe graﬂek van g ontst.aat uit die van f'door een F(x) = X2 g(%) = (x + 4)3
ranslatic van 4 naar links.
Leg uit waarom dat verband ook geldt voor de 1) =3x2  g'(x) = B(x+4)?
grafiecken van /" en g’.

b Bepaal de afgeleide van A(x) = (x — 7)%. j(x) = &x k(x) = &Bx

¢ Hoe ontstaat de grafiek van k(x) = 8@ uit die van il 4 T

d Leg uit waarom in het functievoorschrift van k" de 12
breuk met 3 vermenigvuldigd wordt. k'(x) Bk

e Bepaal de afgeleide van m(x) = 5{6x.

013 a Gegeven is de functie k(x) = 273 met k(x) = g(f(x)).

Vul in: g(x)=...en f(x)=6x—3. k(x) = g(f(x)) houdt indat je
b Gegeven is de functie k(x) = N in het functievoorschrift van g
Vul in: De functie k is ontstaan door in de functie elke xvervangt door f(x).
g(x) = \Fc de x te vervangen door f(x) = ... 5 .
¢ Vul op het blaadje de functievoorschriften van k(x) = Z2_9 is van de vorm
fengin, K(x) = g(f(x)) met
Gegeven zijn functies van de vorm k(x) = g(f(x)). 5
Geet mogelijke functievoorschriften van g en f. gX)=—enf(x)=...
d k(x)= (72— 2)° f k(x)=8—9x
3 -4
k(x)= k(x) =
e &) log(x) 9 K cos (x)

Uitdagende opdrachten
UZ  Gegeven is voor verschillende waarden van a de grafiek van de

y
functie £,(x) = a(x — 2)%. 40
a Bereken exact voor welke waarde van a de helling in het 5
punt van de grafiek van fmet x-codrdinaat 1 gelijk is
aan —6.

b In welk punt van de grafiek van f, is de helling 1?
In welk punt van de grafiek van f, is de helling 1?
d Toon aan dat voor elke @ # 0 geldt:

Het punt op de grafiek van f, waarin de helling van de 10

(2]

grafiek van f, gelijk is aan 1, ligt op de lijn y = % se= L

—3 2 -1 0 12 34 567
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Je leert - hoe je afgeleide van een kettingfunctie bepaalt

Leerroutes - ondersteunend: 15—16—017—18—19—020—20—21—22—23

- doorlopend: 15—16—17—18—19—20—21—22—23—24

- uitdagend: 15—16—17—18—20—21—23—24—U3—U4
Yorick gaat op zoek naar de afgeleide van de
functie f(x) = (x> + 5)>. Omdat de afgeleide van ﬁ 12\5, 1 ?SY £ ? Y3

g(x) = x° gelijk is aan g’(x) = 3x” probeert hij
als afgeleide f7(x) = 3(x*+ 5)%. Controle met de
rekenmachine geeft de drie kolommen:

2 7 n d
= (=t 5)3, ¥, = 3(x-+ 5)- en yy = E (y])

* Doe op grond van deze kolommen een

216 108 216
729 243 972
2744 588 3528
10584
27000 | 2700 27000
68921 | 5043 60516
1574641 8748 122472

SNV WD -
0
N
o
=
bt
w
~N
w

voorspelling voor f7(x).

300 70
t t
5 g
=200 < 60
=

100 50

N = | | < | e |
0 10 20 30 40 50 0 50 100 150 200 300
tin seconden — Vin liters —

Gegeven zijn grafieken die het verband aangeven tussen tijd,
volume en hoogte bij het vullen van een waterreservoir.

. AV . Lo
a Hoe groot is VL de gemiddelde vulsnelheid in

liters per seconde, gedurende het tijdsinterval [10, 20]?

b Hoe groot is A de gemiddelde verandering van de

hoogte in cm per liter, gedurende dat tijdsinterval?

Ah
¢ Hoe groot is AP de gemiddelde stijgsnelheid in cm per
seconde, gedurende dat tijdsinterval?

> Ah _ Ah AV
d Leguit dat geldt: TR

Ga na dat de eenheden in deze formulering kloppen.
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16  Bij het vullen van een ander waterreservoir gelden de functies
V(t)=2t+50en (V)= ZW met ¢ in seconden, V in liters
en A in cm. In deze opdracht ga je onderzoeken hoe snel het

17

18

water stijgt op het tijdstip = 10.

a Bereken 77(10), de snelheid waarmee het volume
toeneemt op ¢ = 10.

Hoeveel liter water zit er in het reservoir op ¢ = 10?
Bereken #(V) op ¢ = 10.

Druk /2 uitin z.

Met behulp van een klein interval, bijvoorbeeld

" oan o

[10;10,001], kun je een schatting maken van de snelheid

waarmee het water stijgt op 7= 10.
Bereken de stijgsnelheid van het water op ¢ = 10.
f Laat zien dat voor ¢ = 10 geldt: #'(¢) = I'(V) - V'(¢).

De afgeleide van de kettingfunctic &(x) = g(f(x)) is
de functie £'(x) = g'(f(x)) - f(x).

Deze regel heet de kettingregel.

Bij formules noteer je de kettingregel meestal met
dy _dy du

erentiaalquotiénten, bijvoorbee dr du dt

Differentieer k(x) = 6(x2 — 7)*.
Oplossing

k(x) = g( f(x)) met

f(x) =x2— 7 en g(x) = 6x*
f(®)=2x eng'(x)=24x3
k'(x) =g'(fx)) - f'(x) geeft
k'(x) = 24(x2 — 7)3 - 2x ofwel
k'(x) = 48x(x2 — 7)3

Ondersteunende route = maak opdracht 017

Differentieer.
a f(x)=3x2+8)?
b w(x)=(1-3x%°

d A(x)=(5x"2 - 12)7
e plq)=(2—g)

f M0=(1—%T

Gegeven is de functie f(x) = (x3 + 4x)°.

Casper maakt een fout bij het differentiéren en vindt
F(x) = 15x7(x + 4x)* + 4.

a Wat doet Casper fout?

b Verbeter de fout en schrijf de juiste afgeleide op.

c SH=F+TE

© Noordhoff Uitgevers bv

_ Casper
f(¥) = 5(x3 + 4x)%. Z2x2 + 4
F(xX) = 15x2(x2 + 4x)* + 4
Fout!

¢
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Differentieer.
a f(x)=(x*+x+311) b g(x)=(3x>" - 1917)

Ondersteunende route = maak opdracht 020

|
flx)= 211 kun je schrijven als f(x) = (x*+ 1)L

Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve exponent.

| 3
o = e S A
b &)= e aayp d k) =7y

1
f(x)=1x?+ 1 - x kun je schrijven als f(x)=(x*+ 1) = x.
Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve of
gebroken exponent.

a f(x)=yx*+1-x ¢ h(x) =42x3 —4x + 5x
b gx)=x*+vy4—x d k(x) =4x — y4x —4x*

Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve of
gebroken exponent.

a fx)=(2+ 1)V +1 ¢ gla)=15a\3a

b o 12 i = 6
\3x4 —2 (322 — 4y}
>

Gegeven is de functie f(x) = ——
VX2 =11
a Bepaal het domein van f.

b Stel een vergelijking op van de raaklijn in het punt van
de grafiek met x = 6.

Gegeven is de functie f(x) = {16 — x°.
.
V16 — x?

b Plot de grafieken van fen f".

Hoe zie je aan deze grafieken dat het domein van f
groter is dan het domein van f?

a Toon aan dat f'(x) =

Uitdagende route = maak opdracht U3 en U4
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Ondersteunende opdrachten

\_

017  Gegeven is de functie k(x) = (7x° — 9)°.
Je gaat in deze opdracht deze functie differentiéren.

a Vulin: k(x) = g(f(x)) met g(x) = x’en f(x)=...
b Vulin: g'(x) = 5x* dus g'(f(x)) = 5(...)%
Controleer dat f'(x) = 21x2.
d De kettingregel luidt &'(x) = g’(f(x)) - f7(x).

Vul het blaadje verder in.

(s}

Differentieer.
e k(x)=(6x3+1)3 h h(x) = (2x'4 +2,5)6
f ow(x)=(12-5x%)* i va)=(a+8)

o mp=@rdt i fw=(3r2)

020  Je gaat de functie f(x) = differentiéren.

=8
(x5
Je kunt f(x) schrijven als f(x) = 6(3x> + 5x)™%.
Er geldt f(x) = g(h(x)) met g(x) = 6x*en
A(XY=3x* 1+ 5%,

a Vul het blaadje verder in.

b Leguit waarom de haakjes om 6x + 5 noodzakelijk
zijn.

g'(X)=5x% dus
g'(f()=5(...)*
f1(x) = 21x2

K'(x) = g'(f(x)) - F'(x) geeft
k'(=5(.01 ) 21x2
k() =..x2(... )%

g(x) = 6x " en h(x) = 3x2 + Bx
FI(9) = —24( () )= h'(¥)
f'(x)=-24(...)7° - (6x+5)

—24(6x+5)

F(x) = 1

Uitdagende opdrachten

U3  Differentieer.
2x2+x+6

h(x) = V(4x — 2)° ———
a Ax)=v\M4x—-2)+3 \(m

_ 16 _x+8
i T e

c f(x)=(18x2+6)\3x2+1 f j(x)=x|x+4

d k(x)=

U4 Gegeven is de functie f(x) = o

=l

De lijn y = ax raakt de grafiek van f.
Bereken exact de waarde van a.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat randextremen zijn
- hoe je exact de extreme waarden van een functie berekent

Leerroutes - ondersteunend: 25—26—27—28—029—29—-30
- doorlopend: 25—26—27—28—29—30—31
« uitdagend: 25—27—28—29—-30—Ub—Ub

De functie f(x) =3 — \14x — x% heeft bij x =7 o

/

een minimum, want daar is de afgeleide f*(x)
gelijk aan 0.
De afgeleide is echter alléen bij x = 7 gelijk 2 \
aan 0. Toch heeft de functie een maximale
waarde. _1_(2) : 41
» Hoe zit dat? .
-6

25  Gegeven is de functie g(x) = 2,4x° — 16x°.

a Differentieer g.

b Losexact op g'(x)=0.

¢ Plot de grafiek van g en ga na bij welke waarden van x de
grafiek van g een top heeft.

d Bereken van elke top de y-codrdinaat en geef aan of het een
minimum of een maximum betreft.

6

7

8

9

X
10 11 12 14 15

Hoe bereken je exact de extreme waarden van een functie f?

1 Differenticer f.

2 Losexact op f'(x)=0.

3 Plot de grafiek en kijk of er sprake is van een minimum of
een maximum.

4 Bereken de extreme waarden door de gevonden x-waarden in
te vullen in f{x).

Voorbeeld

Bereken de extreme waarden van de functie f{x) = (x? — 4x)3.

Oplossing

1 f(x)=3(2—4x)2- (2x—4)

2 3(x2-4x)?- (2x—4)=0geeftx2 —4x=00f 2x—4=0
x=0ofx=40fx=2

3 Zie de plot hiernaast. Bij x =0 en x = 4 is er geen sprake van
een extreme waarde.

134

4 fheeft een minimum f{2) = —64.
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26 Bereken exact de extreme waarden.

m a f(x)=x*—4x?
b f(x)=1yx2+6x+10

c flx)=@*-1)
20
(x—27+4

a Leg uit hoe je met behulp van het functievoorschrift kunt
beredeneren dat f'een extreme waarde heeft.

27  Gegeven is de grafiek van de functie f(x) =

b De grafick suggereert dat /' maar één extreme waarde heeft.

Ga met behulp van de afgeleide na dat dit inderdaad het
geval is.
¢ Bereken exact de extreme waarde van f.

28  Gegeven is de functie /i(x) = 1 + 2y3 — 2x.
a Geef het domein en het bereik van /.
b Onderzoek of de vergelijking #’(x) = 0 oplossingen heeft.
¢ Ga met een plot na of / een extreme waarde heeft.

6]’
5
4
3

W

-3 -2 10
-1

Als de grafiek van een functie een randpunt heeft, zoals bij een
wortelfunctie, dan heeft die functie daar een (rand)maximum of
(rand)minimum. Randminima en randmaxima noem je ook wel

randextremen.
Voorbeeld
Gegeven is de functie h(x) =2 + 2 \12x — 242, y

Bereken exact de extreme waarde van h.
Bereken ook exact de randextremen.

Oplossing /—\

1 12 —4x 3—x
h'(x) = 5 ——— ofwel h'(x) = ————
A R o 0= e = 22
H'(x) = 0 geeft x = 3. 0

h3)=2+1 V18 =2+ 152
h heeft een maximum A(3) =2 + 1%\5.

5

Voor het domein van A geldt 12x — 2x2 > 0.
2x(6 — x) = 0 geeft randpunten (0, 2) en (6, 2).
h heeft randminima /#(0) = 2 en h(6) = 2.

© Noordhoff Uitgevers bv
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29

30

31

136

Ondersteunende route = maak opdracht 029

Bereken exact de extreme waarden.
Vermeld ook eventuele randextremen.

a f(x)=V16—x2 d #(x)=2x+\12—-2»*

b g(x)=(*-3x)* e plx)=yx*+1
¢ h(x)=x2—4xx foglx)= rz__fs
y

Gegeven is de functie f{x) = —% x>+ 16 met x > 0.

Op de grafiek van fwordt tussen de y-as en het snijpunt van de
grafiek met de x-as een punt 4 gekozen.

De projecties van 4 op de x-as en y-as zijn de punten P en Q.
Bereken exact de maximale oppervlakte van rechthoek OPAQ.

Gegeven is de functie f(x) = {12x — x°.

a Inde figuur zie je dat de grafiek een top heeft.
Bereken exact de codrdinaten van de top.
b Bereken exact het domein van f'.

Uitdagende route = maak opdracht U5 en Ué

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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Ondersteunende opdrachten

029  Gegeven is de functie f(x) =x+ {32 — ¥
Gevraagd wordt de extreme waarden van fexact uit te fX) = x + Y32 - x2

rekenen, inclusief de randextremen. Op het blaadje is 1
hiermee een begin gemaakt. ) =x+(32 = x2)2 1
a Instap 1 is het functievoorschrift herschreven zodat Fx)=1+ I (32 - Xg)—% -
in stap 2 de functie gedifferentieerd kan worden. 2
Waar komt in stap 2 de factor —2x vandaan? i) I z
b Laat zien hoe stap 3 uit stap 2 volgt. 32 - x

X

¢ In stap 4 wordt de vergelijking f"(x) = 1 — ——
opgelost. 32— f(x)=Ogeeft ———=1 4
Ga na dat x = 4 wel cen oplossing is en x = —4 32 -x

niet. V32 - x2=x

d Plot de grafiek van f. Heeft f bij x = 4 een maximum

of een minimum? Bereken deze extreme waarde. Be=xe=x

e Inde plot zie je ook dat de grafiek van ftwee x=4of x=-4
randpunten heeft. In deze randpunten heeft f een De grafiek van fheeft een
R Bt o randpunt als 32 — x2 =0. 5
Bereken exact de coérdinaten van de randpunten.

f Vulin:

f heeft een maximum f(4) = ...
f heeft een randminimum f(...) = ...
f heeft een randminimum f(...) = ...

b

Uitdagende opdrachten
4

U5 Gegeven is de familie van functies £,(x) = ax +

=T
a Bercken exact de extreme waarden van f2

b Bereken exact de extreme waarden van fi.
~

¢ Onderzoek voor welke waarden van a de functie j;, geen
extreme waarden heeft.

d Voor een zekere waarde van a heeft f, een maximum bij
x = 3. Bij die waarde van a heeft f,, ook een minimum.
Bereken hoe groot dat minimum is.

Ub  De functie g(x) = a\4x? — x* + b heeft een maximum 5.

Verder heeft g een randminimum bij x = \E :
Bereken exact a en b.
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10.5 Buigpt

Je leert - wat een buigpunt is
- hoe je de codrdinaten van een buigpunt exact berekent

Leerroutes - ondersteunend: 32—033—34—35—36—037—37—38

« doorlopend: 32—33—34—35—36—37—38—39
* uitdagend: 32—33—34—35—36—37—38—U7
Sjoerd rijdt een stukje met zijn e-bike. s

De grafick geeft het verband tussen de

afgelegde afstand s in meters die Sjoerd na ¢ in

minuten heeft afgelegd.

» Welke informatie geeft de grafiek over de rit
die Sjoerd gemaakt heeft met zijn e-bike?

32  Gegeven zijn de grafiek en de hellinggrafiek van een y y
functie 1. 4 4
a Op het interval [—1, 1] daalt /. Wat geldt er 3 3
op dat interval voor de afgeleide f7(x)? 2 f 2 F
b Isde daling op[—1, 0] toenemend of afnemend? 1 1

Neemt de afgeleide toe of af op dit interval?
¢ Welke soort daling vertoont fop [0, 1]? Neemt f* 73 7 o171 3° 3 1 Mo / 7 3

op dit interval toe of af? Wat geldt er dus op dit e =

interval voor de afgeleide van 7? -2 &)
d Op[-2, —1]is fafnemend stijgend.

Wat kun je zeggen over f”(x) en over de afgeleide

van f” op dit interval?

Op intervallen waar f(x) > 0, stijgt f. 0 > 0 £ < 0
Op intervallen waar f"(x) <0, daalt 1.
De afgeleide van f”, de tweede afgeleide van £, notatie /
il 0
v of 32 o & (D) et informatie over h v
7o @ o 3 i) geeft informatie over het soort fie fis
. toenemend stijgend | afnemend stijgend
stijgen of dalen van f:
Als op een interval geldt /(x) > 0, neemt f’(x) toe.
fis dan toenemend stijgend of afnemend dalend. £ <0
Als op een interval geldt /”(x) <0, neemt f’(x) af.
f1s dan afnemend stijgend of toenemend dalend. fic fic
afnemend dalend | toenemend dalend
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34

35

Ondersteunende route = maak opdracht 033

Gegeven is de grafick van de afgeleide van een functie /.

i heeft extreme waarden bij x = —\E, x=0enx= \ﬁ

a Op welke intervallen is /7 afnemend dalend? En op welke
intervallen toenemend dalend?

b Bij welke waarden van x gaat /# over van toenemend dalend
naar afnemend dalend?

¢ Maak een schets van de grafiek van / met A(0) = 0.

Gegeven is de functic f(x) = x — 4yx.
a Plot de grafiek van fen bereken exact de extreme waarde(n)
van f.
b Toon met behulp van f”(x) aan dat f” stijgt op het
interval (0, —).
¢ fiseerst dalend en daarna stijgend.
Is er hier sprake van afnemende of toenemende daling?
En is er sprake van afnemende of toenemende stijging?

a Schets de grafiek van een functie f die overgaat van
afmemende stijging naar toenemende stijging.

b Het punt waar de overgang plaatsvindt, noem je 4.
Leg uit dat /" een extreme waarde heeft voor de
x-codrdinaat van A4.

¢ Teken de raaklijn in 4 aan de grafiek.

53 1 3 4

Als de afgeleide f” van een functie feen extreme waarde heeft,
is er een punt op de grafick van f'waar de helling een maximale
of minimale waarde heeft. Zo’n punt heet een buigpunt. Je
berekent de extreme waarden van f” met behulp van de tweede
afgeleide 1.

Buigpunten vind je door f”(x) = 0 op te lossen en met een
plot te onderzoeken of de grafiek voor die waarden van x een
buigpunt heeft.

De raaklijn in het buigpunt heet ook wel de buigraaklijn.

Voorbeeld

Bereken de codrdinaten van
het buigpunt van de grafiek
van de functie f(x) = —x> + 6x2 + 8x.
Oplossing
f(x)=—3x2+12x + 8 en
ffx)=-6x+12
Sf'(x)=0voorx=2,

In een plot van de grafiek zie
je dat de grafiek bij x =2 een
buigpunt heeft.
f2)=-8+24+16=32

Het buigpunt is (2, 32).

© Noordhoff Uitgevers bv
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36

37

Gegeven is de functie f(x) =& x* — L33 - 352,

a Losexactop f(x)=0. . °

b Onderzoek met een plot of de grafiek voor de gevonden
waarden van x buigpunten heeft.

¢ Bereken exact de codrdinaten van de buigpunten.

d Beantwoord de opdrachten a, b en ¢ voor de functie

Jlx) = x4,
Ondersteunende route - maak opdracht 037

Bereken exact de co6rdinaten van de buigpunten van de grafiek
van f .

a f(x)=x5—10x* c f()=p X5 +5 -3
— ) —

b f(x)=6x24 p f(x)=3x +2x—5
X 10x

38

39

140

Trek je een raaklijn aan de grafiek van een functie, dan zal
de grafiek in het algemeen in de buurt van het raakpunt
aan één kant van de raaklijn liggen. Een buigraaklijn ligt
links en rechts van het buigpunt aan verschillende kanten
van de grafiek.

De grafiek passeert als het ware de buigraaklijn.

Gegeven is de functie f(x) = glz a—

a Bereken exact de nulpunten van f.
b Bereken exact de extreme waarden van f.
¢ Stel van elke buigraaklijn een vergelijking op.

Een functie f heeft een extreme waarde fla); f"(«) =0 en
f"(a) <0.

Is f{a) een minimum of een maximum?

Uitdagende route = maak opdracht U7
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Ondersteunende opdrachten

033  Gegeven is de grafiek van de afgeleide van de functie g.
2’ heeft extreme waarden bij x =0 en x = 4. 10

a Op het interval {«, 0] is g’(x) < 0. 5

Is g dan stijgend of dalend?

-3 =2 -1 1 2 3 4
-5

=10

b Op hetinterval {«, 0] stijet g’. De waarden van g’(x)
worden dus minder negatief.
Wat zegt dat over de mate waarin g stijgt of daalt?

¢ Op welk ander interval is g’(x) £ 0 en stijgt g’? =15

d Bij x =4 gaat g over van toenemend dalend naar -20
afnemend dalend. Hoe zie je dat in de grafiek van g™ Lo

e Maak een schets van de grafiek van g met g(0) = 0. s

—35

037  Gegevenis de functie f(x) = x* — 8x°. Je gaat de coérdinaten ViR 9-8%7_
van de buigpunten van de grafiek van f exact berekenen.
a Differenticer f.
b Toon aan dat f”(x) = 12x> — 48x.

buigpunten. Met een plot stel je vast of er inderdaad

buigpunten zijn. %=y y=-256

¢ Los de vergelijking /”(x) = 0 exact op. ———t s+
d Bij de nulpunten van f” heeft de grafick van f mogelijk

Beschrijf het verloop van f'in de waarden van x waarvoor
geldt f(x) =0.

e Gebruik f(x) om van elk buigpunt de y-codrdinaat te
berekenen.

Uitdagende opdrachten

U7 a Gegeven is de grafiek van een functie f met een aantal
raaklijnen in de buurt van de top (a, f(a)).
Neemt de helling van de grafiek van f'in de buurt van de
top toe of af?
b Leg uit: als de grafieck van feen top (a, f(a)) heeft en
f"(a) <0, dan is f{a) een maximum van f.

Q) = ————

¢ Beredeneer dat als de grafiek van f'een top (b, (D)) heeft /
en f”(b) > 0, f(h) een minimum is van f.

d Beredeneer dat als /’(c) =0en f"(c) #0, de grafiek
van feen buigpunt (¢,f(c)) heeft.

e Gegeven is de functie g(x) = 2x> — 5x%.
Onderzoek met behulp van de derde afgeleide of de grafiek
van g een buigpunt heeft.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 10 Kettingregel 141



40

41

42

43

142

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Gegeven is de familie van functies f(x) = x* — 6x? + ax.

a Voor elke waarde van a gaat de grafiek van f, door (0,0).
Toon dit aan.

b Toon aan dat de grafiek van f, voor elke waarde van a een
buigpunt heeft en druk de codrdinaten van dit buigpunt uit
in a.

¢ Laat zien dat de grafick voor ¢ = 12 een buigpunt met cen
horizontale raaklijn heeft.
Bereken exact de codrdinaten van dit buigpunt.

d Voor welke waarden van «a heeft de grafiek geen
horizontale raaklijn?

Op de grafick van de functie f(x) = x\/} ligt een punt P.
m is de lijn door O en P. In het gebied begrensd door m en de
grafiek van fzijn een aantal verticale lijnstukken getekend.
De lengte van zo'n lijnstuk is een functie / van x.
a Kies voor P het punt (4, 8).

Stel het functievoorschrift /(x) op.
b Bereken exact de maximale lengte van zo’n lijnstuk.

¢ Kies voor P het punt (p, p\[;_)) en bereken p in het geval
dat de maximale lengte van het lijnstuk gelijk is aan 4.

Gegeven is de functie g(x) = =2 + 2y3x? — 2x.

a Bereken exact het domein van g.

b Bereken de randextremen van g.

¢ De grafick van g snijdt de x-as in de punten 4 en B.
Bereken exact de codrdinaten van deze punten.

d De raaklijnen aan de grafiek van g in de punten 4 en B
snijden elkaar in punt C.
Bereken exact de codrdinaten van punt C.

Gegeven zijn de grafieken van de functies f(x) = yx>+9en

25
x) =
g(x) I
grafieken getekend.
a Controleer met een berekening dat de grafieken elkaar
snijden in het punt P(4, 5).
b Bereken exact de helling van beide grafieken in P.
¢ De raaklijnen in P aan beide grafieken sluiten samen met
de y-as een driehoek in.
Bereken de oppervlakte van deze drichoek.

. In het snijpunt P zijn de raaklijnen aan beide

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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L4

45

100 m

hoofdleiding

T

De huizen 4 en B moeten op de waterleiding worden
aangesloten. De huizen liggen beide op 100 meter afstand van
de hoofdleiding. In plaats van twee aftakkingen van de
hoofdleiding, één naar A en één naar B, wordt gekozen voor
een Y-verbinding: één aftakking bij T die zich bij P splitst in
een tak naar 4 en een tak naar B. De punten P en T worden zo
gekozen dat ze even ver van A als van B liggen.

De afstand in meters tussen 4 en B is 80 meter.

Onderzoek waar punt P moet liggen zodat de totale lengte van
de nieuw aan te leggen leidingen minimaal is.

. s : =5 +
Gegeven is de familie van functies f(x) = #
X

Voor a = 4 heeft de grafiek van ftwee toppen.

a Onderzoek voor welke waarden van a de grafiek van f,
twee toppen heeft.

b In die gevallen dat de grafiek twee toppen heeft, liggen die
toppen op de grafiek van de functie g(x) = 2x* — 5.
Toon dat aan.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Randextremen y
Als de grafiek van een functie een randpunt heeft, zoals
bij een wortelfunctie, dan heeft die functic daar cen

(rand)maximum of (rand)minimum. Randminima en "

randmaxima noem je ook wel randextremen. randminimum

I*'———-randminimum

S1  Gegeven is de functie f(x) =2x + V18 — 7x — x2.

fheeft twee randextremen.
Bereken exact de twee randextremen en vermeld of het een
randminimum of een randmaximum betreft.

Tweede afgeleide, buigpunt, buigraaklijn

. . . d’y buigpunt
De afgeleide van f”, de tweede afgeleide van £, notatie f” of )
X
d /dy y ; 2
of —( —— ), geeft informatie over het soort stijgen of
dx \ dx

dalen van f:

Als op een interval geldt /(x) > 0, neemt f’(x) toe.
fis dan toenemend stijgend of afnemend dalend.
Als op een interval geldt f”(x) <0, neemt f’(x) af. buigraaklijn
fis dan afnemend stijgend of toenemend dalend.

Als de afgeleide f” van een functie f'een extreme waarde

heeft, is er een punt op de grafiek van f'waar de helling een

maximale of minimale waarde heeft. Zo’n punt heet een

buigpunt. Je berekent de extreme waarden met behulp van de

tweede afgeleide f”.

De raaklijn in het buigpunt heet ook wel de buigraaklijn.

B

S2  Gegeven is de grafiek van een derdegraads functie f. y
a Op welk interval is f toenemend stijgend?
b Op welk interval is f'dalend?
¢ Vulin: bij x =4 gaat fover van ... dalend in ... dalend,
dus de grafiek heeft bij x =4 een ...
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Vaardigheid

Je kunt een machtsfunctie differentiéren.

De afgeleide functie van f(x) = x“is f’(x) = a - x*"! voor clke
waarde van a.

Om een gebroken functie of een wortelfunctie te differentiéren
schrijf je deze eerst in de vorm f(x) = ¢ - x“

In het bijzonder geldt: als f(x) = \f} danis f(x) = L

2yx

Differenticer f{x) = 2x en g(x)= %
Oplossing *

Sx) =2k schrijf je als f(x) = $23,
Jx)= 2%161% ofwel f/'(x) = 2%x\3/;.
g(x) = 3764 schrijf je als g(x) = 6x~4.

g'(9) =243 ofwel g'(¥) = 3
X
S3  Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve of

gebroken exponent.
a f(x)=8xx

X+ xyfx+ 1
b glx)=———

g(x) e
¢ h(x)=x (2 +¥)
Je kunt herkennen uit welke functies een samengestelde De functie k(x) = Lz is van de
(Vx + 1)

functie is opgebouwd.

Als k(x) wordt berekend door eerst x in te vullen in de

functie f'en dat resultaat in te vullen in de functie g,

dan heet de functie & een samenstelling van fen g.

In formule: k(x) = g(f(x)).

Een samengestelde functie heet ook wel een kettingfunctie.
e

vorm k(x) = g(f(x)). Geef mogelijke
functievoorschriften van f'en g.
Oplossing

fx)=Vx+1 eng(x):i2

X

S4  Gegeven zijn functies van de vorm k(x) = g(f(x)).
Geef mogelijke functievoorschriften van g en f.

a k(x)=1log(x*—7)

b k(x) =1+cos(x)

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vaardigheid

Je kunt de afgeleide van een kettingfunctie bepalen.
De afgeleide van de kettingfunctie A&(x) = g(f(x)) is
de functie £'(x) = g'(f(x)) - f(x).

Deze regel heet de kettingregel.

%

Voorbeeld

Differentieer k(x) = (x> + 8x)*.
Oplossing

k(x) = g(f(x)) met

fix) =x2+ 8x en g(x) =x*
f(x)=2x+8eng'(x)=4x3
k'(x)=g'(f(x)) - f(x)

k'(x) = 4(x2 + 8x)3 - (2x + 8)
k'(x) = (8x + 32)(x2 + 8x)3

Differentieer.
a f(x)=5(x*+6x)°

b g(x)=V4x*+8x2+6

Vaardigheid

Je kunt exact de extreme waarden van een functie berekenen.

1 Differentieer f.
2 Losexact op f'(x)=0.
3 Plot de grafiek en kijk of er sprake is van een minimum of een maximum.
4 Bereken de extreme waarden door de gevonden x-waarden in te vullen

in f(x).
Een functie waarvan de grafick een randpunt heeft, heeft ook een
randextreem.

Voorbeeld

Gegeven is de functie f{x) = x — V16 — x2.

Oplossing

1 . X
1 f(x)=1————=2xofwel f'(x)=1+——
;@) Nie-2 S V16 — 2
2 f'(x)=0geeft —>— =—1 ofwel x=—16 — x2
F@)=0geelt o—

x2=16 — x2 dus x2 = 8 ofwel x = —V8 = 22 of x = 2\2
x =22 voldoet niet, dus x = —2+2.
3 Inde plot is te zien dat / bij x = —2V2 een minimum heeft.

4 fheeft cen minimum f{—2v2) = —2V2 —16 — 8 = —412.

fheeft een randmaximum f{—4) = —4 en een randmaximum f{4) = 4.

Bereken exact de extreme waarde van f. Denk ook aan randextremen.

In de randpunten van de grafiek geldt 16 —x?> =0 dusx = —4 of x = 4.

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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S6 Bereken exact de extreme waarden. Denk ook aan eventuele
randextremen.
a f(x)=y-x*+10x-9

100

b g(XFm

Vaardigheid

Je kunt de coordinaten van een buigpunt exact berekenen.
Buigpunten vind je door f”(x) = 0 op te lossen en met een
plot te onderzocken of de grafiek voor die waarden van x een
buigpunt heeft.

Voorbeeld
Gegeven is de functie f{x) = x> — 9x2 + 15x + 18.
Bereken exact de codrdinaten van het buigpunt van de grafiek van f.
Oplossing
f)=x3—9x2 + 15x + 18

) =3x2—-18x+15
f"(x)=06x—18
f"(x)=0voor x=3.

In de plot is te zien dat de grafiek bij x = 3 een buigpunt heeft.
f(3) =9 dus het buigpunt is (3, 9).

S

Y1=K?-9K¥2+15K+18

X=3

Y=9

S7  Gegeven is de functie f(x) = x*— 6x2— 5.

Bereken exact de co6rdinaten van de buigpunten van de grafiek
van f.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder gebroken of
negatieve exponent.

2
a f="77

b g(x)=4x3 ++x
¢ h(x)=@x+x)(x—1)

Gegeven is de functie f(x) = % ot % X tx

a Bereken exact de codrdinaten van de punten op de grafiek
van f waar de raaklijn evenwijdig is aan de x-as.

b Onderzoek of er in de gevonden punten sprake is van een
maximum, een minimum of geen van beide.

De functies f, g en /z zijn derdegraads functies. Gegeven zijn de
grafieken van /7, g"en /.
Schets een mogelijke grafiek van £, van g en van #.

)i ¥ Y
0 0 0
, o /\h'
: : 4

Gegeven is voor x > 0 de functie g(x) = 22 4
a Bereken exact de x-codrdinaat van de top van de grafiek 2
van g. 0

b Bereken exact de codrdinaten van het buigpunt van de | #0500 | Les L
grafick van g. i

¢ Stel een vergelijking op van de buigraaklijn. N

-6
-8
-10

Gegeven zijn functies van de vorm k(x) = g(f(x)).
Geef mogelijke functievoorschriften van g en f.

a k(x)=3+24x—9) ¢ k(x)=(2x - )7

b k(x)=16x—3x2—7 d k(x)= ﬁ

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve exponent.

a

b

f()=(x=3)10+2
ap) =2 -

h(x) =

2 —x

k(x)=(2x —3x'y

q(x) = -7

m(t) =3+ 2(4¢t —9)°

Gegeven is de functie f(x) = x\/: =spaell

Bereken exact de extreme waarden van f. Vermeld ook
eventuele randextremen.

Gegeven is de functie g(x) = (4x> + px + 1)°.

g heeft een extreme waarde voor x = 1.

Bereken de waarden van p.

Gegeven is de familie van functies

g.x) = Ix

a

b

1
—~a (Bx—aF

g,(4) is een extreme waarde van een functie g,.

Bereken exact de waarde van a.

De grafiek van een functie g_ heeft een buigpunt bij x = 2.
Bereken exact de waarde van a.

Gegeven is de familie van functies f, (x) = p(x + itq.

a

© Noordhoff Uitgevers bv

Bereken exact de waarde van p en van g als gegeven is dat
de grafiek van ];_q door de punten (0, 0) en (=3, 18) gaat.

Bereken exact de waarde van p en van ¢ als de lijn / met
richtingscoéfficiént —6 de grafiek van een functie f, , raakt
in het punt (-4, 12).

Toon aan dat de buigpunten van de grafieken van alle
functiesfp_q op een rechte lijn liggen en geef een

vergelijking van deze lijn.

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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Je kunt een machtsfunctie differentiéren.
Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve of
gebroken exponent.

a f(x)=20x d Ak(x) = Sx(yx +{x)

b g(x)=2\x+5x? e m(x)=x3 'i[;
3Ix2+1 2 4

¢ h(x)= x2x: f )= 55

Je kunt herkennen uit welke functies een samengestelde
functie is opgebouwd.

a De functie k(x) = 5 257 heeft de vorm k(x) = g(f(x)).
Geef de mogelijke functievoorschriften van fen g.

b De functie k(x) = yx* — 3 heeft de vorm k(x) = g(f(x)).

Geel de mogelijke functievoorschriften van fen g.

Je kunt de afgeleide van een kettingfunctie bepalen.
Differentieer en schrijf de afgeleide zonder gebroken en
negatieve exponenten.

a g(m)=(4m -5y c Q(p)=\2p*-25p
4 1
b h(X)—x2+3 d f(x)——4 Zx—%

Je kunt exact de extreme waarden van een functie
berekenen.

Bereken bij welke waarden van x de afgeleide van de functies

gelijk is aan nul. Onderzoek of er bij deze waarden van x

sprake is van een maximum, een minimum of geen van beide.

Vermeld ook eventuele randextremen.

a f(=— 2

c h(x)= \{m
b g(x)=3+2y4x —x2 d kx)j=(x—2)

Je kunt de codrdinaten van een buigpunt exact berekenen.

It —

Gegeven is de functie f(x) = —21- ot =Dt

a Bereken exact de extreme waarde van f.

b Bereken exact de codrdinaten van de buigpunten.
¢ Stel ecen vergelijking op van elke buigraaklijn.

d Voor welke waarden van x is f toenemend dalend?

Hoofdstuk 10 Kettingregel
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Gegeven is de functie f(x) = % xH NI A,

a Geef het domein van f.

b Bereken exact de extreme waarden van f. Vermeld ook
eventuele randextremen.

c Stel een vergelijking op van de raaklijn aan de grafiek

van f'in het punt met x-codrdinaat 4%.

3

Gegeven is de grafiek van de fznctie flx)= m : 6

=2 : 5

a Toon aan dat f"(x) = @ty 5 .

b Punt P(-2, 3) ligt op de grafick van f. ' 3

De lijn y = ax + b raakt de grafiek van fin P. 5 2

Bereken exact de waarde van a en van b. ' 1
—4-35 -3 -2,5-2+1,5 -1 -0,5(1) 0,5

; -2

Differentieer. Schrijf de afgeleide zonder negatieve of
gebroken exponent.

a f()=Bx—4)7>+7 ¢ O(p)=(@Cp+203p +2
- 10 —_— O —
b p(t)——(x_s)z_ o d g(p)=2v@4p)Q -7

Plaats A ligt op een eiland, plaats B op het vasteland. Tussen
de plaatsen 4 en B moet een kabel worden gelegd.

A

0\

LIRS

1 R

] s

1 ~

i RS

] A

. ~

15 km S

1 il

1 el

i 5

I ~

] Ty

! 20 km 3
O-mmmmmm o e o e e mm oo D o
P B

De aanlegkosten onder water bedragen € 1000.- per km; de

aanlegkosten over land zijn € 400,- per km.

Er ligt tussen P en B een punt Q zodat de kosten over het

traject A-Q-B minimaal zijn.

a Noem PQ = x (km) en toon aan dat de aanlegkosten K in
euro’s gegeven worden door de formule

K =10004225 + x* + 400(20 — x).
b Bereken exact de afstand PQ waarvoor de aanlegkosten
minimaal zijn.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 10 Kettingregel
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Middelwaardestelling

Lagrange
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) was een wiskundige en
astronoom van Italiaanse afkomst, die later in Frankrijk
en Pruisen werkte. Hij ontwikkelde zich tot een van de
grootste twee wiskundigen van de 18e eeuw (de andere was
Euler). Hij werkte aan getaltheorie, differentiaalrekening,
mechanica en astronomie. Hij formuleerde onder andere de
middelwaardestelling.

b
-

De middelwaardestelling:
Twee punten A4 en B met x-codrdinaten a en b liggen op de
grafiek van functie f. Als de afgeleide f” op interval {(a,b)
bestaat, dan is er in dat interval een getal ¢ zodat f(c) gelijk is
aan de richtingscoéfficiént van de lijn door 4 en B.

Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = 2yx — 1. Op de grafick liggen de y
punten A(1, 0) en B(2, 2). 4
De lijn door 4B is de grafiek van k(x) = 2x — 2.
Als je de grafieken bekijkt, zijn er twee dingen die opvallen. 3
- Eris een punt P waarin de raaklijn evenwijdig is aan de lijn
2
door 4 en B. Op het oog is x, = 1%.
- Tussen de punten A4 en B zie je de verticale afstand tussen de 1
grafiek van fen die van k eerst toenemen en daarna afnemen.
Er is dus een punt waar de afstand maximaal is. Is dat ook 0
punt F?
In de tabel met y, =2yx — 1, y, =2x —2en y, = y, — y, zic -
je dat de maximale afstand bij x = 1,25 }igt:_ 1 % " 72 V>
Is het toeval dat de afstand het grootst is bij x = 13? 1 ] 0 ]
Dat ga je in de volgende opdracht onderzocken. g.?en Sse :3:25?
1.375 | 1.2247 | 0.75 "0.475
: 15 14142 | 1 “0.414
Opdracht 1625 | 158111125 | -0.331
a Losop f/(x) =rcyy : 1.7321 | 1.5 0.
b Ga na dat de verticale afstand van een punt op de grafiek %'875 %'3?03 é'?s 96'121
tot de lijn. AB gegeven wordt door g(x) = f(x) — k(x). g gs g%géi 'éjgs g:ggg;
¢ Differentieer g.
d Heeft g een maximum of minimum? X=1.25

e Leguit: Het punt P waar de raaklijn evenwijdig is aan
lijn AB, is ook het punt waar de verticale afstand van een
punt op de grafiek tot de lijn 4B het grootst is.

f Voer de opdrachten a tot en met e uit voor de functie

flx)= % (% K= 3)3 + %1 op het interval [2, 8].

\

, ._

Gate Opens 16:30

152  Vaardigheden 5 © Noordhoff Uitgevers bv
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In dit hoofdstuk

Inmiddels ken je alle soorten functies die voor het

examen wiskunde B van belang zijn: lineaire functies,
kwadratische functies, machtsfuncties, exponentiéle functies,
logaritmische functies en goniometrische functies. Ook weet
je al het nodige van het verband tussen transformaties van
grafieken en de functievoorschriften van de beeldgraficken.

In dit hoofdstuk ga je met al deze functies aan de slag.

Je kijkt naar mogelijke symmetrie in een grafiek, de
transformaties komen nog een keer uitgebreid aan de orde
en je leert bij een functie het voorschrift van de inverse
functie opstellen.

Nieuw is het begrip absolute waarde, dat je ook op functies
gaat toepassen. Ten slotte wordt er aandacht besteed aan
gelijkwaardige formules.

Functies zijn de kern van wiskunde B. Je zult de begrippen
uit dit hoofdstuk in bijna alle volgende hoofdstukken steeds
weer tegenkomen.

S M . o T o S
Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

« Probleem oplossen en analytisch denken 49

- Formules manipuleren
- Logisch redeneren en bewijzen 17
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B D
V1  Gegeven zijn de functies f(x) = x, g(x) = \];, h(x) = cos(x),

k(x) =2og(x), m(x) = -11?, n(x) =sin(x), p(x) = x2, g(x) = x*en r(x) = 1.

Van vier functies is de grafiek geplot. De vensterinstelling is zo dat beide
assen lopen van —5 tot 3.
Geef voor elke plot aan welke van de gegeven functies hierbij hoort.

V2  Gegeven zijn de functies f(x) = g* en h(x) = ¢log(x).
a Neem g =2 en teken de grafieken van f'en /i in één assenstelsel.

b Neem g = % en teken opnieuw de grafieken van fen /.
¢ Voor welke waarden van g zijn fen / stijgend?
En voor welke waarden van g zijn f'en h dalend?
d Welk verband is er tussen de grafieken van fen 4?
e Welke lijn is de asymptoot van de grafiek van f?
En welke lijn is de asymptoot van de grafiek van /?

Het functievoorschrift f,(x) = ax + 3 hoort bij een familie van 5y

functies. : A=
Bij elke waarde van @ hoort een functie en een grafick.

Getekend zijn de graficken van f, f; en f_;. In het i~

functievoorschrift is x de variabele; a heet een parameter.

[ (1 §)

X
-5 -4./3-2-10 2 3 4 5
9 A
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V3

V4

V5

Vé

V7

Gegeven is de familie van functies g (x) =

12

ax—©6

De grafiek van g, gaat door het punt (8,2).
Bereken a.

De grafick van g, heeft een verticale asymptoot x = 1%.
Bereken a.

Welke lijn is voor elke waarde van a # 0 een asymptoot
van de grafiek van g ?

Gegeven is de familie van functies f,(x) = x" met » geheel.

b

Plot de grafiek van f, voor n =5 en voor n = =2 en geel
van beide functies het domein en het bereik.

Voor welke waarde van n gaat de grafiek van f, door het
punt (2, %)?

Welk punt ligt voor elke waarde van n op de grafiek van f,?
Voor welke positieve waarden van n ligt de grafiek van f
nergens onder de x-as?

Gegeven is de familie van functies /1,(x) = X'+ px + 8.

b

De grafiek van hp gaat door het punt (4, 20).

Bereken p.

In het punt op de grafiek met x = —2 is de helling van de
grafiek gelijk aan —3.

Bereken p.

Gegeven is de functie f(x) = 3sin(x—2)+ 5.
Geef het bereik van f.

Bepaal van elke functie het domein en het bereik.

a
b

(2]

f(x)=3(x—-2)2+5
f(xX)=3x—-2+5

flx)= 3 A

=2
f)=3"2+5
f(x)=%log(x—2)+5

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - hoe je na een transformatie het functievoorschrift opstelt bij de beeldgrafiek

Leerroutes  -ondersteunend: 1—2—3—04—5—6—7—08—9
« doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7—8—-9
« uitdagend: 1—2—4—5—6—7—8—9—-U1
In de figuur zie je de grafieken van de gV
functies f(x) =+/16 + 2x, g(x) =16 — 2x, ;
g

h(x) = —y16 — 2x en k(x) = =16 + 2x.

» Hoe zijn de grafieken van g, 1 en k ontstaan
uit de grafiek van f?

.
Gegeven is de grafiek van de functie f(x) = %xz + 3. s
a De grafiek van fwordt 5 omlaag verschoven.
Daardoor ontstaat de grafiek van de functie g 14
Stel het functievoorschrift op van g. 12
b De grafiek van f'wordt 2 naar rechts verschoven. 10

Het resultaat is de grafiek van de functie /. 8
Stel het functievoorschrift op van /.

¢ Door de grafick van f'ten opzichte van de x-as met 4 te )
vermenigvuldigen ontstaat de grafiek van de functie J. 4
Stel het functievoorschrift op van j. 2

Gegeven is de functie f(x) =9 — x°. y
Door de grafick van fmet 2 te vermenigvuldigen ten opzichte
van de y-as ontstaat de grafick van een functie g.
a In welke punten snijdt de grafiek van f'de x-as?
b In welke punten snijdt de grafick van g de x-as?
¢ Het punt A(2, 5) ligt op de grafiek van f. Het beeld
van A is het punt B op de grafiek van g.
Vulin: g(4) =f(2), dus g(4) = ....
d Vulin: g(a)=/(...),dus g(a) = ....
e Stel het functievoorschrift op van g.

PP === = === =

-
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Pas je op de grafiek van een functie f'een transformatie toe,
zoals een verschuiving (translatie), een spiegeling of een
vermenigvuldiging, dan heet de grafiek die zo ontstaat, de
beeldgrafiek.

Bij een verticale translatie over een afstand d omhoog ontstaat
de grafiek van g(x) = f(x) + d.

Bij een horizontale translatie over een afstand ¢ naar rechts
ontstaat de grafiek van g(x) = f(x — ¢).

Bij een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met
factor a ontstaat de grafiek van g(x) = a - f(x).

Bij een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met

1
factor b ontstaat de grafiek van g(x) = f (-5 : x)
o

Voorbeeld

Stel het functievoorschrift op van

de grafiek die ontstaat door de

grafiek van de functie

flx) =2+ 3log(x)

a 7 naar links te verschuiven.

b ten opzichte van de y-as met 4
te vermenigvuldigen.

Oplossing

a g)=flx+7)

g(x) =2+ 3log(x + 7)

b h(x)=£%x)
h(x) =2 + 3log(dx)

3 Gegeven is de functie f(x) = 3~
m Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek bij
toepassing van de aangegeven transformaties.
a Een vermenigvuldiging met —2 ten opzichte van de x-as en
daarna een verschuiving van 4 naar links.

b Een vermenigvuldiging met —% ten opzichte van de y-as en
daarna een verschuiving van 4 omhoog.

Ondersteunende route = maak opdracht 04

4  De grafick van de functie f(x)=4x+ -\E wordt 2 naar links
verschoven.
Leg uit wat het juiste functievoorschrift van de beeldgrafiek is.

Kies uit g(x) =4(x + 2) + \f;c, gx)=4(x+2)+yx+2en
g(x)=4x++x+2.

5  Gegeven is de functie f(x) = 2~
a De grafiek van f'wordt gespiegeld in de x-as.
Met welke vermenigvuldiging krijg je dezelfde
beeldgrafiek?
b Stel het functievoorschrift op bij de beeldgrafick.

¢ De grafick van f wordt gespiegeld in de y-as.
Met welke vermenigvuldiging krijg je dezelfde

beeldgrafiek?
d Stel het functievoorschrift op bij de beeldgrafiek.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Als de grafiek van een functie f wordt gespiegeld in de x-as,
ontstaat de grafiek van de functie g(x) = —f(x).
Als de grafiek van een functie f wordt gespiegeld in de y-as,
ontstaat de grafick van de functie g(x) = f(—x).

\

Voorbeeld

Stel het functievoorschrift op van de
beeldgrafiek van f(x) = x= — 3x bij
spiegeling in de y-as.

Oplossing
g(x) = f(=x) = (x)* =3(-x)
g(x)=x2+3x

6  De grafick van de functie f(x) = x2 + 2x wordt gespiegeld in
de x-as en daarna 5 naar rechts verschoven.
Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek.

7  Gegeven is de functie f(x) = \fJ_c
m a De grafiek van g ontstaat door de grafiek van f'te spiegelen

in de y-as en daarna de translatie 3 naar rechts toe te passen.

Stel het functievoorschrift op van g.
b Krijg je hetzelfde antwoord als de volgorde van de twee
transformaties wordt veranderd? Leg je antwoord uit.

Ondersteunende route - maak opdracht 08

8 Gegeven is de functie f(x) = sin(2x + 5).

a Alya beweert dat je de grafiek van fkrijgt als je de grafiek
van g(x) = sin (2x) over een afstand 5 naar links verschuift.
Waarom is dit niet juist?

b Door welke transformaties ontstaat de grafiek van fuit die
van /i(x) = sin(x)? Vermeld ook de volgorde waarin de
transformaties moeten worden toegepast.

9  Geef aan door welke transformaties de grafiek van de functie g
m kan ontstaan uit de grafiek van de functie /. Geef aan in welke
volgorde deze transformaties moeten worden toegepast.

a f(x)=2eng(x)=3" 25“
b f(x)=log(x)en g(x)=8 + log(x — 6)

¢ f(x)=sin(x)en g(x)= 3sin (% X+ é r:)

Uitdagende route = maak opdracht U1

90 Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Ondersteunende opdrachten

04  Gegeven is de functie f(x) = x -2~

Als op de grafiek van f'een verschuiving van 3 naar rechts

wordt toegepast, is de beeldgrafick de grafiek van een functie g.

a Plot de grafieken van fen g(x) = (x — 3) - 2%,

Is g(x) het functievoorschrift bij de beeldgrafick?

b Plot de graficken van feen g(x) = x - 2*73,

Is g(x) het functievoorschrift bij de beeldgrafick?
¢ Plot de graficken fen g(x) = (x — 3) - 2¥73,
Is g(x) het functievoorschrift bij de beeldgrafiek?

d Vulin: bij een verschuiving van 3 naar rechts van de
grafiek van f, geldt g(x) = f(...). Dan moet je elke x in het
functievoorschrift van f'vervangen door ...

e De grafiek van fwordt 5 naar links verschoven.

Stel het functievoorschrift op bij de beeldgrafiek.

08  Gegeven is de functie f(x) = log(3x).

Als op de grafiek van f'een verschuiving van 4 naar rechts

wordt toegepast, is de beeldgrafick de grafiek van een functic g.

a Plot de grafieken van fen g(x) = log(3x — 4).
Is het functievoorschrift van g juist? Geef een verklaring.

b Plot de graficken van fen g(x) = log(3x — 12).
Is het functievoorschrift van g juist? Geef een verklaring.

¢ De grafiek van de functie /(x) = log(3x + 30) is de
beeldgrafiek bij een verschuiving van de grafiek van f.
Welke verschuiving is hier toegepast?

d Door welke transformaties ontstaat de grafiek van / uit die
van k(x) = log(x)? Vermeld ook de volgorde waarin de
transformaties moeten worden toegepast.

Y

Uitdagende opdrachten
a

U1 Op de grafiek van de functie f(x) =

worden

achtereenvolgens de volgende transformaties toegepast:
- translatie 3 omhoog en 5 naar links,
- vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as met 3 en

- vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met %

1
Het resultaat is de grafick van de functie g(x) = 9(¥ I 1).

Bereken de waarde van ¢ en van b.
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Je leert - wat even en oneven functies zijn
- hoe je de symmetrie van een grafiek aantoont

Leerroutes - ondersteunend: 10—011—11—12—13—14—015—16

- doorlopend: 10—11—-12—-13—14—15—16—17
- uitdagend: 10—11—12—14—15—16—17—U2
In beide assenstelsels zie je twee y
graficken. 3

De grafieken horen bij de functies /—
8x 8
— — 1
=g =g, \ X

X
h(x) = 2(:05(‘1—l T[x) en k(x) = 2sin (41_1 mc). _72 _1_? 1 w XE ¥ T P a
-2 -2

- Van welke functies is de grafiek

symmetrisch in de y-as? -3
- Welke symmetrie hebben de grafieken

van de andere functies?

Van de functie f'is gegeven dat f(2) =2 en f(6) = 4.

De grafiek van f'is symmetrisch in de y-as. 5
a Bereken f{—2) en f(—6). 4
b Maak met een schets duidelijk dat voor elke waarde van a 3
uit het domein van f'geldt f(—a) = f(a). 5
¢ Van de functie g is gegeven dat g(2) = 2 en g(6) = 4.
De grafiek van g is puntsymmetrisch in de oorsprong. t
Bereken g(—2) en g(—6). %5 ho
d Schets cen grafick die puntsymmetrisch is in de oorsprong. -1
Geef in de schets aan waarom voor elke waarde van a geldt 2
g(—a) = —gla). 3

De grafiek van een functie fis symmetrisch in de y-as als
f(—a) = f(a) voor elke waarde van a uit het domein van f.
De grafiek van een functie fis puntsymmetrisch in (0, 0) als
f(—=a) = —f(a) voor elke waarde van « uit het domein van f.

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = —*
X2 +4

Toon aan dat de grafiek van f puntsymmetrisch is

in de oorsprong.

Oplossing
& G e R
fay=-» g W)= (a?+4 a+4  P+4

dus f(—a) = —f(a).
De grafiek van f'is puntsymmetrisch in de oorsprong.

Ondersteunende route = maak opdracht 011

Plot van elke functie de grafiek en noteer of de grafiek
symmetrisch is in de y-as, in de oorsprong of geen van beide.
Toon bij de symmetrische graficken de symmetric aan door
fla) te vergelijken met f—a).

a f(x)=yx*+1 ¢ f=xt—x%
i
b f(x)=x"—4x d flx)= "

Gegeven is de machtsfunctie f(x) = x" met n een geheel,

positief getal.

a Laat zien dat voor n = 6 geldt f(—a) = f(a).

b Laat zien dat voor n = 7 geldt f(—a) = —f(a).

¢ Voor welke waarden van » geldt f(—a) = f(a)? Is voor
diec waarden van n de grafick van flijnsymmetrisch of
puntsymmetrisch?

d Voor welke waarden van n geldt f(—a) = —f(a)? Welke
symmetrie heeft de grafiek van f'voor die waarden van n?

Voor f(x) = x", met n even, geldt f(—a) = f(a). Elke functie
met deze eigenschap heet daarom een even functie.

Voor f(x) = x", met n oneven, geldt f(—a) = —f(a).

Elke functie met deze eigenschap heet een oneven functie.

Voorbeeld ;

De grafiek van = uit het
gr S1x) e

voorbeeld hierboven is een oneven

functie, want f{—a) = —f(a).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Plot de grafiek en geef aan of de functie even of oneven is.

b

d

f(x) =% = 5x° ¢ f(x)=cos(x)
£(x) = 6sin () 4 fo=2—

Toon aan dat de grafiek van f(x) = ‘\st—C puntsymmetrisch
is in de oorsprong.

Is f'een even functie of een oneven functie?

Door welke verschuiving ontstaat de grafiek van

g(x)= i{; + 2 uit de grafiek van f?
Geef het punt van symmetrie van de grafiek van g.

Ondersteunende route = maak opdracht 015

Gegeven is de functie f(x) = x?— 6x + 2.
In deze opdracht ga je bewijzen dat de grafiek van f'
symmetrisch is in de lijn x = 3.

Gegeven is de functie f(x) =

Bij een verschuiving van 3 naar links is de grafick van g
het beeld van de grafick van f.

Stel het functievoorschrift op van g.

Toon aan dat g een even functie is.

Leg uit dat hieruit volgt dat de grafiek van f'symmetrisch
isin de lijn x = 3.

10x + 40
X2+ 8x+20

Toon aan dat de grafiek van f puntsymmetrisch is in
het punt (-4, 0) door de grafiek eerst 4 naar rechts te
verschuiven en aan te tonen dat de beeldgrafiek
puntsymmetrisch is in (0, 0).

Gegeven zijn twee oneven functies fen g.

a
b

Toon aan dat /i(x) = f(x) + g(x) een oneven functie is.
Toon aan dat p(x) = f(x) « g(x) een even functie is.

Uitdagende route = maak opdracht U2

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Ondersteunende opdrachten

1

011  Gegeven is de grafiek van de functie f(x)= % %=
x

De grafiek lijkt symmetrisch in de oorsprong. In deze
opdracht toon je dat aan.

a Bercken f(—1) en f{1).

b Berecken ook f{—2) en f{2).

1
e
d Werk de haakjes weg en laat zien dat f(—a) = —f(a).

¢ Vulin: f(a)=%- —%enf(—a)=%-

015  Gegeven is de functie f(x) = x*—4x + 5.

Je gaat aantonen dat de grafiek van f'symmetrisch is in de
lijn x = 2. Dat doe je door de grafiek van ftwee naar links
te verschuiven en aan te tonen dat de beeldgrafiek de
grafiek van een even functie is en dus symmetrisch in

de y-as.

a De grafick van g ontstaat door de grafiek van ftwee
naar links te verschuiven.

Mulim: slx)—flet _¥=(x .  F=dzx+. J+5
Schrijf het functievoorschrift van g zo eenvoudig
mogelijk.

Bereken g(4) en g(—4).

Toon aan dat g een even functie is.

Welke lijn is de symmetrieas van de grafiek van g?
Dus in welke lijn is de grafiek van f'symmetrisch?

o

=0 0on

Uitdagende opdrachten

U2  Gegeven is de functie f(x) = x> — 6x2 + 16.
a Toon met een berekening aan dat het punt (2, 0) op
de grafiek van fligt.
b Toon aan dat de grafick van f symmetrisch is in (2, 0).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat een absolute waarde is

- hoe je de grafiek van een absolute waarde-functie tekent

Leerroutes - ondersteunend: 18—19—20—21—022—23—24—025—25
- doorlopend: 18—19—20—21—22—23—24—25—-26
- uitdagend: 18—19—20—21—23—25—26—U3—U4

Wendy loopt met een constante snelheid van

12 km/h over een weg 9 km heen en 9 km

terug.

d is de afstand in km tot haar keerpunt.

- Welke bijzonderheid heeft de grafiek die
het verband aangeeft tussen de afstand d en
de tijd #?

a Op de getallenlijn is de afstand van het getal 3 tot het
getal 0 gelijk aan 3.
Welk getal ligt ook op een afstand 3 tot het getal 0?

b Noem twee getallen die op een afstand van \B liggen van
het getal 0.

¢ Voor welke getallen a is de afstand tot 0 gelijk aan a?

d Voor welke getallen a is de afstand tot 0 gelijk aan —a?

-5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5

Voorbeeld

De afstand op de getallenlijn van een getal x tot 0 noem je de 6| =6en |8 =8
absolute waarde van x. B B
De notatie voor de absolute waarde van x is |x|. F14|+[5|=14+5=19
§—15|=|-7=7
x alsx20 |
Voor de absolute waarde van x geldt: |x| = vany
—x alsx <0
b
19  Bercken.
a |3-28 ¢ [-100] - log(|-100])
b 3—|-28 d [18—|-24|

20  Gegeven is de functie f(x) = |x].

26

a Bereken f{—4), f(—1), f0), f(1) en f(4).
b Teken de grafiek van fvoor =5< x < 5.

¢ Plot en schets de grafiek van g(x) = \(@
d Vergelijk de grafieken van fen g.
Welke conclusie kun je daaruit trekken?

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Gegeven zijn de functies k(x) = —x? + 2x en /(x) = |—x> + 2x]|.
a Vul de tabel in.

=2, i 0 1 2 3 4

k(x)
I(x)

b Teken in ¢én figuur de graficken van k en /.
¢ Schrijf op hoe de grafiek van / uit die van k ontstaat.
d Hoe groot zijn de extreme waarden van I?

De grafiek van f(x) = |g(x)| ontstaat door de delen van de
grafiek van g die onder de x-as liggen te spiegelen in de x-as.
Daardoor zal de grafiek van f'vaak een knik vertonen in de
punten die op de x-as liggen.

fheeft een minimum in elk van de nulpunten van g, die je vindt
door g(x) =0 op te lossen.

Je kunt f{x) ook zonder absolute waarde-strepen schrijven:

_[g0)  als gz 0
d (")‘{—g(x) als g(x)< 0

Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = |sin(x)| op het interval [0, 27].
Teken de grafiek van £, geef de extreme waarden van f'en
schrijf f(x) zonder absolute waarde-strepen.

Oplossing y

Teken eerst de grafiek van g(x) = sin(x).

Los op g(x) = 0. De nulpunten zijn 0, n en 27.

Spiegel de delen van de grafiek van g die onder de x-as 14

liggen, in de x-as.

De extreme waarden van f zijn: 0 ™, ','211
minima: £(0) = 0, fin) = 0 en A(2m) = 0, <17
maxima: ﬂ% m)=1 enf(l% )= 1.

sin(x) als 0<x<m
Jo=1__
sin(x) als m<x<2n

- Instructie rekenmachine | Absolute waarde
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23

24

25

26

98

Ondersteunende route = maak opdracht 022

Gegeven is de grafiek van f(x) = [Ylog(x)|.

a Losop’log(x)=0.

b Geef de extreme waarde van f.

¢ Schrijf f{x) zonder absolute waarde-strepen.
d Losexact op f(x) > 2.

Gegeven zijn de functies f(x) =[x} — 12x
a Plot en schets de grafick van g.

b Bereken exact de nulpunten van g.

¢ Schrijf f{x) zonder absolute waarde-strepen.
d

Voor welke waarden van x valt de grafiek van f'samen met

de grafick van g?

e Bereken exact de codrdinaten van de toppen van de grafiek

van g.
f Geef de extreme waarden van f.

s s _ 1
Gegeven is de functie f(x) = |-x* + 45 x> = 26).
a Bereken exact de extreme waarden van de

functie g(x) = —x* + 4% x2—26.
b Ga na dat x = =2 het nulpunt van g is.
¢ Geef de extreme waarden van f.

Ondersteunende route = maak opdracht 025

).

a Plot en schets de grafiek van f(x) = 3log(
b Losexact op f(x)>2.

X

Gegeven is de functie f(x) =x>— |5x +6].
Schrijf f{x) zonder absolute waarde-strepen.
In welk punt zit er een knik in de grafiek?
Bereken exact de nulpunten van f.

Bereken exact de extreme waarden van f.

N ow

Uitdagende route = maak opdracht U3 en U4

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Ondersteunende opdrachten
022  Gegeven is de grafiek van de functie f(x)=2*—5. y

a Hoe ontstaat de grafiek van de functie g(x) = [2* — 5
uit de grafiek van f?

b Losexactop f(x)=0.

¢ Schets de grafiek van g.

d Bereken exact de codrdinaten van het punt waarin de 1
grafiek van g een knik heeft.

e Stel het functievoorschrift op van g zonder absolute H 432410 1 3 45
waarde-strepen.

f Hoe groot is het minimum van g? —2

g Losexactop f(x)=3en—f(x)=3. -3

h Losexact op g(x)<3. _/‘)
-5

~h

025 Gegeven is de functie f(x) = '\jm

Bereken f{1) en f{(—1).

Bereken f{9) en f{—9).

Schrijf f{x) zonder absolute waarde-strepen.
Plot en schets de grafiek van f.

Welke symmetrie heeft de grafiek?

Er zijn twee waarden van x waarvoor f(x) = 2.
Welke zijn dat?

g Losexactop f(x)>2.

=0 Q0N oo

Uitdagende opdrachten
U3 a Ploten schets de grafick van de functic f(x) =|x| — 2x.

b Losexactop —3<f(x)<3.

U4 De grafiek hoort bij een functie g. y
Onderzoek welk functievoorschrift deze functie kan hebben.
Gebruik in je antwoord absolute waarde-strepen.

[ I VS R = A R =) |

-5 -4 -3-2-101 2 3 45
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Je leert - wat een inverse functie is
- hoe je het functievoorschrift van een inverse functie opstelt

Leerroutes - ondersteunend: 27—28—029—30—31—032—-32
- doorlopend: 27—28—29—30—31—32—33
« uitdagend: 28—29—30—31—32—33—U5

In de 18° eeuw werden er door verschillende Celsius °C
natuurkundigen temperatuurschalen wawwwwiwwwmwlmwwlmw

ontwikkeld. Een van de eerste schalen was 0 1020
die van Réaumur (1731), later vervangen

30 40

door die van Celsius (1742). Van graden | I Réaumur °R I

50 60 70 80 90 100

Réaumur naar graden Celsius reken je om

met de formule C= % X,

- Hoe reken je om van graden Celsius naar
graden Réaumur?

© 7]

27  Gegeven zijn de functies f(x) = 3 en g(x) = *log(x).

a Vul de tabellen in.
b Welke bijzonderheid zie je in de tabellen?

¢ Er geldt f(Z%) = 9\6.
Wat volgt hieruit voor de waarde van g(9\5)?

28  Gegeven zijn de functies f(x) =2x — 8 en g(x) = % x+4.

Er geldt f(5) =2en g(2)= 5.
Leg uit dat geldt: als f(a) = b, dan is g(b) = a voor elke
waarde van a.

10 20

30

40 50 60 70 80

Sx)

g(x)

# O [g—=0 57

g Seil  {jed 9

Bij elke functie f hoort een rekenschema. Soms kun je daarbij
een terugrekenschema maken. Bij zo'n terugrekenschema
hoort een functie g.

De functies f'en g heten inverse functies van elkaar als geldt:
uit f(a) = b volgt g(b) = a (en omgekeerd) voor elke a uit

het domein van fen elke b uit het domein van g.

De notatie voor de inverse functie van fis f™".

Het domein van /™ is gelijk aan het bereik van f.

Bij het opstellen van het functievoorschrift van een inverse
functie maak je gebruik van inverse bewerkingen.

Voorbeelden van
inverse bewerkingen

A7 en —7

x3 en :3

(...)2 en V.
. en \3/_
(X en ()
g en flog(...)

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Voorbeeld

Stel het functievoorschrift op van de inverse van f{(x) = \x — 7.
Vermeld daarbij het domein van £,

Oplossing
Bij fhoort het rekenschema: =ty 7 Moy 77
Bij " hoort het terugrekenschema: Po I, I . RPN

Dus £ (x) =x2 + 7.
Het bereik van f is [0, —), dus het domein van /7 is [0, —).

o

Ondersteunende route = maak opdracht 029

29  Stel een functievoorschrift op van . Vermeld daarbij ook
m het domein van /™.

a f(x)=—-4x+3
b f(x)=y2x+5

c f(x)=log(x—3)

d f(9=—

x =2
30 Teken de punten P(4, 2), O(—4, 1) en R(4, —2).
Geef de coordinaten van de beeldpunten P’, Q" en R’ bij
spiegeling in de lijn y = x.

oo

Uit f(a) = b volgt f(h) = a. Dus als het punt (a,b) op de
grafiek van f'ligt, dan ligt het punt (b, a) op de grafiek

van f™. Bij spiegeling in de lijn y = x worden de x- en
y-codrdinaat van een punt verwisseld. De grafieken van fen
/™ zijn dus elkaars spiegelbeeld bij spiegeling in de lijn y = x.
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31 Gegeven is de functie f(x) = (x — 2)* met daarop het punt ¥
P(3, 1). Bij spiegelen in de lijn y = x is de grafiek van /™ het %
beeld van de grafiek van f'en P’ het beeld van P. finw
De codrdinaten van elk punt op de grafieck van f'voldoen aan de 3

vergelijking y = (x — 2)°.

a Laat zien dat de codrdinaten van P’ voldoen aan de
vergelijking x = (y — 2)°. 2

b Leg uit waarom de codrdinaten van elk punt van de grafiek y=x f
van f™ voldoen aan de vergelijking x = (y — 2)°. 1

¢ Herleid de vergelijking x = (y —2)} tot y = 2 + %f;c
d Schrijf het functievoorschrift van /™" op.

Voorbeeld

Hoe stel je het functievoorschrift op van de inverse functie Stel het functievoorschrift op van de
van een gegeven functie f? inverse functie van f(x) = 3log(2x — 5).
1 Vervang in het functievoorschrift f{xx) door y. Oplossing
2 Vervang in de formule x door y en y door x. 1 y=3log(2x-5)
3 Druk in de nieuwe formule y uit in x. T e
4 Schrijf het resultaat als functievoorschrift door y te F=rlogep =3

vervangen door f"(x). 3 ¥=2y-5

2y=3+5dusy=73*+27

4L finv(x)= % o R 2%

Ondersteunende route = maak opdracht 032

32  Stel het functievoorschrift op van f™. Vermeld ook het
m domein van ™,

a f(x)="2og(}x+3) d f(x)=27-3

b f(x)=2—+x e f(x)=+1-2x
3 _2x—1

© J™=T7 P /W="70

33  Gegeven is de functie f(x) = ’mf;c
Geef het functievoorschrift en het domein van f™".

Uitdagende route = maak opdracht U4 en U5
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Ondersteunende opdrachten

029  Gegeven is de functie f(x)=2*5,
a Op het blaadje zie je het rekenschema dat bij f'hoort.
In het terugrekenschema moet je de inverse bewerking
van 2" opnemen. Wat is de inverse bewerking van 27
b En wat is de inverse bewerking van + 5?

¢ Vul het schema in en geef het functievoorschrift P2 ET it g
van f™,
d Het domein van /™ is het bereik van f.
Geef het domein van f™",
Stel het functievoorschrift op van ™. Vermeld
daarbij ook het domein van f™",
e flx)=32 g f(x)=+5x+10
1
f =-—Jx £ 8 h x) = —
f)=—2x f9=—=
. . x .
032  Gegeven is de functie f(x) = m— Je gaat in deze
e : 1
opdracht het functievoorschrift van /™" opstellen. x=2 =)
a Vervang f(x) door y. Y-
b Vervang x door y en y door x. *y=y+1 1
c De formule van opdra.c‘ht b moet je herieifie?l 70 xy—4x=y+ 1 2
dat y uitgedrukt wordt in x. Op het blaadje is een
begin gemaakt. XY= e 3
Leg uit wat er in elke stap gebeurt en maak de . _ 4
e yefd) =
herleiding af.
d Stel het functievoorschrift op van ™",
e Wat is het bereik van f?
f Geef het domein van f™".
Uitdagende opdrachten
U5 Gegeven is de functie f(x) = (x + 2)°. De grafick van fis
gespiegeld in de lijn y = x. 5
a Waarom is de beeldgrafick niet de grafick van een functie? 4
b Als je het domein van f'beperkt tot het interval f

[-2, %), bestaat er wel een inverse functie.

Stel voor deze situatie het functievoorschrift van /7 op.
¢ Stel ook het functievoorschrift op van /™ als het domein

van f beperkt wordt tot het interval (e, -2].

&5 Jo B2 &

/3

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat gelijkwaardige formules zijn

Leerroutes - ondersteunend: 34—35—036—37—38—039—-39—40—41
« doorlopend: 34—35—36—37—38—39—40—41—42
« uitdagend: 34—35—37—38—39—40—41—42—U6

In de Verenigde Staten gebruikt men nog de

temperatuurschaal van Fahrenheit (1724).

Daarbij is 0 °C gelijk aan 32 °F en 100 °C aan

212 °F.

+ Welke twee formules geven het verband
weer tussen de temperatuur Cin °C en de

temperatuur Fin °F? Kies uit: C = % F-32,

C=3(F-32),F=2C+32en F=$(C+32),

34  Gegeven zijn de formules y =23+ 6en x = 310g(%y - 3)-

a Controleer door invullen dat x =1 en y = 12 aan beide
formules voldoen.

b x=0en y =8 voldoen aan de eerste formule.
Voldoen deze getallen ook aan de tweede formule?

¢ Laat zien dat de tweede formule te herleiden is tot de eerste.

120 = — 50
100—= |y =40
go—= |f| =30
o= | £ ?n
o= =°
E —0
0= [ 10
0= | =-20
20= | =30
-40—= .40
3 g

Als bij twee formules elke combinatie van waarden die aan de
ene formule voldoet, ook aan de andere voldoet en omgekeerd,
dan heten die formules gelijkwaardig of equivalent.

Bij het herleiden van een formule pas je links en rechts
dezelfde bewerking toe of gebruik je inverse bewerkingen.

b

Voorbeeld

2
Herleid y = P tot een
gelijkwaardige formule waarbij x is
uitgedrukt in p.
Oplossing
Uity = —— volgt y(2x — 5) = 24,
24 24
dus2x—5=—ofook2x=5+—
¥ ¥
a1, 12
X = 25 + ?

35 Leg uit dat de formule 2xy = 5y + 24 gelijkwaardig is met de
formules in het voorbeeld.
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36

37

38

39

Ondersteunende route = maak opdracht 036

Herleid tot een gelijkwaardige formule waarbij p is

uitgedrukt in g.
a p’+2¢=35 d ¢="log(p+20)
5 5
b ¢g=—— =ap+1—2
q g e qg=\p
-7
c gt3= 4 f q=
6+p
Op het blaadje is een begin gemaakt met het herleiden van de
C 24p
_ . T - q=
formule ¢ —— tot een equivalente formule waarbij p is e 2p-1
uitgedrukt in q. q(2p-"1)=24p
a Leguit wat er in de stappen 1 tot en met 4 is gebeurd en @ 2pq— q=24p
maak de herleiding af. c
: 2pq— 24p=

Druk p uitin g. c Pa P=1

p=3 4p—12 p(2q-12)=¢
b g=—— c g=

pt4 Ap—5
G is de [t le==—+ 1

egeven is de formule F B %

a Neem b = 50 en druk v uit in f.
b Neem f= 10 en laat zien dat de formule te herleiden is
10v
y—10

toth =

Ondersteunende route = maak opdracht 039

Robert maakt een kanotocht van 10 km heen en 10 km terug.
De stroomsnelheid van de rivier is v km per uur en Robert vaart
met een gemiddelde snelheid van 4 km per uur ten opzichte

van het water. 7' is de tijd in uren die hij over de tocht doet.

10 10
+
4—v 4+
b Voor welke waarden van v kan met deze formule de
vaartijd worden berekend?

¢ Herleid de formule tot een vorm met één breuk.
d Druk vuitin T voor v 2 0.

a Leguitdatgeldt T=

DWW N -

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 9 Functies bewerken



40

41

Herleid je de formule ¢ = p? tot een vorm waarbij p uitgedrukt Voorbeeld

: S - _ Herleid p? = 2¢ — 3 voor p < 0 tot
WoRiting, danvind je p= \E o p= \5 een gelijkwaardige formule waarbij
De formule p = \[c} is gelijkwaardig met ¢ = p? voor p 2 0. q is uitgedrukt in p.

Oplossing
pr=2q—3 geeft

p=VN2g—3of p=—2¢g — 3.
Omdat p < 0 is de oplossing
Py 1

De formule p = —q is gelijkwaardig met g = p* voor p <0.

Herleid de formule tot een gelijkwaardige formule waarbij p is
uitgedrukt in g.

a p>+4g=35voorp=0
b p*+4g=5voor p<0
c (p—2)+4g=5voorp—2<0

De formule voor kinetische energie is E = % mv?. Eis de
energie in joule, 171 is de massa in kg en v is de snelheid in m/s.
a Druk m uit in de andere variabelen.

b Druk v uitin Een m voor v=0.

42

106

Herleid je de formule g = -\];_7 tot een vorm waarbij p
uitgedrukt wordt in ¢, dan vind je p = g°. Deze formule is

alleen equivalent met de formule ¢ = \]E voor g = 0.
Zo voldoet de combinatie (p, g) = (4, —2) wel aan de formule

P = ¢*, maar niet aan de formule g = ‘\[}_7

Herleid de formules tot een vorm waarbij p is uitgedrukt in g.
Geef aan voor welke waarden van ¢ de formules gelijkwaardig zijn.

a q=\fp+5
b o
143

Uitdagende route = maak opdracht Ué
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Ondersteunende opdrachten

12
036  Je gaat de formule § = —————— herleiden tot een
6+p+1
gelijkwaardige formule waarbij p is uitgedrukt in ¢.
a Op het blaadje wordt er in stap 1 met 6 + \3}p +1
vermenigvuldigd. ' 1=
Wat moet er op de puntjes staan? N 1 6 + %[m
b In stap 2 wordt gedeeld door ¢. Vul stap 2 in. :
¢ Vulstap 3 in. qg-(...)=12 1
d Wat gebeurt er in stap 4? _ 12
e Maak de herleiding af. ] ? 2
Herleid de formules tot een vorm waarbij p is W . 3
uitgedrukt in ¢. b
f 4p3+29=9 i g=40g2p-7) al Pt1=0)° 4
9 ¢= - i q= —
p
Ae = = —
h 3¢g+10°=6 k ¢ -3
6 :
039  Je gaat de formule g = ——+ herleiden tot een
-7 1+p 6 6
formule waarbij p is uitgedrukt in g. =7 p 172 p
a Gebruik het blaadje om de breuken gelijknamig te s 6 6
maken en op te tellen. o + =
_ o w| T=p Tzp
b Laat zien datq—l_p2 @ B(...) N T T
12 al| (1990 +p (1 -p(] +p)
¢ Laat zien dat p> = 1—? )
d Druk p uit in ¢ voor p 2 0. (T-p(1 +p)
\
U6 Herleid de formules tot een vorm waarbij p is uitgedrukt in ¢.
1 —log(p)
a g=———— c 4dpg=3p+2g+1
*log(p)
b g=3+133-3p’ d g-4=pp-4),p=22
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44

45

46

108

Gegeven is de familie van functies f,(x) = ":]?7 X} — pxende

functie g(x) = —% x3,
Getekend zijn de grafieken van f_,, fyen g.

b

Toon aan dat f, voor elke waarde van p een oneven
functie is.

Leg uit waarom je alleen voor positieve waarden van p
grafieken krijgt die drie snijpunten met de x-as hebben.
Toon aan dat voor positieve waarden van p de toppen van
de grafiek van f, op de grafiek van g liggen.

Gegeven is de functie f(x) = x> — 6[x|.

a
b
c

d
e

Plot en schets de grafiek van f.

Welke symmetrie vertoont de grafiek van f?
Schrijf het functievoorschrift van f zonder absolute
waarde-strepen.

Bereken exact de extreme waarden van f.

Beantwoord de opdrachten a, b, ¢, en d ook voor de functie

f(x) = x>+ 6|x|.

2 2
Gegeven zijn de functies f(x) =x - —eng(x) =x+—
X 2

Het lijkt er op dat de grafiek van g het spiegelbeeld is van de
grafiek van £ bij spiegeling in O.

Toon aan dat dat juist is door de grafiek van f eerst te
spiegelen in de x-as en daarna in de y-as.

Gegeven is de familie van functies f,(x) = p +

a
b

E=

Plot en schets de grafick van f,. !

Stel vergelijkingen op van de asymptoten van de grafiek
van f.

Voor welke waarden van p gaat de grafiek van f, door de
oorsprong?

Toon aan dat f; ™ = f,.

Toon aan dat voor elke waarde van p geldt f,"" = f .

De grafiek van £, snijdt de lijn y = x in de punten P en Q.
Toon aan dat PQ onafhankelijk is van p.

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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48

49

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

De volgorde van de transformaties die op de grafiek van

een functie worden toegepast, is soms wel en soms niet van

belang. Ga uit van de functie f(x) =+x en onderzoek voor

clk geval of de volgorde van de twee transformaties invloed

heeft op het resultaat. Geef telkens een voorbeeld.

a Twee translaties na elkaar.

b Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as en een
translatie omhoog of omlaag.

¢ Een vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as en een
translatie naar links of rechts.

d Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as en een
translatie naar links of rechts.

e Een vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as en een
translatie omhoog of omlaag.

Gegeven is een functie f, waarvoor geldt /" = f.

a Wat kun je zeggen over de symmetrie van de grafick van f?

b Onderzock voor welke lineaire functies geldt dat /™ = f.

¢ Kun je nog andere dan lineaire functies vinden waarvoor
geldt dat /v = f?

Voor p 20 is gegeven de familie van functies

Jolx%) =

Getekend is de grafiek van f,.

a Inde punten 4 en B vertoont de grafiek van f, een knik.
Bereken exact de codrdinaten van A4 en B.

b Bereken voor verschillende waarden van p de
codrdinaten van de knikpunten.

¢ Voor elke waarde van p krijg je andere knikpunten
Aen B.
Onderzoek wat de verzameling van de knikpunten A4
en wat de verzameling van de knikpunten B is.

L 0 ik [ g
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S1

S2  Gegeven zijn de functies f(x) =4x + 2 en g(x) = % x5

Voorbeeld

Gelijkwaardige formules

Als bij twee formules elke combinatie van waarden die
aan de ene formule voldoet, ook aan de andere voldoet
en omgekeerd, dan heten die formules gelijkwaardig of
equivalent.

Bij herleiden pas je links en rechts dezelfde bewerking toe
of gebruik je inverse bewerkingen.

Herleid de formule ¢ = f):i tot een gelijkwaardige formule
waarbij p uitgedrukt is in g.
Oplossing
gp—4H=p-3 x(p—4)
pg—4g=p—3 haakjes weggewerkt
pg—p=4qg—3 alle termen met p naar één kant
plg—1)=4g-3 p buiten haakjes gehaald
4g -3
=T g 1)

i

Herleid tot een gelijkwaardige formule waarbij p vitgedrukt is
ingq.

1
a q=5'10g(p— 5)

b ¢g=4p+20-1

Inverse functies

De functies f'en g heten inverse functies van elkaar als
voor elk getal a uit het domein van f'en voor elk getal b
uit het domein van g geldt: vit f(a) = b volgt g(b) = a (en
omgekeerd).

Het domein van f™ is gelijk aan het bereik van f.

Bij het opstellen van het functievoorschrift van een inverse
functie maak je gebruik van inverse bewerkingen.

De grafieken van fen f™ zijn elkaars spiegelbeeld bij
spiegeling in de lijn y = x.

110

1

Kies twee punten 4 en B op de grafiek van fen spiegel deze
punten in de lijn y = x.

Laat met een berekening zien dat de beeldpunten 4" en B’ op
de grafiek van g liggen.

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Vaardigheid

Je kunt na een transformatie het functievoorschrift opstellen bij de
beeldgrafiek.
Pas je op de grafick van een functie f'een transformatie toe, dan heet
de grafick dic zo ontstaat, de beeldgrafiek.

Het functievoorschrift g(x) van de beeldgrafiek is bij een

fx) = Vx

verschuiving 1 omhoog:

verticale translatie d omhoog:
horizontale translatie ¢ naar rechts:

gx)=f(x)+d
gx)=flx=c)

vermenigvuldiging ten opzichte

van de x-as met factor a:

glx)=a-f(x)

vermenigvuldiging ten opzichte

van de y-as met factor b:

spiegelen in de x-as:
spiegelen in de y-as:

¢(v) =fG; x)

verschuiving 2 naar rechts:

vermenigvuldiging ten opzichte
van de x-as met 4:

vermenigvuldiging ten opzichte
van de y-as met 3:

spiegelen in de x-as:

spiegelen in de y-as:

g(x) = ~f(x)
g(x) = f(=x)
g) =\ +1 5|
h(x) =Vx—2 4 k
3 g
k(x) = 4\x = 2 .
5 m
z
m(X)=\gx 4 32 10NT 2 3 4 5 &
s(x) =—Vx _; 2
1x) = V—=x _

S3  Op de grafiek van f(x) = x? worden achtereenvolgens de
volgende transformaties toegepast:

verschuiving 6 naar rechts

vermenigvuldiging met % ten opzichte van de y-as

verschuiving 4 omlaag

Stel het functievoorschrift op bij de beeldgrafiek.

Stel ook het functievoorschrift op bij de grafick die ontstaat

door de transformaties in omgekeerde volgorde uit te

vVocEren.

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 9 Functies bewerken

11




Vaardigheid

Je kunt de symmetrie van een grafiek aantonen.

De grafiek van een functie f'is symmetrisch in de y-as als
f(—a) = f(a) voor elke waarde van a uit het domein van f.
fheet dan een even functie.

De grafiek van een functie f'is puntsymmetrisch in (0, 0) als
f(—a) = —=f(a) voor elke waarde van a uit het domein van f.
fheet dan een oneven functie.

Voorbeeld

y
Toon aan dat f{x) = %x5 — 4x een oneven functie is. %
Oplossing 4 -
fla)= %a5 —4a 3 £
fl-a) =4 (-a)’ ~4(-a)
f-a)= ,%05 +4a
X

ﬂ,a):,(%HS,q_a):,ﬂa) -5 -4 3 {2 —'I_? 1 3 4 5
fi—a) =—f(a) dus f is een oneven functie. 5

-3

-4

-5

-

S4 a Toon aan dat f(x)=3*— 37" een oneven functie is.
b Toon aan dat f(x) = 3*+ 37~ een even functie is.

Vaardigheid

Je kunt de grafiek van een absolute waarde-functie
tekenen.

x als x=20

Voor de absolute waarde van x geldt: \x| = {—v als x<0

De functie f(x) = |g(x) ontstaat door de delen van de
grafiek van g die onder de x-as liggen te spiegelen in de x-as.
Je kunt f{x) ook zonder absolute waarde-strepen schrijven:

_Jg(x) als g(x)=20
7= {‘g(X) als g(x)<0

b
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Voorbeeld

Teken de grafiek van f(x) = |}log(x)| en schrijf het 5y
functievoorschrift zonder absolute waarde-strepen. —
Oplossing 3
Teken de grafiek van g(x) = 3log(x). 2

Yog(x) =0 geeft x = 1.

Spiegel het gedeelte waarvoor 0 <x < 1 in de x-as.
Hog(x) als x > 1

Jx) ={

—log(x)als 0 <x<1

S5 a Teken de grafiek van de functie f(x)=|x2+ x — 6].
b Schrijf het functievoorschrift van f'zonder
absolute waarde-strepen.

¢ Bereken exact de extreme waarden van f.

Vaardigheid Voorbeeld

Je kunt het functievoorschrift van de inverse functie van een Stel het functievoorschrift op van de
gegeven functie f opstellen. ; ; =
1 Vervang in het functievoorschrift f{x) door y. TIVETEs fun GHevan ) =Yet 1.
; Oplossing
2 Vervang in de formule x door y en y door x.
3 Druk in de nieuwe formule y uit in x. 1 y= H+7
4 Schrijf het resultait als functievoorschrift door y te 2 4= \31y+_7
vervangen door f"(x).
3 B=y+7,dusy=x3-7
4 fx)=x3-17

S6  Stel het functievoorschrift op van .

a flx)=1x-5
b f(x) =62+
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Gegeven is de functie f(x) = 100x*.

a De grafiek van f wordt vermenigvuldigd met factor 2 ten
opzichte van de y-as.
Toon aan dat de beeldgrafiek bij de functie g(x) = 6,25x*
hoort.

b Welke vermenigvuldiging ten opzichte van de x-as geeft
dezelfde beeldgrafick?

¢ De grafiek van f'wordt ten opzichte van de y-as met
factor % vermenigvuldigd.
Stel bij de beeldgrafiek het functievoorschrift op.

Gegeven is de functie f(x) = —x> + 4x.

a De grafiek van fwordt gespiegeld in de y-as en daarna
3 naar rechts verschoven.
Stel het functievoorschrift op bij de beeldgrafiek.

b Beantwoord opdracht a ook voor het geval de grafiek
van feerst 3 naar rechts wordt verschoven en daarna
wordt gespicgeld in de y-as.

In het assenstelsel zie je vier graficken die horen bij de functies

fix)=2- %xl h(x) = 2cos (:T Ttx)

g(x) kix)=2%+ 2%

2+4

¥

a Welke grafiek hoort bij welke functie?
b Toon van elke functie aan dat de grafiek symmetrisch is
in de y-as.

Gegeven zijn de functies f(x) =|—x* + 12x| en g(x) = |3x].

a Bereken exact de nulpunten van f.

b Plot en schets de grafieken van f'en g in één figuur.

¢ Schrijf beide functievoorschriften zonder absolute
waarde-strepen.

d Bereken exact de extreme waarden van f.

e Losexact op f(x) < g(x).

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Stel het functievoorschrift op van f™".
Vermeld ook het domein van ™,

a f(x)=8—4dx £ flo) =10
10
b f(l‘) = m d f(l‘) =48 — 4x

Herleid tot een gelijkwaardige formule
waarbij p is uitgedrukt in g.

4
a g=4150° c q=—p
, 2pi=ib
b gy=—— d 3p>—6g=5met p<0
2p=5

Gegeven is de functie f(x)=+v12x — 27.

a De grafiek van /™" is een deel van een parabool.
Stel een vergelijking van die parabool op.

b Leg uit dat de snijpunten van de graficken van fen
op de lijn y = x liggen.

¢ Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafiecken van f'en /™.

Gegeven is de formule x>y = 2x — y.

a Herleid de formule tot een vorm waarbij y is uitgedrukt
in x.

b Plot en schets de grafiek bij de formule uit opdracht a.

¢ Welke waarden kan x aannemen? En welke »?

Gegeven is de functie f(x) = \x2 — 8x.

a Toon met een berekening aan dat het domein van f gelijk
is aan {(«, 0]U[8, —=).

b Waarom kan de functie bij dit domein geen inverse
functie hebben?

Als het domein van f'beperkt wordt tot [8, —) kan er wel een
inverse functie worden gevonden.
¢ Toon aan dat het functievoorschrift van fook geschreven

kan worden als f(x) = y(x —4)> - 16.

d Stel het functievoorschrift van /™" op in het geval het
domein van f beperkt wordt tot [8, —).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je kunt na een transformatie het functievoorschrift
opstellen bij de beeldgrafiek.

Gegeven is de functie f(x) =y3x—9 + 4.

a Door welke transformaties ontstaat de grafiek van f uit de
grafiek van de functie g(x) = \E?

b De grafiek van f'wordt gespiegeld in de y-as en daarna
5 naar rechts verschoven.
Stel het functievoorschrift op bij de beeldgrafick.

¢ Beantwoord opdracht b ook voor het geval dat de
transformaties in omgekeerde volgorde worden toegepast.

Je kunt de symmetrie van een grafiek aantonen.

Gegeven is de functie f(x) = % =l

a Toon aan dat de grafiek van f puntsymmetrisch is in O.

b Bereken exact de nulpunten van f.

¢ Losexact op f(x) <—x.

d Toon aan dat de grafick van g(x) = |% x3 — 4x| symmetrisch
is in de y-as.

Je kunt de grafiek van een absolute waarde-functie
tekenen.

Gegeven is de functie f(x) = (x> = 3)(x + 4).

a Ploten schets de grafiek van f.

b Bereken exact de nulpunten van f.

¢ Bereken exact de extreme waarden van f.

d Teken de grafiek van g(x) = |(x> = 3)(x + 4)|.

e Bereken exact de extreme waarden van g.

Je kunt het functievoorschrift van de inverse functie van een
gegeven functie f opstellen.
Stel het functievoorschrift op van de inverse functie.

a f(=1x*-7 ¢ f(x)=">log(2x) — 5

b f(x)=2""4 d f&=37¢

Hoofdstuk ¢ Functies bewerken
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Herleid tot een gelijkwaardige formule waarbij p is uitgedrukt
ingq.

a g=log(l0p —6) c g=Vip+3-3
5
b f1=pr5 d ¢g=\p+15

Geef aan door welke transformaties de grafiek van de functie g
kan ontstaan uit de grafick van de functie f. Geef ook aan in
welke volgorde deze transformaties moeten worden toegepast.

a f(x)=\(§ en g(x)=3y2x—6
3
x

b f(x):% en g(x)=2+

Plot de grafiek van de functie f'en noteer of feven of oneven is
of geen van beide. Toon bij de grafieken van de even en
oneven functies de symmetrie aan door f{«) te vergelijken met

fl=a).

a f(x)=v3x|+3 ¢ fi)=——
Lo

1,3 —
b f(x)=§x+; d f(l)z\[m

Een route van 40 km wordt afgelegd met x km/h op de
heenweg en y km/h op de terugweg. De gemiddelde snelheid
over de heen- en terugweg is 100 km/h.

a Verklaar dat voor het verband tussen x en y moet gelden:

(L
100 x y
b Herleid de formule en druk y uit in x.

¢ Waarom kan x geen waarden kleiner of gelijk aan 50
aannemen?

Gegeven is de familie van functies f,(x) =p + \px + 4.

a Voor welke waarde van p gaat de grafiek van fp door het
punt (6, 6)?

b Voor welke waarde van p is het domein van fp gelijk aan
(<, 3]2

¢ Door welke transformaties ontstaat de grafiek van ﬁs uit
de grafiek van f,?

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 9 Functies bewerken

117



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Vectoren

CE In dit hoofdstuk

In klas 3 heb je geleerd dat de grafiek van een lineaire
functie een rechte lijn is. Ook weet je hoe je een vergelijking
van een lijn opstelt als de codrdinaten van twee punten van
die lijn gegeven zijn.

In dit hoofdstuk maak je kennis met vectoren. Je

leert dat een lijn ook kan worden beschreven met een
vectorvoorstelling en hoe je vectoren kunt gebruiken om de
hoek tussen twee lijnen te berekenen.

Behalve in de wiskunde spelen vectoren een belangrijke
rol in de natuurkunde. Alle grootheden waarbij naast de
grootte ook de richting een rol speelt, zoals bijvoorbeeld
snelheid en kracht, kun je met vectoren beschrijven.

In klas 6 zul je nog meer toepassingen van vectoren

g tegenkomen.
'1:-: Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk
. : - Probleem oplossen en analytisch denken  opdracht 23
- ‘& » Modelleren en algebraiseren opdracht 56
— { « Formules manipuleren opdracht 25
o |
B
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V1 a Van APQRis gegeven dat £Q =90° PO = l14en
OR=11.
Schets deze drichoek en bereken exact PR.
b Van AABC is gegeven: ZC=90°, AB=17en BC=8.
Schets deze drichock en bereken exact AC.

zijde kwadraat
rechthoekszijde = 14 196
rechthoekszijde = 11 ..t
langste zijde = ...

b=

In rechthockige drichoeken geldt de stelling van Pythagoras: In AKMN is ZM=90°, KM=5 en
Noem je de rechthoekszijden a en b en de langste zijde ¢, dan KN = 6. Bereken exact MN.
geldt a*> + b* = . Oplossing
N
/‘
K = M
5
zijde | kwadraat
KM=5 25
MN= ... 11+
KN =6 36
dus MN = 11.
V2  Bereken exact de lengte van de onbekende zijde.
a AABCmet ZB=90°, AB=12en BC=09.
b ADEFmet ZD=90°, DE=T7en DF=1.
¢ APQORmet LZR=90°, PO =13en PR=3.
d ASTV met £LS5=90°, ST=17en TV =25.
V3 Van AABC is gegeven dat AC =5 en BC = 6. De lengte van
de hoogtelijn CD is 3.
a Maak een schets van AABC.
b Bereken exact AB.
V4  Een ruit is een vierhoek waarvan alle zijden even lang zijn.
Van een ruit A BCD zijn de diagonalen AC =20 en BD = 16.
a Maak een schets van deze ruit.
b Bereken exact de lengte van de zijden van deze ruit.
Bij berekeningen in rechthoekige driechoeken kun je de o 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
goniometrische verhoudingen sinus, cosinus en tangens : ik 1
gebruiken. In de tabel zie je voor een aantal hoeken de sin(c) 0 3 |2z \3 .
exacte waarde van de sinus en de cosinus. cos(o) 1 %\E 2 % 0

Als je te maken hebt met andere hoekgroottes dan die in de
tabel, kun je niet met exacte waarden rekenen.
b

42 Hoofdstuk 8 Vectoren
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In AABCis ZC=90°, ZB=60° en BC = 23. In ADEF is /ZF=90°, DE=12 en EF =5.
Bereken exact AC en BC. Bereken £D en ZF in graden nauwkeurig.
Oplossing Oplossing
C F
2\ 2\
23 <)
60°
A B D 12 E
cos(60°) = 5 sin(60°) = 4% sin(£D) = 3
L. 28 17_4C 980
2~ 4B 23 =% =23
ZE =~ 180° — 90° — 25° = 65°
AB =46 AC =233
L

V5  Bereken in de drichoeken de lengte van de onbekende zijden en
grootte van de onbekende hoeken. Geef indien mogelijk de
exacte waarde en rond in andere gevallen lengtes af op één
decimaal en hoeken op hele graden.

a AABCmet ZC=90°, AC=4en £B=30°.
b ADEF met ZF=90° DE=13en ZE = 36°.
AGHK met ZH=90°, GK=Ty3en GH =1.
d APORmet ZP=90°, PO =+18¢en OR = 6.

[a]

Een zwaartelijn in een drichoek is een lijnstuk dat een c

hoekpunt verbindt met het midden van de overstaande zijde.

De drie zwaartelijnen van een driechoek snijden elkaar in één

punt, het zwaartepunt. Het zwaartepunt verdeelt elke

zwaartelijn in twee delen waarvan de lengtes zich verhouden P \
als2: 1. H H

A B

Om verwarring met de echte
lengtes te voorkomen, worden
verhoudingsgetallen in een
tekening tussen haakjes
weergegeven.

\

Vé Van AABC is gegeven: A(7, 1), B(7, 5) en C(1, 1).
a Teken AABC en de zwaartelijnen BD en CE in een
assenstelsel.
b Bereken exact BD en CE.
¢ Noem het zwaartepunt Z en bereken exact CZ en BZ.
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1

-

Je leert

Leerroutes

- wat een vector is
- hoe je vectoren optelt

- ondersteunend: 1—2—3— 04—4—5—6
- doorlopend: 1—2—3—4—b—6—7
- uitdagend: 1—2—3—4—6—7—U1

Een groot zeeschip wordt gesleept door twee

sleepboten.

 Onder welke voorwaarde zal het grote
zeeschip recht vooruit gaan?
+ Als de afstand tussen de twee sleepboten

groter is, is er dan een grotere of kleinere

kracht nodig om het zeeschip met dezelfde
snelheid vooruit te slepen?

Bij een zolderopruiming worden dozen verplaatst. Gert
verplaatst doos 1 van A4 naar B. De dozen 2 en 3 worden door
Gert in dezelfde richting en over dezelfde afstand verplaatst.
a Teken de nieuwe plek van de dozen 2 en 3.
b Doos 4 wordt in precies de tegengestelde richting verplaatst
en over de helft van de afstand van de andere dozen.
Teken de nieuwe plek van doos 4.

Bij een verplaatsing heb je te maken met een afstand en een
richting. Een verplaatsing kun je goed weergeven met een pijl.
In de wiskunde spreek je van een vector.

Een vector met beginpunt A4 en eindpunt B noteer je als AB.
Je kunt een vector ook aangeven met een kleine letter en een
piiltje erboven, zoals a. .

De lengte van een vector noteer je als [AB| of als |a|.

2  Welke vectoren horen bij dezelfde verplaatsing?

44

Hoofdstuk 8 Vectoren

© Noordhoff Uitgevers bv



De vector 2p heeft dezelfde richting als de vector p, maar is
twee keer zo lang. De vector —p is even lang als de vector p,
maar heeft een tegengestelde richting.

Je noemt de vectoren p en —p tegengestelde vectoren.

s

3 Gegeven zijn de vectoren @ en b en twee punten Pen Q.

a Verplaats P eerst over de vector 3 en vervolgens verder
over de vector 2¢. Het resultaat had je ook kunnen
bereiken door P in één keer te verplaatsen.

Over welke vector?

b Verplaats Q eerst over de vector ¢ en vervolgens verder
over de vector b . Teken de vector die het resultaat van de
verplaatsingen in één keer bereikt.

De somvector p + ¢ van twee vectoren p en g vind je door
cerst de verplaatsing over p te doen en daarna de verplaatsing
over g. Daartoe maak je het begmpunt van ¢ vast aan het
eindpunt van p De vector p + ¢ is dan de vector van het
beginpunt van p naar het eindpunt van g.

Deze constructie hcet de kop-staart methode

De Verschllvector p g is de somvector van p en —¢.

Dus g —q =p +(-4). ~

De som van twee tegengestelde vectoren is de nulvector 0.

De nulvector heeft lengte nul en de richting is onbepaald.

o

verschilvector

Ondersteunende route = maak opdracht 04

4  Teken de vectoren met de kop-staart methode.
[ H P 253 ¢ —3i-2V
1

a v —
b ju+ d w—v)-( —u)

Nl'—‘

© Noordhoff Uitgevers bv

=<}

e

Hoofdstuk 8 Vectoren 45



8.1 Vectoren

5 Indrichoek OABis OA =a en OB = 5. B
a Welke vector is gelijk aan % a + %3‘7
b Druk OD en OF uitina enb. D

e

¢ Druk BA en DE uitina enb.

Omdat krachten en snelheden een richting en een grootte
hebben, kun je deze weergegeven met behulp van vectoren.

6  Tim wil met een boot een rivier oversteken. Hij start in punt 7.
De richting waarin Tim vaart en zijn snelheid ten opzichte van
het water zijn in de tekening met een vector aangegeven. Qok
is een vector getekend die de richting en de stroomsnelheid van
de rivier aangeeft.

a Teken het punt waar de boot zich na één seconde bevindt.
b Teken het punt waar Tim de overkant zal bereiken.
¢ Bereken hoeveel meter de boot in één seconde aflegt.

7  Twee sleepboten trekken een schip. Elke sleepboot oefent een
kracht uit van 10 000 N. Hieronder is de situatie geschetst. De
kabels naar de sleepboten maken een hoek van 60° met elkaar.
a Teken de kracht die door de sleepboten samen op het

schip wordt uitgeoefend.
b Bereken de grootte van deze kracht.

10000 N

10000 N

Uitdagende route = maak opdracht U1
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Ondersteunende opdrachten

04  Gegeven zijn de vectoren @ en b en punt A4.
a Teken met beginpunt A4 een vector gelijk aan vector a.
Noem het eindpunt van die vector B.
b Teken met beginpunt B een vector gelijk aan vector 25.
Noem het eindpunt van die vector C. -

et —_— —_ — b 'A
¢ Teken vector AC endruk AC uitina enb. \

|

/

Uitdagende opdrachten
U1 a Waaraan is de som van de vijf vectoren in figuur A gelijk?

A

b In de regelmatige vijfthoek van figuur B gaan vanuit het
middelpunt vectoren naar de hoekpunten.
Als vijf personen op de hoekpunten van de vijfhoek met
dezelfde kracht in de richting van de vectoren trekken aan
een voorwerp in het middelpunt, zou dat voorwerp op zijn
plaats moeten blijven.
Toon met een tekening aan dat de som van de vijf vectoren
inderdaad gelijk is aan 0.
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Je leert - wat kentallen zijn
- hoe je met kentallen rekent

Leerroutes - ondersteunend: 8—9—10—011—11—12—13—014
- doorlopend: 8—9—10—11—12—13—14—15
« uitdagend: 8—9—10—11—12—13—15—U2

In het rooster staan vijf gelijke drichoeken,

die je kunt verplaatsen door horizontaal

en verticaal te verschuiven. Zo verplaats je

driehoek A naar driehoek B door 3 hokjes naar

rechts en 1 omlaag te schuiven.

» Hoe verplaats je drichoek B naar drichoek E?
En driehoek A naar drichoek E?

- Geef aan hoe je driehoek D naar driehoek 5,
driechoek C of driehoek E verplaatst.

8  Vector @ heeft beginpunt (-2, 3) en eindpunt (2, 1).

48

Vector b heeft beginpunt (0, 4) en eindpunt (2, 5).

a Teken met beginpunt (-3, 6) de vector p =24.

b Geef de codrdinaten van het eindpunt van de vector p.

¢ Teken met beginpunt (=2, 3) de vector ¢ =a +b.
Welke codrdinaten heeft het eindpunt van g?

d Bereken || met behulp van een geschikte drichoek.

De drie vectoren in de tekening hebben de kentallen 4 en —2,
want de pijl gaat vier naar rechts en twee omlaag.

Je noteert dit als AB = OC = DE = (_42)

e a -
Voor de lengte van vector a =( 1) geldt |a| = \a? + 2.
£

Het eindpunt van de plaatsvector Gt s ¢ (4, -2).

Er geldt Y 4 B a0, enk-[ )= G .
a, b, a, + b, a, k- a,

met k een reéel getal.

In cen assenstelsel kun je vectoren beschrijven met kentallen.

Een vector die in de oorsprong begint, heet een plaatsvector.

(18| = VaT+C27 =20 =245

Hoofdstuk 8 Vectoren
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9  Gegeven zijn de plaatsvectoren a = (_11) enb = (i)

n a Bereken de kentallen van de vectorena + 5, a — 25 en
3a +15.
b Bereken exact |a|, [B|, [ +B|,|@ —F|en|3a — 25|.

¢ Laat met cen berekening zien dat |3a|=3 - [a|.

10  Gegeven zijn twee _vectoren OA=aen OB =b.
a Ganadata + AB =b.

Vulin: AB=...— ...

b Teken vector OC =a +b.
Waarom is vierhoek OBCA een parallellogram?
d Lijn OC snijdt lijnstuk 4B in punt M.

Druk OM uitina enb.

(2]

Als A(a,, a,) en B(b,. b,) is de vector

(-0
bz ay bz )
dus [AB| = J(b; — @) + (b, — ax)?.

Voor het midden M van een lijnstuk AB geldt
OM =1 (04 + OB).

Ondersteunende route = maak opdracht 011

11  Gegeven zijn de punten A4(3, 7), B(=2, 5)en C(1, —4).
m a Bereken de kentallen van de vectoren E, BC en CA.
b Bereken exact [AB|, [BC|en |CA|.

Bereken exact |SAB | en [AB + CA|.

[a]

d Bereken exact de codrdinaten van de middens van de zijden
van AABC.
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8.2 Vectoren en kentallen

—_—

12 a Teken de plaatsvectoren v = ( 42) en w = ( 63).

b Leg uit hoe je aan de kentallen kunt zien dat de vectoren v
en w dezelfde richting hebben.

¢ Geef de kentallen van drie vectoren die dezelfde richting
hebben als v en w.

d Geef de kentallen van drie vectoren waarvan de richting
tegengesteld is aan de richting van 7.

e Geef de kentallen van een vector die dezelfde lengte heeft
als v, maar die niet dezelfde of een tegengestelde richting

heeft.
i — 4 —_— 4 . y
13  Gegeven zijn de vectoren a = 5 enas = o) beide met
beginpunt P(2, 1).

Teken de vector a met beginpunt P die evenwijdig is aan de

(R W
o 4[\

y-asenzodata, +a,=a. H—7T7r

-2 10, 1 2 3 4 5 6 1 8
-1

Alsa =a, + Ey) waarbij de drie vectoren hetzelfde
beginpunt hebben met ¢, evenwijdig aan de x-asen a,
evenwijdig aan de y-as, dan is vector @ ontbonden in de

— —
vectorena, ena,.

L

Ondersteunende route = maak opdracht 014

— _3
14 Gegeven is de vector u = ( )

—_—

Geef de kentallen van u, en U,

— — — 6
15  Gegeven is de vector @ met || = 3ySena, = (0)
Bereken exact de kentallen van Ey' (twee oplossingen).

Uitdagende route = maak opdracht U2
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Ondersteunende opdrachten

011 a

b

a N

=~ (D

014  Gegeven zijn de vectoren a,

a
b

C

Teken in een assenstelsel de punten A4(2, 6) en B(7, 3) en
teken de vector AB.

Welke kentallen heeft AB?

Ga na dat geldt: AB=0B - 04.

Bereken exact |AB|.

Teken in het assenstelsel de vector OC = OA + OB.
Bereken de coordinaten van C.

Voor punt M geldt: OM = % (Eff et &3’).

Bereken de codrdinaten van M.

cn

|5

—
ax
—
a

Geef de kentallen van @, a. en

X pi
—_—

Controleer dat @ = a_ + a,

' L[S
Teken met beginpunt (0, 4) de vector b = (_3).

S
|

Wi U1 o

N

QN

Teken met beginpunt (0, 4) een vector b, evenwijdig aan

B
P Y

ge_xﬁs en een vector b, evenwijdig aan de y-as, zodat W 5 b el T 1 3 4
b=b_+ by. -1

Vul in:F; =("')engj=("').

Uitdagende opdrachten

U2 Een helikopter vertrekt vanuit Den Helder Airport (D) voor een
vlucht langs drie boorplatforms E, Fen G.
De vliegtocht is in de tekening aangegeven met vectoren.

b

EE R ]

43 - cos(70°)

Bereken de kentallen van de drie vectoren FE’, EF en

= —_— _43 * s1 700
Laat zien dat voor DE geldt: DE = ( i )).

FG in twee decimalen.

Bereken de lengte en de koers van de terugvlucht van N

punt GG naar Den Helder Airport in hele kilometers en

hele graden. N 0
z

290°
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16 Aan een (massaloze) stang hangen twee massa’s van 1 kg in de

17  De cerste situatie van opdracht 16 is getekend in een

52

-

Je leert - wat het zwaartepunt is van een aantal puntmassa’s
- hoe je de plaats van een zwaartepunt vindt

Leerroutes - ondersteunend: 16—17—18—19—20—021—21-22
- doorlopend: 16—17—18—19—20—21—22—-23
- uitdagend: 16—17—18—19—20—23—U3—-U4

In de figuur zijn de zwaartepunten van de

gekleurde driehoeken aangegeven. Stel je voor

dat de vlieger van stevig karton is.

- Wat denk je: ligt het zwaartepunt van de
vlieger dichter bij Z, of Z,? Waarom?

- Teken de vlieger op stevig papier en laat hem
balanceren op je vingertop. A .
Klopt je antwoord op de vorige vraag? il 40 4 12

A
punten A4 en B. De stang wordt opgehangen in punt Z.
Als AZ = BZ, hangt de stang in evenwicht. 6
Volgens de hefboomwet van Archimedes is de stang in de
tweede figuur in evenwicht als geldt: m ,* AZ = my+ BZ met
m , de massa in A in kg en m,, de massa in B in kg. A
a Leguitdatalsm,=4enmy,=2 bij evenwicht geldt: é
AZ 1 BZ=1;2.
b Gegevenism, =4, my,=10en AB=7cm.
Teken deze situatie en teken de plaats van het ophangpunt Z
zodat de stang in evenwicht is. Hoe lang is AZ2?

0=

assenstelsel met oorsprong O en de plaatsvectoren a, b en z.

a Leguit dat hier geldt dat = = % a+ %E’.
b Teken de situatie van 16a in een assenstelsel.

¢ Gebruik dat AZ = % AB en laat zien dat = = % a+ % b.

Bevindt zich bij een (massaloze) stang AB in 4 een
massa ¢ en in B een massa b, dan is het evenwichtspunt
ofwel zwaartepunt Z het ophangpunt waarbij de stang
met massa’s in evenwicht is. Z is het eindpunt van

de plaatsvector = = ﬁ ca+ ﬁ b, meta enb de

plaatsvectoren van A en B.
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Voorbeeld

In A(-2, 5) bevindt zich een massa @ = 3 en in B(3, 2)
een massa b= 5.

Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt Z.
Oplossing

_)= Xz =5 3 —2 g 3 i 7%+% e 1% H 1 .l
& ( Z] 3(5)+8[2J (%% 3_é_,dus is Z(13, 33)-
\

18 Demassain 4 is ¢ en de massa in B is b. Er is steeds
m evenwicht.

Bereken de coordinaten van het zwaartepunt Z.
a A(1,3).B(7,3),a=4enb=28.
b A4(2,9), B(7,-3),a=5enb=38.

19 Inde punten A(1,2), B(3, 2) en C(7, 2) bevinden zich massa’s
van 1 kg.
a Waar ligt het zwaartepunt Z , - van de massa’s in 4 en C?
b Laat zien dat voor het zwaartepunt Z van de massa van 2 kg

inZACendemassainteldt:;:%E+%E+%Z.

Bij het rekenen met massa’s ga je er meestal vanuit dat die
massa’s in een punt zijn geconcentreerd. Je spreekt dan van
puntmassa’s. Als zich in de punten 4, 4,, ..., A de massa’s
my, m,, ..., m_ bevinden, dan geldt voor het zwaartepunt Z
van die puntmassa’s:

By . B, = m,

Z:_'al +—'£12+...+

— ..
—+a,, waarbij
m m m

In de punten A(-2, 5), B(1, 6) en C(7, —-3) bevinden zich
puntmassa’s van achtereenvolgens 2, 5 en 3.

Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt Z.
Oplossing

m=2+5+3=10

> (o2 (D, s( 1) a(7) it -25
2= (5e)-(3) le) ()~ (153)-G)

dus is Z(24, 3L).

%
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8.3 Zwaartepunt en evenwicht

20 a Indepunten A(1,2), B(4,5)en C(7, 3) bevinden zich
m puntmassa’s ter grootte van achtereenvolgens 6, 4 en 10.
Bereken de coordinaten van het zwaartepunt Z.
b In P(-3,-5), OQ(-1,7), R(0, 4), S(5, 2) en T(3, —3) bevinden
zich puntmassa’s ter grootte van achterecenvolgens
10, 30, 6, 14 en 5.
Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt Z.

Ondersteunende route - maak opdracht 021

21 De punten A, Ben C liggen op één rechte lijn zo dat AB =2,
BC=8en AC = 10. De puntmassa’s in 4, Ben C zijn
achtereenvolgens 10, 30 en 20.

a Teken de situatie in een assenstelsel met A(1, 3) en
lijnstuk AC evenwijdig aan de x-as.
b Bereken en teken de positie van het zwaartepunt Z.

22 Inde punten 4, Ben Cvan AABC bevinden zich
puntmassa’s ter grootte van 4, 6 en 8.

— e . = = -
Druk de vector z van het zwaartepunt uitina, b en c.

23  Gegeven is AABC met A(0, 0) en B(8, 0). In elk hoekpunt van y
A ABC bevindt zich een massa van 1 kg. Het zwaartepunt Z
bevindt zich in het punt (3, 4).

a Bereken de codrdinaten van C.

b In AABR zijn de massa’s in 4, B en R respectievelijk
1, [ en 3 kg, terwijl Z in (3, 4) blijft.
Bereken de codrdinaten van R.

- M0 W R O
L ]

=101 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—1

Uitdagende route = maak opdracht U3 en U4
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Ondersteunende opdrachten

021 Opeen lijnstuk 4B met lengte 9 ligt een punt C zo dat AC = 6.
De puntmassa’s in A, B en C zijn achtereenvolgens m, = 4,
m,=3enm;=1.

a Teken in een assenstelsel lijnstuk A B evenwijdig aan de

x-as met punt Cin (0, 3).

Geef de codrdinaten van 4 en B.

Teken en geef de plaatsvectoren van 4, Ben C.

Hoe groot is de totale massa m?

o n o

. > My L my L My,
Gebruik de formulez =—-g +—+-b + —+¢c om de
m m m

positie van het zwaartepunt Z te berekenen.
f Teken Z.

(4]

’I’

Uitdagende opdrachten

U3 Gegevenis A4BC. y
De plaatsvectoren van A, Ben Czijna, b en ¢.
De punten D en E zijn de middens van de zijden
BC en AB. De zwaartelijnen AD en CE snijden elkaar in
het zwaartepunt Z.

a Druk OD uit in de vectoren b en ¢.
b Waarom geldt A7 = % AD?

Toon aan dat OZ = % (@a+b+7¢).

Als zich in de hoekpunten van A4 BC puntmassa’s
bevinden met massa 1, dan valt zwaartepunt Z,, van
de puntmassa’s samen met 7.

Toon dat aan.

QN

U4 In deze opdracht bereken je het zwaartepunt Z van de ¥
vlieger uit de opdracht op bladzijde 52. De hoekpunten
zijn A(—6, 0), B(0, —6), C(12, 0) en D(0, 6). 642
a Beredeneer dat het zwaartepunt Z van de vlieger op de

lijn AC ligt.
b Bereken de codrdinaten van de zwaartepunten Z,en Z, A c
van de driehoeken ACD en ABC. ] 70 b THRE
€ Zis het snijpunt van de lijnen Z,Z, en Z,Z,.
Geef de codrdinaten van Z.
d In de hockpunten van de vlieger bevinden zich
puntmassa’s met massa 1.
Onderzocek of het zwaartepunt van de puntmassa’s
samenvalt met het zwaartepunt van de vlieger.
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Je leert - wat een inwendig product is
- hoe je de hoek tussen twee vectoren berekent

Leerroutes - ondersteunend: 24—25—26—27—028—29—30—031—31
- doorlopend: 24—25—26—27—28—29—30—31—32
- uitdagend: 24—25—26—27—28—29—30—32—U5

Als je een wagentje aan een touw over
een horizontale weg verplaatst, verricht je
arbeid. Die arbeid W kun je berekenen door
de kracht in de richting van de weg, |F.), te
vermenigvuldigen met de afgelegde weg. -
W hangt dus ook af van de hoek o tussen \
de kracht F waarmee je aan het touw trekt ,
en de weg s.

F|

- Bij welke hoek geldt W=1-[F|-[5]?

bl

ary

Op de eenheidscirkel liggen de punten A(g ; %) cn B(% ; —%)

In deze opdracht bereken je de hoek o tussen de vectoren OA

en OF.

a De loodlijn uit 4 op OB snijdt deze in C.
Leg uit dat OC = cos(at).

b Leguitdat AC>=1— cos}(o).

¢ Leguitdat BC=1—cos(o) en
AB?= AC? + BC? =2 — 2cos(a).

d Bereken cos(a). Gebruik daarbij dat AB = g.

e Bereken o in graden nauwkeurig.

Op de eenheidscirkel liggen de punten A(a,, a,) en B(b,, b,). y

De loodlijn uit 4 op OB snijdt deze in C.

Je gaat een formule afleiden voor cos(a).

a Toon op de manier van de vorige opdracht aan dat
AB* =2 - 2cos(al).

b Jeweet AB=\(b, —a,)* + (b, — a,)>.

Toon aan dat AB* =2 — 2(a,b, + ab,).

¢ Toon aan dat cos(ot) = a,b; + a,b,. o

d Controleer je antwoord van opdracht 24e met behulp van 5 X
deze formule. /
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26  Gegeven zijn de punten A(3, 4) en B(5, 12) met plaatsvectoren

denb.Om Z(a,b) met de formule van opdracht 25¢ te
berekenen, heb je vectoren met lengte 1 nodig. Kies dus op de
lijnstukken OA en OB punten Cen D zo,dat OC = 0D = 1.

a Bereken || en |B|en geef de kentallen van OC en OD.

b Bereken Z(a,b) met de formule van opdracht 25c.

De uitdrukking a,b, + a,b, heet het inwendig product of

- fa = fb
inproduct van de vectoren a = ( 1) enbh = ( 1).
&) b,

De notatie voor het inwendig productisa * 5.

Als Z(a,b)=oen|a| =|Bb| =1 geldt cos(o) =a - b.

—_ =

Algemeen geldt: cos(o) = f ofa -

|al-| 3]

b

Voorbeeld

Bereken in hele graden de hoek o
tussen de vectoren

a=(3)end=(})

Oplossing

<> =2
a-b=3--1+1-2=-1
cos(a)=\/1—(;_1\[§=ﬁ0,l4l...
o= 98°

- {3 - 5
27  Gegeven zijn de plaatsvectoren a = ( 4) enb = (_ : 2).

a Bereken het inproduct @ - 5 met behulp van de kentallen.

b Bereken /(a,b)in graden nauwkeurig.
Ondersteunende route = maak opdracht 028
28  Bereken bij elk paar plaatsvectoren het inproduct en de

elkaar maken. Rond je antwoorden af op hele graden.
3 3 7 2
a | _,)en(, € {,)en{_
4 1 1 0
> o))  (2)(o

© Noordhoff Uitgevers bv
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8.4 Inwendig product

29 a Uit de formule van het inproduct volgt dat als
Z(ah)=90°danga - b =0.

Leg dat uit.
b Is het omgekeerde “uit @ + 5 = 0 volgt Z(a.b) = 90°
ook waar?
Voorbeeld
Als twee vectoren a en b loodrecht op elkaar staan, is hun_) Gegeven zijn de punten A(4, 6) en
1npr0(£uct. geh_]k”aa.t‘l‘ﬂ. Het omgekeerde is ook waar, mits a B(3.-2). Onderzoek of 04 L Ok
en/of b niet gelijk zijn aan de nulvector. :
Oplossing
4 3 = . - =) =
(2]t 3452t
— =
0OA 1L OB.

30 a Leguitdat voor p en ¢ (niet beide 0) geldt: (p ) J_( g )
q -p
b Geef de kentallen van drie vectoren die loodrecht staan

o 2
opa=|,}

¢ Doe hetzelfde voor de vectoren
pel Nael 2=zl )
7 =5 0 —43

Ondersteunende route = maak opdracht 031

31 Gegevenis AABC met A(1, 3), B(6,2) en C(3, 5).

a Hock Cis de hock tussen de vectoren CA en CB
(let op: het hoekpunt is het beginpunt van de vectoren!).
Bereken met behulp van het inproduct £ZC en £4 van
AABC in graden nauwkeurig.

b Bereken ook de hoeken van APQR met P(0, 1), Q(4, 3) en
R(-2, 5) in hele graden.

32 Gegeven is vierhoek A BCD met A(—24, —1), B(36, —25), 3 ol 1 2 2 4 5 6 1 ¥
C(3,23) en D(—12, 29). -1
a Bereken de hoeken van de vierhoek in graden nauwkeurig.
b Onderzoek of de diagonalen AC en BD loodrecht op elkaar
staan.

Uitdagende route = maak opdracht U5
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Ondersteunende opdrachten

028  Gegeven zijn de punten A(6, 2) en B(1, 3).

a Met de berekening van o = 4(0741675) is al een
begin gemaakt. Maak de berekening af.

¢ Laat zien dat de oppervlakte van het parallellogram
ook gelijk is aan |a] - |B| - sin(o).

d Druk sin(o) uit in de kentallen van @ en b.

Bereken in hele graden de hoek tussen de |aﬁ\)| = 24+..2=,.en
plaatsvectoren.
b (Ve[ 4 WL |oB| =+ 2+ 2=
7 -4 —6 10
4 4 0 4 . ErP—
en e en cos(or) =
—2 7 3 —3
ORI e
031 Gegevenis AABC met A(5,2), B(10, 3)en C(2, 6). v
— —_— 7
Hoek A is de hoek tussen de vectoren AB en AC. . -
a Geef de kentallen van 4B en AC. 5
b Vulin:ﬂ-ﬁ=(m)'(m)=... !
- 3 B
- 2
e Yulin |AB| =7+ 2= .. : A
d Bercken exact [AC|. ;
e Bercken cos(ZA). 6 1.2 3 4 5 6 7 8 910
f Bereken £A in graden nauwkeurig.
Uitdagende opdrachten
U5 Devectorena = ( ]) enbh = (5) vormen twee zijden van :
een parallellogram. b,
a Bereken met inlijsten de oppervlakte van het :
parallellogram. !
b Toon aan dat de oppervlakte van het parallellogram :
= - (b
met als twee zijden de vectoren @ = (al) enb = ( 1) |
Sl al b2 ap - -—: ————————
gelijk is aan a;b, — a,b,. .
0 b, a

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat een vectorvoorstelling van een lijn is

- hoe je een vectorvoorstelling van een lijn doar twee gegeven punten opstelt

Leerroutes - ondersteunend: 33—034—35—36—37—38—039—39—41

- doorlopend: 33—34—35—36—37—38—39—40—41
- uitdagend: 33—34—35—36—37—38—39—41—-U6
Een jacht vertrekt om 12 uur uit y
Medembilik. 18

Een uur later passeert het een boei bij het
punt (3, 5). De vector Medemblik — boei
geeft de richting en de snelheid aan van het
jacht.
 Hoe laat bercikt het jacht de Afsluitdijk?
- Als niets de doortocht van het jacht
belemmert, wordt dan ooit het punt
(77, 225) bereikt?

33  Anton fietst in 1% uur over het rechte stuk van de Afsluitdijk.
In een rooster heeft het startpunt van de dijk bij Den Oever
codrdinaten (2, 1) en het einde van het rechte stuk (23, 13).

a Teken in een assenstelsel de vector die de afstand aangeeft
die Anton na een kwartier heeft afgelegd.
b T.aat zien dat je de codrdinaten van Anton na ¢ kwartier

: o 3L
kunt berekenen met (X) = ( ) + ¢ ( 2 )
b 1 2

¢ Bereken zijn positie na 1 uur en 15 minuten.

2 4 6 8101214161820222426X

Waddenzee

lsselmeer

Gegeven zijn een punt 4 met plaatsvector a en een vector r.
De eindpunten van alle plaatsvectoren v waarvoor V=a+
liggen op een lijn / door A evenwijdig aan r.

—

¥ =a + A heet een vectorvoorstelling van /. Met kentallen

X a r X a, + Ar
itie()= () ) () (i)

J a; L) y ay + Ary
a heet cen steunvector van len r een richtingsvector.

A heet een parameter (spreek uit: parameter). Als de
parameter de tijd voorstelt, wordt vaak de letter # gebruikt.

Griekse letters voor parameters:
A: lambda, p: mu, v: nu
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Ondersteunende route = maak opdracht 034

34  Teken de lijnen / en m in een assenstelsel.

o, ()G)(G) e m()(5eR)

3 3 =2
35  Gegeven is lijn / met vectorvoorstelling (;) = ( _1) + p( )

5

Welke punten van / horen bijjp =5enp = —2%?
Voor welke waarde van p krijg je het punt (1, 4)?
Welke waarde van p hoort bij punt (9, —16) van [?
Ligt het punt (—33, 90) op I?

Bereken p, zodat het punt (31, p) op / ligt.

"N oTw

36

In deze opdracht stel je een vectorvoorstelling op van de lijn /
door de punten P(8, —2) en Q(18, 3).

a Kies als steunvector OP of Zfé en schrijf de kentallen op.
b Bereken de kentallen van @

— & 2

¢ Waarom is behalve de vector PQ ook de vector ( 1) een
richtingsvector van de lijn door P en Q?

d Stel een vectorvoorstelling op van de lijn door P en Q.

|
w

| | ™
[ VCI ST |

5 4 -3 2 -10 4 5

Hoe stel je een vectorvoorstelling op van een lijn door twee
gegeven punten Pen Q7?7

1 Kies als steunvector OP of @

2 Een richtingsvector is 7 = @ = O_Q' - 0P,

3 [Een vectorvoorstelling is N= (P4 D ™0 .
y P2 45 =P

Je mag de richtingsvector korter of langer maken door de
kentallen door hetzelfde getal te delen of met hetzelfde
getal te vermenigvuldigen.

Voorbeeld

Stel een vectorvoorstelling op van de
lijn / door de punten P(12, 20) en
O(18, 11).

Oplossing

1 OP- (12

1S een steunvector.
20)

: A 3

Neem als richtingsvector _23 ;
3 Een vectorvoorstelling van / is

() (a2

© Noordhoff Uitgevers bv
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Vectorvoorstelling van een lijn

37  Stel een vectorvoorstelling op van de lijn:
m a door de punten A(—5, 9) en B(—4, 2).
b door de punten C(—4, 5)en D(4, 17).
¢ door de punten E(5, 2020) en F(365, 1540).

38  De hoek tussen twee lijnen is de scherpe of rechte hoek tussen
die lijnen.
a Bereken met behulp van het inproduct van de
richtingsvectoren de hoek tussen de lijnen AB en CD van
opdracht 37.
b Bereken ook de hoek tussen de lijnen CD en EF.

Ondersteunende route = maak opdracht 039

39  Gegevenis AOAB met A(—1, 5)en B(8, —1). y

Een hoogtelijn in een driehoek is een lijn door een hoekpunt 6

loodrecht op de overstaande zijde. A s

a Geef een vectorvoorstelling van de lijn 4 B. 4

b Geef een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit O. 3

¢ Geef ook een vectorvoorstelling van de hoogtelijn uit 4 en S
van de hoogtelijn uit B.

d Inde figuur lijken de drie hoogtelijnen door het punt (] 1
(—2, —3) te gaan. e X
Onderzoek met behulp van de vectorvoorstellingen van de _2,' _1_,0 ‘.‘ 1 § §
hoogtelijnen of dat klopt. :' ',"_2 "L B

A e

40  Gegeven is de lijn I: (x) = (2 - 3t).
b 7+ 2¢

Bereken de codrdinaten van de snijpunten van / met de x-as en
de y-as.

41  Gegeven zijn de punten K(—3, 1), L(18, 7) en M(74, 23).
a Stel een vectorvoorstelling op van de lijn door Ken L.
b Onderzoek of punt M op de lijn KL ligt.
¢ Onderzoek of de punten A(—3, 5), B(7, 13) en C(42, 41) op

één lijn liggen.

Uitdagende route = maak opdracht Ué
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Ondersteunende opdrachten

- _3 - 3
034  Gegeven zijn de plaatsvector a = ( )en de vector r = (1) Zy

a Teken in een assenstelsel de plaatsvectoren

-

a-2r,a—-r,a+rena+2r.
b Teken een lijn / door de eindpunten van de vectoren.
¢ Geef een vectorvoorstelling van / in de vorm A

x -3
= + i
6)=C)() 4
.. . X —6 2 _ L
d Teken de lijn met vectorvoorstelhng( ) = ( ] ) o ?L( I)'
¥ o

039  Iisde lijn door de punten A(0, 5) en B(6, 0).
a Geef een richtingsvector 7 van /.

b Geef een vector E die loodrecht staat op ¥
c Stel een vectorvoorstelling op van de lijn door O die
loodrecht staat op L

Uitdagende opdrachten

U6 De bissectrice (deellijn) van een hoek kun je construeren met
een ruitconstructie: een cirkel met middelpunt A snijdt de
benen van de hoek in B en C en de cirkels met middelpunten B
en C en straal AC snijden elkaar behalve in 4 ook in D.

De lijn AD deelt dan de hoek bij 4 doormidden.
Die ruitconstructie kun je ook gebruiken om een
vectorvoorstelling van een bissectrice op te stellen.
a Gegeven is AOAB met A(10, 0) en B(3. 4).

Bereken exact |OB|. o I B
b Kies een punt E op lijnstuk OA4 zodat |OE|=|OB|en A

stel een vectorvoorstelling op van de bissectrice van y

hock BOE.
¢ Controleer met behulp van het inproduct dat

Z(0D,0B) = £(0OD,0E).

d Gegevenis APQR met P(—4, 0), O(12, 2) en R(0, 7).
Stel een vectorvoorstelling op van de bissectrice van 1 ‘
hoek P. i A

e De bissectrice van de hoek tussen de plaatsvectoren a o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

MNoWw B
-~
~

- - a g
en b heeft vectorvoorstelling v = l(F,—| + ﬁ)
a

Toon dat aan.
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Je leert - wat een normaalvector is
- hoe je een vectorvoorstelling van een lijn omzet in een vergelijking en omgekeerd

Leerroutes - ondersteunend: 42—43—44—045—45—46—4T7—48—049

« doorlopend: 42—43—44—45—46—47—48—49—50

* uitdagend: 42—43—44—45—4T7—48—49—50—U7
Bij elke lijn in de figuur hoort een vergelijking y
en een vectorvoorstelling. 5
De vergelijkingen zijn: x — 2y =6, x + 2y = —6 4

x+2y=6enx—2y=-6.
De vectorvoorstellingen zijn:

OFC0)-0)2)  — 1

8 A" -6~5 44 3 2 10

()0 GH0)(0)(3) L

« Zock bij elke vergelijking de bijbehorende /—‘« :

vectorvoorstelling. _4

Gegeven is lijn /: (Y) = ( ! )+ A (2)
¥y -3 3

a Bereken de richtingscoéfficiént van / en stel een
vergelijking op van /.

b T.aat zien dat je de vergelijking kunt herleiden tot
S5x=2y=11.

¢ De uitdrukking links van het =-teken kun je ook

5 :
schrijven als het inproduct van de vectoren (_ 2) en (;)

Wat kun je zeggen over de onderlinge ligging van de vector
5 C 2
5 en de richtingsvector 5 van [?

Hoofdstuk 8 Vectoren
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43  Gegeven is het punt A(—3, 3) en een vector n = ( 5 )

lis de lijn door 4 met een richtingsvector loodrecht op 7.
Punt X{x, y) is een willekeurig punt op /.
a Druk de kentallen van vector AX uit in x en ¥. A(=3,3) _ ||
b Omdat7 1 AX geldt7 - AX =0, R [-21]

Laat zien dat hieruit volgt dat x — 2y = —9 een vergelijking

isvan /.

X
0
Voorbeeld

Een vector loodrecht op een richtingsvector van lijn / heet een Stel een vergelijking op van de lijn /:
normaalvector van /. De notatie voor een normaalvector is ;. ey 4
Is (p) cen richtingsvector van /, dan is ﬁ: = (_q ) een ( ) N ( 5) N ;L( 3 )

9 I Oplossing

normaalvector van /. = 13 Goreen vemdiich
Een vergelijking van /is dan gx — py = c. "=—g) geljang

De waarde van ¢ vind je door in deze vergelijking de van /is 3x — 4y =c.
coOrdinaten van een punt van / in te vullen. (-3, 5) ligt op /. Invullen geett:
-9 -20=¢, dus c=-29.
I 3x—4y=-29

4L Stel een vergelijking op.
m 5 P 2 " -3 x\_[1+3t
y) \o) H 2 y) \3+5¢

Ondersteunende route = maak opdracht 045

45  Gegeven is AOAB met A(R, 0) en B(3, 6). m,, . My enm
zijn de middelloodlijnen van de lijnstukken OA4, OB en AB.
a Teken AOAB, m,, en mg.

b Leg uit dat OB een normaalvector is van mg,, en stel een
vergelijking op van mi.

€ mg,en mgysnijden elkaar in M.
Bereken exact de codrdinaten van M.

d Stel cen vergelijking op van m .

e Toon met een berekening aan dat M ook op m , ligt.
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8.6 Vectorvoorstelling en vergelijking

46  Gegeven is vierhoek PORS met P(—4,2), O(5,9), R(6, 17) en
S(—1, 13).
a Toon aan dat de diagonalen PR en QS loodrecht op elkaar
staan.
b Stel een vergelijking op van de lijn door punt S die
loodrecht staat op lijnstuk PQ.

47 Gegevenis AABC met A(4,0), B(1,7) en C(=5, 2).
Stel een vergelijking op van de hoogtelijn uit A.

48  Gegeven is lijn k met vergelijking 7x + 2y = 4.

2 —2
a Waarom zijn i en ( . )beide te kiezen als

richtingsvector van k?
b Teguit dat het punt (0, 2) op k ligt.
¢ Stel een vectorvoorstelling op van k.

De lijn I: ax + by = ¢ heeft normaalvector (g)

b -b
Een richtingsvector van / is dan (—a) of ( ) )

Ondersteunende route = maak opdracht 049

49  Stel van elke lijn een vectorvoorstelling op.

m a 3x—2y=8 d y=5
b 7x+2y—-16=0 e x=-8§
c —4x+y=0 f y=ix-04

50 Gegeven is AOAB met A(5, 0) en B(6, 8) en de lijn / met

2
vectorvoorstelling (;) = l( 1).

a Toon aan dat [ gelijke hoeken maakt met de lijnen OA4
en OB.
b Stel vergelijkingen op van / en de lijn m door 4 en B.
¢ Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt S van / en m.
d Toon aan dat S4: SB=0A: OB.

Uitdagende route = maak opdracht U7
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Ondersteunende opdrachten

045  Gegeven zijn de punten P(=3, 2) en O(5, 0). ¥
a Bereken de codrdinaten van het midden M van lijnstuk PQ. 3 Mpq
b m, is de middelloodlijn van lijnstuk PQ. P 2
Leg uit dat @ een normaalvector is van nip,. m <

c Stel een vergelijking op van mpg.

049  Lijn [ heeft vergelijking 6x — 11y = 1.
a Om een steunvector van / te vinden, kies je een punt op /.
Zo’n punt kun je vinden door proberen. Je kunt ook een
x-codrdinaat kiezen en dan de bijbehorende y-codrdinaat
berekenen met behulp van de vergelijking van /.
Bereken de y-codrdinaat van het punt op / waarvoor x = 2.

b Geef de kentallen van 7.
¢ Geef een richtingsvector van /.
d Geef een vectorvoorstelling van /.
e Stel een vectorvoorstelling op van k:4x + 3y =17.
f Stel een vectorvoorstelling op van n: y = 15en p: x = —3.
g Stel een vectorvoorstelling op van g: y = % x=.
b
Uitdagende opdrachten
U7  De Zwitserse wiskundige Leonhard Euler (1707 — 1783)
bewees dat in elke driehoek het zwaartepunt Z, het snijpunt H
van de hoogtelijnen en het snijpunt M van de middelloodlijnen
op ¢én lijn liggen en dat bovendien geldt ZH =2 - ZM.
zwaartelijnen hoogtelijnen middelloodlijnen

12y < 12}/ < 12y .
10 10 10

8 8 8

m

6 6 =

4 4 A\ 4

2 2 ) 2

AV ., \ NB AP B, Al Lo \NB
0 2 4 6 8 1012 0O 2 4 6 81012 0O 2 4 6 8 1012
Voor een concreet voorbeeld ga je dat bewijzen.
Van A4ABC is A(0, 0), B(10,0) en C(2, 12).
a Bercken de codrdinaten van het zwaartepunt Z van A4BC.
b Toon aan dat de hoogtelijnen van A4 BC door één punt

gaan (H). H heet het hoogtepunt van de drichoek.
¢ Toon aan dat de middelloodlijnen van AABC door ¢én punt
gaan (M).
d Toonaandat ZH =2MZ.
b
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53
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85

68

Geef bij elk paar vectoren aan of ze dezelfde richting
hebben, een tegengestelde richting hebben, loodrecht op
elkaar staan of dat geen van deze drie mogelijkheden geldt.

e i=()ar=(H) e r=(L)ei=(})
5(S)ai(E) (o[}

Gegeven zijn de punten A(1, 2), B(5, —6), C(—2, 8) en

D(—5,~2).

a Onderzoek of het punt C op de lijn 4B ligt.

b Onderzoek of de lijn DA loodrecht op de lijn A B staat.

¢ Het punt Q heeft codrdinaten (3, g). .
Onderzoek voor welke waarde van ¢ de vectoren DQ en
DA loodrecht op elkaar staan.

d Bereken in graden nauwkeurig Z(BD, BC).

=

Gegeven is vierhoek A BCD met A(—2, —1), B(—1, 2), C(2, 3)

en D(p, q).

a Neem p=4eng=—2. Inelk hoekpunt bevindt zich een
puntmassa van 1 kg.

Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt Z.

b 1In A4, B, Cen D bevinden zich puntmassa’s van
achtereenvolgens 1, 2, 3 en 4 kg. Het zwaartepunt van deze
puntmassa’s is (0, 0).

Bereken p en g¢.

Gegeven zijn de punten P(3, 2), Q(6, 6) en R(8, 2).

Samen met een vierde punt S zijn dit de hoekpunten van een

parallellogram.

a Teken in een assenstelsel alle mogelijke posities van S.

b Iser een positie van S zo, dat P, O, R en S de hoekpunten
van een ruit zijn?

¢ Geef bij elk gevonden parallellogram zowel een
vergelijking als een vectorvoorstelling van de diagonalen.

Gegeven is AOAB met A(7, 1) en B(1, 4).

Een hoogtelijn is een lijn door een hoekpunt loodrecht op de

overstaande zijde.

a Stel van elke hoogtelijn een vergelijking op.

b Bereken de codrdinaten van het snijpunt S van de
hoogtelijnen uit O en B.

¢ Toon aan dat S ook op de hoogtelijn uit A4 ligt.

d Bereken £A in hele graden.

Hoofdstuk 8 Vectoren
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Onderzoeksopdrachten

56 De voorwerpen A, Ben C zijn met touwen via
katrollen verbonden. Op A4 en C werkt een
zwaartekracht van 20 N en daardoor op B twee
krachten van 20 N schuin omhoog. Daarnaast
werkt op B een zwaartekracht van 30 N.

a Naar boven werkt een kracht die de som is
van de twee getekende krachten. B
Onderzoek wat er in de getekende situatie
met B gebeurt.

b Op een gegeven moment hangt B stil.
Bereken in dat geval de hoek die de touwen
bij B met elkaar maken in hele graden.

57  Voor positieve waarden van p en ¢ is gegeven A OAB met
0(0,0), A(p. g) en B(4, 0).
Het midden van lijnstuk OB is punt M.
Op de zijden O4 en AB staan de vierkanten O4EFen ABCD.

a Inde figuur is de situatie getekend voor p=1en g = 2.
Toon aan dat de lijnen M A en ED loodrecht op elkaar staan.
b Onderzoek of de lijnen M A en ED ook loodrecht op elkaar
staan voor andere waarden van p en ¢.
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Samenvatting

Vector, tegengestelde vector en lengte van een vector

Een vector is een pijl die een verplaatsing aangeeft. Een vector -
—_— a

heeft een grootte en een richting. 4B is de vector met

beginpunt 4 en eindpunt B. |E| is de lengte van AB.

- . — . —
De tegengestelde vector van a is —a. Deze is even lang als a,

maar heeft een tegengestelde richting. —
N

S1  Teken op roosterpapier de tegengestelde vectoren van de

vectoren in de figuur. ‘ \

Kentallen en plaatsvector y
In cen assenstelsel kun je vectoren beschrijven met kentallen.

+ .
Er geldt )+ by =(“ by enk- ‘= keay :
a, b, a,+ b, a, k-a,
)geldt | = \a? + &3

Een vector die in de oorsprong begint, heet een plaatsvector.

- b b, —
Als A(ay, ay) en B(by. b,),is AB = (51) ) (al) i ( 1 al)'

2 a b, —a,

" (al + b1' dy + bz)

- 8
Voor de lengte van de vector a = ( !
a

2,

a
Gegeven zijn de punten A(—6, -2) en B(9, 4). Oplossing
s i A 9 3
Geef de kentallen van de vectoren 04+ OB= (*2) - ( 4): (2]
OA + OB en 4B. E_P](—ﬂ_(m}
4) -2} \6

Bereken exact ook de lengte van deze vectoren.

‘(74)+§3"=\}32+22=\/1_3

4B| =157+ 62 =261 (= 3\29)

-

S2  Gegeven zijn de punten P(—6, 2) en O(7, 7).

a Bereken de kentallen van de vectoren OP + Wj en 70P + 60_Q).
b Bereken exact ook de lengte van deze vectoren.

70 Hoofdstuk 8 Vectoren © Noordhoff Uitgevers bv



Inwendig product L y
Het inwendig product van twee vectoren OA en OB is
OA - OB = ab, + ab, = |0A| +|OB| cos(a). B(by, b))
Alsa LB is hun inproduct gelijk aan 0. Als@ #0 en b #0 is
ook het omgekeerde waar: alsa -5 =0 geldta L 5. o Alay, 2))
0 X
e

S3 a Bereken het inwendig product van @ = (i) enb = (_3).

1
b Toon aan dat (_25) 1 (]?72 )

Normaalvector
Een vector loodrecht op een lijn / is een normaalvector van /.

P
) is een normaalvector van /.

Isr = (l;) een richtingsvector van /, dan is (—q) een

normaalvector van /. Ook (
-P

S

S4  Geef van elke lijn een normaalvector.

() () Ge) )

Vaardigheid

Je kunt vectoren optellen.

De somvector :5 + 3 van twee vectoren ;5 en 3 construeer je
met de kop-staart methode. De verschilvector p — ¢ is de

somvector van p en —g. Dus p —¢ =p + (_a")

b

S5 Gegeven zijn de vectoren p en g met |[p| =4en|q|=3.
a Teken op roosterpapier de vectoren p, ¢, p +geng —p.

b Bereken |p +¢|. q
p
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Samenvatting

Vaardigheid

Je kunt met kentallen rekenen.
Voor het midden M van een lijnstuk 4B geldt

i - i
oM :%(OA + OB) of ook (ml):%(al 1).
my a2+ b2

S6 Van AABCis A(—24, —12), B(15, =3) en C(0, 5).
Bereken de codrdinaten van de middens P, O en R van de
zijden AB, BCen AC.

Vaardigheid

Je kunt de plaats van een zwaartepunt vinden.

Het zwaartepunt of evenwichtspunt is het ophangpunt van
een massaloze stang met massa’s die in evenwicht is.

Als zich in de punten A4, 4,, ..., A, de massa’s

my, m,, ..., m, bevinden met zwaartepunt Z, dan

= m, — n, — m, — i
geldt: z =3 +a, +7a, + ... + % *a,, waarbij

m=my+m+ ... +m,

N

S7 Inde punten A(—1, 2), B(3, 1), C(2, 5) en D(—1, 4) bevinden
zich puntmassa’s van respectievelijk 1,2, 2 en 1 kg.
Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt.

Vaardigheid

Je kunt de hoek tussen twee vectoren berekenen.

De hoek o, tussen twee vectoren @ en b kun je berekenen
@b, + ayb,

met de formule cos(or) = |_,| |E;|
|-

Voorbeeld

Bereken de hoek a tussen de vectoren 3 = [ﬁ4) en 5) =( 8) .

Oplossing L !
la| =65, [B|=V6Sena-b=—4-8+7-1=-25.
25

cos(a) = —22 = -7 dus a = 113°,

S8  Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen de vectoren

OA en OB met A(-7, 1)en B(1, 1).
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Vaardigheid

Je kunt de vectorvoorstelling van een lijn door twee
gegeven punten P en Q opstellen.

1 Kies als steunvector OP of O_Q)

2 Een richtingsvector is 7 = @ = FQ - 0P.

b

3 Een vectorvoorstelling is (x) = (p ') -+ 7\,(“?1 B 1).
Y V) LR %

Je mag de richtingsvector korter of langer maken door de
kentallen door hetzelfde getal te delen of met hetzelfde getal te

vermenigvuldigen.

Voorbeeld

Geef een vectorvoorstelling van
de lijn door A(3, —2) en B(1, 4).
Oplossing

- (1
1 OB—(‘4

2 -(3)- (- ()

Neem als richtingsvector [;1] :

o tinaz})-(4)++( ]

)is een steunvector.

89

Vaardigheid

\

Gegeven zijn de punten A(—5, 0), B(3, 2)en C( 1, 6).

Stel vectorvoorstellingen op van de lijnen AB, BCen AC.

Je kunt een vectorvoorstelling van een lijn omzetten in een

vergelijking en omgekeerd. i
Lijn I: ax + by = ¢ heeft normaalvector ( b)'

Voorbeeld 1
Geef een vergelijking van de lijn

(x)_ (-6 5
(5)- (3 ()
Oplossing
Een normaalvector van / is (g] s

Een vergelijking van /is 2x + 5y =2 - -6+ 5 - —2.
b2x+ap——24,

A

Voorbeeld 2

Geef een vectorvoorstelling van de lijn m met
vergelijking x — 3y =4 .

Oplossing

_).

My = (53) dus een richtingsvector van m is ( ‘;’] !

Het punt (4, 0) ligt op m, dus een vectorvoorstelling

GG

510

a Stel een vectorvoorstelling op van /: 3x + 5y = 2.

: 7 10
b Stel een vergelijking op van m(;) = (_]) + ?\,(1 ]).
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m

T2

T3

T4

15

74

e el -
Gegeven zijn de vectorena en b.

a
b

c

Gegeven zijn de vectoren v = (_3) enw = ( )

Teken de vector —25.
Teken de vector a + % b.
b.

Teken de vector 2a —

-6
Bereken de kentallen van de vectoren v + 3% en 2y — .
Bereken |v + 3w | en |27 — .

De vector 2v — 3w wordt ontbonden in vectoren evenwijdig
aan de x-as en de y-as.
Geef de kentallen van deze vectoren.

Teken een lijnstuk 4B met lengte 8 cm.

In A bevindt zich een massa met grootte 9 en in B
bevindt zich een massa met grootte 3.

Bereken en teken de positie van het zwaartepunt Z.

In de punten A(—6, 0), B(6, 3), C(0, —4) en D(-2, 10) bevinden
zich vier puntmassa’s van achtereenvolgens 5, 10, 20, 15.

a
b

Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt Z.

In punt E(p, ¢) bevindt zich een puntmassa van 15.

Het zwaartepunt van de puntmassa’s in 4, Ben E is het
punt (2, 0).

Bereken de coordinaten van E.

Gegeven is AABC met A(—1, =2), B(6, —1) en C(1, 4).

a
b

Bereken exact de lengte van de zijden van AABC.
Bereken de grootte van de hoeken van A4 BC.
Rond je antwoorden af op hele graden.

Hoofdstuk 8 Vectoren
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T6

17

T8

19

710

Stel een vergelijking op van de lijn.
X -4 4 ¢ 1 = 5t
X = + I =
2 +0)(G) ) e () Gew)
Geef een vectorvoorstelling van de lijn.

a /l:—x+3y=8 cC n:y=->5
b m:y=-5x—4 d k:x=64

8 —2¢

a Bereken de codrdinaten van de snijpunten van / met de
assen.

b Lijn m gaat door A4 en is evenwijdig met /.
Geef een vectorvoorstelling van m.

¢ Lijn k gaat door A en staat loodrecht op /.
Geef een vectorvoorstelling van k.

g —3— 5t
Gegeven is lijn /: (;) = ( ) en punt A(—3, 12).

De hoekpunten van vierhoek 4 BCD zijn A(—4, —2), B(6, —3),
C(4, 5) en D(—3, 3). De punten P, Q, R en S zijn de middens
van de zijden AB, BC, CD en DA.

a Toon aan dat PO = SK.
b Wat voor vierhoek is vierhoek PQRS?

: 3 2
a Gegeven zijn de lijnen /: C:) = ?\.(4) en mi: (;) = p(l).

Toon aan dat m de hoek van / met de x-as middendoor
deelt.

3 1 3
b Gegeven zijn de lijnen p: (;) = ?L( t) en g: (jj) = p(l)

Bereken de waarde van t waarvoor g de hoek van p met de
x-as middendoor deelt.
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Je kunt vectoren optellen.

Gegeven zijn de vectoren a, b en c.
a Teken de vector %3 +a.

b Teken de vector 3a —2b + c.

Je kunt met kentallen rekenen.
Gegeven zijn de punten P(2, 6) en Q(—8, 0).
a Bereken de kentallen en de lengte van de vector
-1p +117.
b Bereken de codrdinaten van het midden van lijnstuk PQ.

Je kunt de plaats van een zwaartepunt vinden.
De hockpunten van een vierhoek 4 BCD hebben de codrdinaten
A(—1, 30), B(3, 31), C(4, 35) en D(0, 34).
a In de vier hoekpunten bevinden zich gelijke puntmassa’s.
Bereken hiervan de codrdinaten van het zwaartepunt Z .
b Nu bevinden zich in de punten 4 en C puntmassa’s van
3en 10.
Bereken de codrdinaten van het zwaartepunt van deze twee
puntmassa’s.

Je kunt de hoek tussen twee vectoren berekenen.
Gegeven zijn de punten A(—3, —2), B(8, 3) en C(—1, 4).
a Bereken in graden nauwkeurig de hoek tussen de vectoren

AB en AC.

b Bereken de hock tussen de vectoren CA en CB in hele
graden.

- 45 < 5
¢ Onderzoek of de vector p = (_ 9 9) loodrecht staat op AB.

Je kunt een vectorvoorstelling van een lijn door twee

gegeven punten opstellen.

Deze opdracht gaat over de punten 4, Ben C van opdracht E4.

a Stel een vectorvoorstelling op van de lijn door Ben C.

b Stel een vectorvoorstelling op van lijn / die door 4 en het
midden M van lijnstuk BC gaat.

Hoofdstuk 8 Vectoren
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Eé

E7

E8

E9

E10

Je kunt een vectorvoorstelling van een lijn omzetten in een
vergelijking en omgekeerd.

5 s x 3+ 5¢
Gegeven zijn de lijnen I: 2x — 7y =4 en m: y = 61 )

a Stel een vectorvoorstelling op van lijn /.

b Stel een vergelijking op van lijn m.

c Stel een vectorvoorstelling en een vergelijking op van de
lijn door P(2, 1) dic loodrecht staat op lijn .

a Teken in een assenstelsel AOAB met A(4, 1) en B(2, 4).
b Bereken de hocken van AOAB in graden nauwkeurig.

Gegeven zijn de punten A(—2, 1), B(4, —1) en P(p, 3).

Bereken voor welke waarden van p de vectoren AP en BP
loodrecht op elkaar staan.

Gegeven is vierhoek A BCD met A(4, 0), B(5, 6), C(0, 3) en
D(—=2, 0). In de punten A, B en C bevinden zich puntmassa’s
van achtercenvolgens 2, 4 en 6.

a Bereken exact de grootte van de puntmassa in punt D zodat
de y-codrdinaat van het zwaartepunt van deze vier
puntmassa’s gelijk is aan 1.

b Bereken de x-codrdinaat van het zwaartepunt.

Gegeven is AABC met A(0, 0), B(224, 0) en C(80, 60).

a Opzijde 4B liggen de punten P(p, 0) en Q(yg, 0), zodat
Z(CA,CQ) = £(CP,CB) = 90°.
Bereken p en g.

b Bij meting lijkt Z(CP,CO) = 60°.
Onderzoek of dat klopt.
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Windrichting

Vectoren worden vaak gebruikt in kaartjes met de
weersvoorspelling. Wind wordt veroorzaakt doordat
luchtdeeltjes zich bewegen van plaatsen met een hoge

luchtdruk naar plaatsen met een lage luchtdruk.

C.H.D. Buys Ballot (1817-1890) was de cerste die dit met
metingen aantoonde. Buys Ballot was een veelzijdige
wetenschapper, die zich bezig hield met onder andere
natuurkunde, wiskunde en meteorologie. Hij is de oprichter van :
het KNML N

Buys Ballot De Coriolis

Hoe ontstaat wind en windrichting?

Luchtdrukverschillen veroorzaken een kracht, die
luchtdrukgradiént wordt genoemd. Deze kracht brengt de
luchtmassa in beweging van plaatsen met een hoge luchtdruk
naar die met een lage. De draaiing van de aarde speelt echter
ook een rol met betrekking tot de windrichting. De kracht die
daarbij een rol speelt heet Corioliskracht.

Zowel punt A als punt B draaien in 24 uur rond de aarde. Als
je van A naar B gaat neemt de omloopsnelheid toe en ben je
aan het versnellen. De kracht die deze versnelling geeft heet de
Corioliskracht, genoemd naar G.G de Coriolis (1792-1843).
Deze kracht is alleen van toepassing op vaste punten van het
aardoppervlak. Op punten erboven heeft deze kracht geen
invloed.

Zodra de lucht beweegt, treedt de Corioliskracht op. De wind
die vanuit een gebied met hoge luchtdruk waait naar een
gebied met lage luchtdruk wijkt op het noordelijk halfrond
af naar rechts en op het zuidelijk halfrond naar links. Dit
geldt voor een waarnemer op aarde.

De Corioliskracht staat altijd loodrecht op de windrichting
en buigt deze af.

Fy = luchtdrukgradiént
F. = Corioliskracht

V = windsnelheid

Opdracht hoog

a Wat zal de windrichting op den duur worden? 1010
b Welke richting en onderlinge sterkte hebben de
luchtdrukgradient en de Corioliskracht dan?

L
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Exponenten en logaritmen

CE In dit hoofdstuk

Al eerder heb je kennis gemaakt met exponentiéle groei en
exponentiéle functies.

Het gaat in dit hoofdstuk over graficken van exponentiéle
functies en het oplossen van exponenti€le vergelijkingen.
Om het exact oplossen van exponentiéle vergelijkingen
mogelijk te maken wordt er een nieuw begrip ingevoerd:
de logaritme. Daarna leer je enkele eigenschappen van
logaritmen, hoe grafieken van logaritmische functies eruit
zien en je leert vergelijkingen met logaritmen op te lossen.

De kennis van exponentiéle en logaritmische functies heb je
in klas 5 en 6 weer nodig.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

+ Modelleren en algebraiseren opdracht 48
« Logisch redeneren en bewijzen intro paragraaf 7.4
« Formules manipuleren opdracht 44
]
~
R e 3 K g
;'ﬁﬁ-:.‘.ﬁ-' 2 -
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Voorkennis

V1  In de tabel is de grootte van een bacteriepopulatie tijd in uren I 0 | 1 [ 2 | 3 | 4
geeet:rtggig:;en vanaf het moment dat werd begonnen S T— I 120 I 156 [ 203 | 263 | 347
a Bereken in één decimaal de groeifactor per uur.
b Hoe groot is de groecifactor per dag?
¢ Hoeveel bacterién waren er twee uur voordat er werd
begonnen met tellen?
d Na hoeveel uur zijn er 660 bacterién?

V2  Bij een exponentieel groeiproces is de groeifactor 1,43 per dag.
Geef bij de opdrachten het antwoord in twee decimalen.
a Bereken de groeifactor per week.
b Bereken de groeifactor per halve dag.

Functies van de vorm N(¢) = b« g’ heten exponentiéle
functies. Hierin is b de beginhoeveelheid op tijdstip t =0 en
is g de groeifactor per tijdseenheid.

Voorbeeld

Gegeven is de functie N(7) = 13,5 - 1,04’ met N in miljoenen
en ¢ in maanden.

Bereken de beginhoeveelheid en de groeifactor per jaar.
Oplossing

De beginhoeveelheid is N(0) = 13,5 miljoen.

De groeifactor per jaar is 1,0412 = 1,6.

V3  Gegeven is de functie N(z) = 12 - 1,09'~2, waarbij # de tijd in
dagen is.
a Bereken de beginhoeveelheid in twee decimalen.
b Bereken de groeifactor per week in twee decimalen.
¢ Bereken de groeifactor per zes uur in twee decimalen.

Voorbeeld

Bij het rekenen met groeifactoren kun je gebruik maken van de Schrijf 81 - \/; als macht van 3.
regels voor het rekenen met machten. Oblossi
Bij het rekenen met machten geldt: plossing
1
1 v
g g =g, i_-::g“"’, (29 = go 81\ =3 () =
1
34 v (3—3}7:
gO — 1 1 — -n = L i _n 3 1
=1.85=8 & _g,,a SN g 34-3’5:325
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V4  Schrijf als macht van 2.

1 416'%

1
a 15 \g c

a1 3 ol
b24-F d 438742

Machtsvergelijkingen kun je vereenvoudigen tot de vorm
x¢ = a waarbij de variabele in het grondtal staat.
Exponentiéle vergelijkingen kun je herleiden tot de vorm
g* = a waarbij de variabele in de exponent staat.

Voorbeeld 1 Voorbeeld 2

Los exact op 3 - g° = 30. Los exact op PR
p . 125
Oplossing Oplossing
3. g5 =30 geeft g5 = 10 35— 5 3 geeft 51+2=53,
1
ofwel £ = 10° = V10, x+2=-3dusx=—5.
% X
V5  Los exact op.
a 4-g2=48 e 1g4=16
1
b ¢+3=5 f 1g3=12
c g"zzé g 2+%g‘6:3
d 15¢7 =3 b 2 e
g L = _—
g
V6 1os exact op.
1.}6
a =g d 22°=1
b 3*=3 e 52 35

c %=1

-

(=

V7  Gegeven is de functie f(x) = 3%~
a De grafiek van fwordt 3 naar links verschoven.
Stel een functievoorschrift op van de beeldgrafiek.
b De grafiek van f wordt met 5 vermenigvuldigd ten
opzichte van de x-as.
Stel een functievoorschrift op van de beeldgrafiek.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen 9



Je leert - hoe je een functievoarschrift aanpast na een transformatie

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—3—4—05—06—6—
« doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7—-8
- uitdagend: 1—2—4—5—6—8—-U1-U

Een blad papier wordt twee keer zo dik als je
het dubbelvouwt. Als je dit papier opnieuw
dubbelvouwt heb je vier lagen papier.
Neem aan dat het papier 0,1 mm dik is.
« Stel dat je onbeperkt vaak kunt
dubbelvouwen.
Hoe vaak moet je dan vouwen om een dikte
van meer dan 1 km te krijgen?

1  Gegeven zijn de exponentiéle functies /1(x) = 2 + 3%,
i(x) = 0,5+ 1,65%, j(x) = (5)" en k(x) = 10+ 0,7%.

Deze functies zijn allemaal van de vorm f(x) = b - g*.

a Plot de grafieken van deze functies.
Welke functies zijn stijgend en welke zijn dalend?

b Leguit waarom de functie stijgend is als g > 1.

¢ Welke lijn is asymptoot van elk van de graficken?

d Geef bij elk van de functies de codrdinaten van het snijpunt
van de grafiek met de y-as.

Een exponentiéle functie f(x) =5+ g* met b > 0, is stijgend
als de groeifactor g > 1 en dalend als 0 < g < 1.

De grafiek gaat door het punt (0, b) op de verticale as.

De grafiek heeft de x-as (y = 0) als horizontale asymptoot.
Het domein van fis IR en het bereik van fis {0, —).

0<g<1 g>1

2  Gegeven zijn de functies f(x) =20+ 1,5*, g(x) = 0,57,
h(x)=3+0,7%*! en k(x) = 1,0001*.

a Geef van elke functie aan of deze stijgend of dalend is.

b Geef van elke functie het snijpunt van de grafiek met de

verticale as.

Geef de groeifactor van de functie g en van de functie 4.

Geef het domein en het bereik van de functie k.

e Geef van de functies f'en g de vergelijkingen van de
asymptoten van de bijbehorende grafieken.

an
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\

Voorbeeld

Gegeven zijn de functies f(x) = 2%en g(x) = 27",

a Plot en schets de grafieken van fen g.

b Leg uit waarom de graficken van fen g elkaars spiegelbeeld
in de y-as zijn.

¢ De grafick van A(x) = 2 - 3* wordt gespiegeld in de y-as.
Geef het functievoorschrift van de beeldgrafiek.

d De grafick van Ai(x) = 2 - 3* wordt gespiegeld in de x-as.
Geef het functievoorschrift van de beeldgrafiek.

Bij een transformatie van de grafiek van een functie f
ontstaat een nieuwe grafiek, de beeldgrafiek. Bij de
beeldgrafiek kun je het functievoorschrift g(x) opstellen.

transformatie resultaat
- verschuiving 4 omhoog gx)=f(x)+d
- verschuiving ¢ naar rechts gx)=f(x—-¢)
- vermenigvuldiging met a ten

opzichte van de x-as gx)=a-f(x)
- spiegeling in de x-as 2(x) = —f(x)
- spiegeling in de y-as g(x)=f(—x)

De grafiek van de functie f(x) = 0,52 wordt 3 naar links
verschoven en vervolgens gespiegeld in de y-as.

Stel het functievoorschrift g(x) op van de beeldgrafiek.
Oplossing

Na de verschuiving van 3 naar links ontstaat de grafiek van
h(x) = f(x + 3) dus A(x) = 0,52 + 3) ofwel h(x) = 0,52 16,
De spiegeling in de y-as geeft vervolgens de grafiek van
2(x) = h(—x) dus g(x) = 0,572 16,

a De grafieck van f(x) = 1,5 wordt vermenigvuldigd met 3
ten opzichte van de x-as en daarna gespiegeld in de y-as.
Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek.

b De grafiek van g(x) =4 - 3* wordt gespiegeld in de x-as en
vervolgens 2 omhoog verschoven.

Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek.

¢ De grafiek van A(x) = 2+ 0,7 wordt gespiegeld in de y-as
en vervolgens 4 naar rechts verschoven.

Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek.

d De grafiek van k(x) = 100 - 2* wordt eerst in de x-as
gespiegeld en daarna in de y-as. Tot slot vindt er een
verschuiving van 6 omlaag plaats.

Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek.

e Geef van elke beeldgrafiek een vergelijking van de

horizontale asymptoot.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Ondersteunende route = maak opdracht 05

Door welke transformaties ontstaat de grafick van

g(x) =3+ 0,574 uit de grafick van f(x) = 0,5*?

Door welke transformaties, en in welke volgorde, ontstaat
de grafick van g(x) =3 - 57 + 2 uit die van f(x) = 5*?
Door welke transformaties, en in welke volgorde, ontstaat
de grafiek van g(x) =2 — 3>~~ uit die van f(x) = 3%

Ondersteunende route - maak opdracht 06

Gegeven zijn de functies g(x) = 8 - 2¥en h(x) = 23,

b
c

Gegeven zijn de functies f(x) =2%en g(x) = (%)

a
b

Door welke transformaties zijn de grafieken van g en / uit
de grafiek van f(x) = 2* ontstaan?

Plot de grafieken van g en 1. Wat valt je op?

Gebruik de rekenregels voor het rekenen met machten om
aan te tonen dat de functies g en /i hetzelfde zijn.

De grafick van de functie /k(x) = é * 3* kan op twee
verschillende manieren uit de grafiek van f(x) = 3*
ontstaan: een verschuiving of een vermenigvuldiging.
Geef beide mogelijkheden.

Op welke twee manieren kan de grafiek van de functie
m(x) = 2 + 4* ontstaan uit de grafiek van f(x) = 4*?

Plot en schets de graficken van fen g.

De grafieken van fen g zijn elkaars spiegelbeeld in de y-as.
Gebruik de rekenregels om aan te tonen dat een spiegeling
van de grafiek van fin de y-as de grafick van g oplevert.
De grafiek van A(x) = 8 + 1,5 wordt gespiegeld in de y-as.
Stel het functievoorschrift op dat bij de beeldgrafiek hoort
en schrijf dit in de vorm k(x) = b+ g*.

De grafick van p(x) = \E * 3* wordt gespiegeld in de y-as en
vervolgens % naar links verschoven.

Stel het functievoorschrift op dat bij de beeldgrafiek hoort en
schrijf dit in de vorm ¢(x) = b - g*.

Uitdagende route = maak opdracht U1 en U2
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Ondersteunende opdrachten

05  Gegeven is de functie g(x) = 7+ 27 + 6. Joris onderzoekt
door welke transformaties de grafiek van g ontstaat uit de
grafiek van f(x) = 2*. Op het blaadje zie je hoe hij te werk
gaat.

a In het functievoorschrift is x vervangen door —x.
Welke spiegeling hoort daarbij?

b Vul het blaadje verder in.

¢ Als je de grafieck van g ook nog 3 naar rechts verschuift,
vervang je in het functievoorschrift x door x — 3 om het
functievoorschrift van de beeldgrafiek te krijgen.
Toon aan dat bij de beeldgrafiek de functie
p(x)=7+2""%+ 6 hoort.

Geef van de volgende functies aan door welke
transformaties de grafiek ontstaat uit de grafiek

van f(x) =3~
d g(x)=4+3*2 f g(x)=3>*—10
e g(x)=8-3+4 g gx)=1-2-3>

06  Gegeven is de functie /2(x) = 52,

functievoorschrift van / te schrijven is als /(x) = 25 - 5~

de grafick van f(x) = 5* kan ontstaan.
Welke twee transformaties zijn dat?

a Laat met behulp van de rekenregel g = g“ - g” zien dat het

b Uit de twee functievoorschriften van / kun je opmaken dat
de grafiek van & door twee verschillende transformaties uit

Joris
h(x) = 2% = f(-X)

dus een spiegelinginde .. .-as.

k() =7-27%= 7 h(x)

dus een vermenigvuldiging

met ... ten opzichte vande ...

gX)=7 -2+ 0 =k(x)+ 6

dus een verschuiving ...

b
Uitdagende opdrachten
U1 Van een functie fis bekend dat f(x)=h+g* + c.
Geef het functievoorschrift als gegeven is:
a f(0)=2, f(6) =—50¢en de asymptoot is y =4.
b f(0)=0, f(1) =2 en de asymptoot isy = —2.
c f(=1)=-8, f(1) =—32en de asymptoot is y = —7.
U2  Beredeneer van de volgende functies welke lijnen een 6}’
horizontale asymptoot zijn van de grafiek. Je kunt daarbij
gebruik maken van de grafieken van y =2%en y =27%. >
4
_ _ ys Tt y=2"
a2 f)=775 ¢ SO :
2% ’
b = + 2x)2 =
b f(x)=Q2+2Y 4 = s
5 4 -3 =2 =1 gr 23
b
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Je leert - hoe je een exponentiéle vergelijking exact oplost

Leerroutes - ondersteunend: 9—010—10—11—012—13—14—15
« doorlopend: 9—10—11—12—13—14—15—16
« uitdagend: 9—10—11—12—13—15—U3—-U4

Bij een exponentieel groeiproces verdubbelt de
hoeveelheid in één week.

 Hoelang duurt het om acht keer zoveel te krijgen?
 Hoelang duurt het om vijf keer zoveel te krijgen?

9  Gegeven is de vergelijking 2 + 637 = 12 + 36~.

14

a Waarom kun je de vergelijking herschrijven als 6°** = 6 - 36*?
b Schrijf de rechterkant van de vergelijking als ¢én macht van 6.
¢ Losde vergelijking exact op.

Hoe los je een exponentiéle vergelijking exact op?

1 Deel zo mogelijk de linker- en de rechterkant van de
vergelijking door hetzelfde getal.

2 Schrijf de linker- en de rechterkant van de vergelijking als
machten van hetzelfde grondtal.

3 Stel de exponenten aan elkaar gelijk en los de hierdoor
ontstane vergelijking op.

Voorbeeld

Los exact op.

(%)x= 16v2 2:021-3¥=7250.5

Oplossing Oplossing

1 niet nodig 1 021 3*=125.5¢

2 (2 ly=24.2 2 (571 -3r_s3. 5
2 =243 Ei == L BB

3 x=41 3 3x-1=3+x
x=—43 x=2

G e
Oplossing

1 (2—2)1 s (23)X 43
2 2—2+4x=23x+9
3 4x-2=3x+9

x=11
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Ondersteunende route = maak opdracht 010

10  Los exact op.

O a ({)=9» £ 0,12:=1000'
b 3x=51f g 32-0v= 4443
c 0,25 =162 h 3:0,5¢=24.243
d (4 =1 i 14-4v=7.2%
e 2:=0,125 i =g

11  Ga bij elke vergelijking na of deze exact kan worden opgelost
m of niet. Bereken de exacte oplossing als dat mogelijk is en geef
in de andere gevallen een benadering in twee decimalen.

Lo
a 36-37'=12 d 0,125 =42
b 2%-1=24 e 2-107=5"
c 3d=6 f e =L

Ondersteunende route = maak opdracht 012

12  Gegeven zijn de functies f(x) =27+ 3> Yen g(x) = (\/5)”‘
m a Losexact op f(x) = g(x).
b Gebruik een plot en geef de oplossing van f(x) > g(x).

13  Gegeven zijn de functie f(x)=12—4- (%)XMS en de lijnen met 151/
vergelijkingen y = —4en y = 11.
a Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de 10
grafick van fmet elk van de lijnen y = —4en y = 11.

b Geef de oplossing van f(x) = 11 in intervalnotatie. R

¢ Losexactop—4 <f(x)<Il.

d Losexactop4<f(x)< 11%. gk - =
-5
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14

15

16

16

Gegeven zijn de functies f(x) = 2% en g(x) = 27**3,

b

Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de
grafieken van fen g.
Plot de graficken van f'en g en geef de oplossing van

J(x) < g(x).

Gegeven zijn de grafieken van de functies f(x) = (%)]2‘2" en

g(x) = 4%, Lijn k is de verticale lijn door het snijpunt van de
grafieken van fen g.

b
c

Bereken exact de codrdinaten van het snijpunt van de
grafieken van f'en g en geef een vergelijking van lijn k.

Los op g(x) 2 f(x).

De grafieken van fen g lijken elkaars spiegelbeeld te zijn
in lijn .

Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten 4 en B van
de graficken van fen g met de lijn y = 4.

Waarom zijn 4 en B elkaars spiegelbeeld in lijn £?

De punten P en @ zijn de snijpunten van de lijn y = 10 met
de graficken van fen g.

Laat zien dat P en Q elkaars spiegelbeeld zijn in lijn .

Gegeven is de grafiek van de functie g(x) = 24",

b

Maak een tabel met functiewaarden van g voor x = —1
tot en met x = 5.

Beredeneer met behulp van het functievoorschrift dat
voor waarden van x ver van 0 de grafiek steeds dichter
bij de x-as komt.

Bereken exact de codrdinaten van de snijpunten van de
grafiek van g met de lijn y = 2712,

Losexactop 1 < g(x)<8.

Los op g(x) 2 5. Rond af op twee decimalen.

k™|

MNowWw oo Y ~

—_

16
14
12
10

8
6
4
2

14
18

-1-050 05 1 15 2 25 3 35 4 45 SX

Uitdagende route = maak opdracht U3 en U4
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Ondersteunende opdrachten

010  Gegeven zijn de vergelijkingen 2*73 = 64 en 25 = 5\/3.

a Gebruik dat 64 = 2% en los de vergelijking 273 = 64 op.
b Op het blaadje is een begin gemaakt met het oplossen

van de vergelijking 25* = 5\[5 3
Leg uit wat er bij stap 2 is gebeurd.

¢ Gebruik de rekenregels voor het rekenen met
machten om bij stap 3 beide kanten als één macht
van 5 te schrijven.

d Maak de berekening op het blaadje af.

e Vereenvoudig de vergelijking 3 - 82 = 12 door links
en rechts door 3 te delen. Schrijf vervolgens beide
kanten als een macht van 2 en los de vergelijking op.

f Los de vergelijking Y12+ 27* = 18 exact op door eerst te
kwadrateren en daarna de vergelijking te vereenvoudigen.

012  Gegeven zijn de functies f(x)=32+2" en g(x) =2~" M
a Schrijf f(x)en g(x) als machten van 2.
b Losexactop f(x) = g(x).
¢ In de plot van de grafieken hoort de dalende grafiek bij f.
Bij welke waarden van x ligt de grafiek van f'lager dan
die van g?
d Geef de oplossing van f(x) < g(x).

25%=5+5 1
J
(52)x:5’] .52 2

Uitdagende opdrachten

15y
U3 Gegeven zijn de functies f(x) =22" “en g(x) = (2\/5))‘.
a Leguit waarom de grafick van f'symmetrisch is in de y-as.
b Beredeneer hoe groot het minimum van f'is.
¢ Losexactop2<f(x)<4.
d Losexact op f(x)= g(x).

U4 Erzijn enkele grafieken van de familie van

8
functies £ (x) = e getekend.

a Voor hoeveel verschillende waarden van
a is de grafiek getekend?

b Waarom hebben de grafieken van alle
functies f, dezelfde horizontale
asymptoten?

Neem @ = 1 en los exact op SERET =2x

£ U O e

1

d Bereken exact de y-coérdinaat van het -8 -7 -6 -5 -4
snijpunt S van de grafick van f~, met
de grafick van g(x)=4-27",

e Bercken in twee decimalen ook de
x-codrdinaat van S.

-3 -2 -10
-1

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen 17




Je leert - wat logaritmen zijn

- hoe je logaritmen gebruikt om exponentiéle vergelijkingen exact op te lossen

- hoe je vergelijkingen met logaritmen exact oplost

Leerroutes «ondersteunend: 17—18—19—20—21—22—23—024—025—25
« doorlopend: 17—18—19—20—21—22—23—24—25—26
- uitdagend: 17—18—20—21—22—23—24—26—Ub5—Ub

Sommige waterplanten groeien onder gunstige
omstandigheden exponentieel.
Voor de oppervlakte N in m? van een dergelijke
plant geldt N = 6 - 3’ met 7 in weken.
- Leg uit waarom je de vergelijking N = 4374
wel exact kunt oplossen en de vergelijking
N = 6000 niet.

17  Gegeven is de vergelijking 3* = 18.
a Waarom kun je deze vergelijking niet exact oplossen?
b Toon aan dat voor de oplossing geldt: 2,63 < x < 2,64.
¢ Geef de oplossing in vier decimalen.

18  Welke vergelijkingen kun je exact oplossen?
Los die vergelijkingen exact op.

a 2:=10 d 5=45
B9 e 2°=256
w1 gread
c 10¢= f 3*=%

19 a Tussen welke gehele getallen ligt de oplossing van 3* = 25?
b Beredeneer welk getal groter is: de oplossing van 3* = 15
of die van 6* = 38.

De exacte oplossing van de vergelijking g¥ = a heet de
logaritme van a voor het grondtal g.

Je noteert deze oplossing als x = flog(a) en je spreekt
flog(a) uit als ‘g-log a’.

Basisregel: Uit g” = a volgt b = ¢log(a) en omgekeerd:
uit flog(a) = b volgt a = g¥ = g"l°oel),
Hierbijisa>0,g>0eng# 1.

Er geldt: ¢log(1) = 0 voor elke waarde van g > 0 (mits g# 1)
-

tot de macht

/N

glog(a) =b
e
IS
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Voorbeeld 1 Voorbeeld 2
Los exact op 4* = 13. Van welke exponentiéle
Oplossing vergelijking is x = log(12)
Uit 4* = 13 volgt de oplossing?
x = 4og(13). Oplossing
x =5log(12) is de oplossing
van 5% = 12.
\ N

20  Los exact op, dus schrijf de oplossing met een logaritme.

B0 - »=4 d 32=14
b 7v=10 e 5%1=100
c (3)'=13 F 5805

21  Geef een exponentiéle vergelijking bij de gegeven oplossingen.

a x="log(5) d x="'"%0og(6)

b x= 7log(%) e x="%0g(8)

c x= é]0g(7) f x=%og(1000)
22 Vulin.

a log(27)=...want27=3"

b 2log(%) = ... want é =2

¢ Slog(5y5) = ... want 5{5=5"
d log(l)=...want1=7"

23  Gegeven de rij Slog(1), Slog(2), Slog(3). Slog(4), ..., Slog(1000).
Welke van deze logaritmen zijn gelijk aan een geheel getal?
Verklaar je antwoord.

Ondersteunende route = maak opdracht 024

24 Bereken exact.

1
B - 000 d log9)
b 7log(3) e Blog(5)
1
¢ '®log(1 000 000) f log(a)
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7.3 Logaritmen

Voorbeeld
Met de regel ‘Uit flog(a) = b volgt a = g” kun je Los exact op 2log(2x — 4) = 3.
vergelijkingen met logaritmen exact oplossen. Oplossing

Uit Zlog(2x — 4) = 3 volgt 2x — 4 =23,
2x—4=8dusx=6.

Ondersteunende route = maak opdracht 025

25 Los exact op.

a ‘log(x)=2 d ‘log(x+10)=2
b Slog(x)=-1 e Slog(x?+4)=3
c “log(5x) =1 f Slog(x2—13)=2

REg

26  De reeks plaatjes toont de ontwikkeling van de zogenaamde
Koch-curve of sneeuwvlokkromme.
Begin met de gelijkzijdige drichoek K met zijde 9. Verdeel
elke zijde in drieén en vervang steeds het middelste deel
door een gelijkzijdige drichoek aan de buitenzijde.
a Hoe groot is de omtrek van K, en van K,?

b Leg uit dat geldt: omtrek K, =27 + (l%)n.
¢ Bij welke figuur is de omtrek gelijk aan 85%?

d Bij welke figuur is de omtrek groter dan 10°?

e De antwoorden op de opdrachten ¢ en d kun je schrijven
met logaritmen.
Schrijf die antwoorden als logaritmen.

Uitdagende route = maak opdracht U5 en Ué
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Ondersteunende opdrachten

1
024  Je gaat in deze opdracht Elaz)g(ékﬁ) berekenen.

x= %Iog(4\f§) is de oplossing van de vergelijking (%)X =2
(l)x:4\[‘2‘. (2-Tx=2{ .2
a Vul het blaadje verder in. @| oxLo--
b Van welke vergelijking is x = 3iog(81) de oplossing? & =—
¢ Bereken exact 3Iog(ﬂ).
Bereken exact. = 1

Slog(25\5) g ‘log(1648) g | uoflogtiZ)= .
e 610g(2i—6) h *“log(7)
f 1%og(10) i %log(gllm)

025  Er geldt *log(81) = 4 want 3* = 81.
a Vulin: uitlog(x)=2volgt x=3"=... : b
b Vulin: uit ’log(x) = 4 volgt x = = ) Uit 9log(a) = bvolgt 2= 4",
¢ Op het blaadje wordt de vergehjkmg 3log(5 x—4)=4 s uit Slog(5x - 4) = 4 volgt dus

exact opgelost. i
Maak de berekening op het blaadje af. S5x—4 =57
Bx—-4=...

BxH...

X= ...

b
Uitdagende opdrachten

U5 Losexact op.

a 4-og(-x)=-2 d log(90 + 2log(x)) =2
Slog(10 ++x) =2 e Zlog(4+4%) =4
¢ Slog(Ylog(x)) = 4 i (log(x+2)) =

Ué  Bij een exponentieel groeiproces is de groeifactor 2 per

tijdseenheid.

Dan is *log(7), de oplossing van 2" = 7, de groeitijd die

nodig is om een hoeveelheid 7 keer zo groot te maken bij

groeifactor 2.

a Wat is in termen van groeitijden de betekenis van “log(5)?

b Legmet behulp van groeitijden uit dat moet gelden
Zlog(7) + log(5) = Ylog(35).

¢ Leg met behulp van groeitijden uit dat moet gelden
flog(a) + ¢log(b) = ¢log(ab).
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Je leert - hoe je logaritmen met je rekenmachine berekent

- hoe je een logaritme herschrijft naar een logaritme met een ander grondtal

Leerroutes - ondersteunend: 27—28—029—30—31—32—33—034—34
- doorlopend: 27—28—29—30—31—32—33—34—35
- uitdagend: 27—28—29—30—31—33—34—35—U7

In ¢log(a) kun je verschillende getallen
voor a en g invullen. Dat geeft niet altijd

een zinvolle vitdrukking. Zo zijn *log(=5), L w, Wy _ Wiskunde
" ' is leuker

log(0), ~*log(8) en 'log(4) niet zinvol.
+ Leg uit waarom.

a Zock de log-toets op je rekenmachine en bereken log(2),
log(5), log(10), log(25) en log(100).

b Voor welke waarde van x is log(x) = 3?

¢ Waaruit blijkt dat 10 het grondtal van de log-toets op je
rekenmachine is?

d Bereken log(1000000) en log(0,0001). Verklaar de
uitkomsten.

Op rekenmachines zit een log-toets. Op de meeste
rekenmachines wordt daarbij het grondtal niet vermeld.
Het grondtal bij deze logaritme is 10.

Als ergens log(...) staat, wordt '°log(...) bedoeld.

Voorbeeld 1 ~ Voorbeeld 2
Bereken 1og(0,01) en log(50) indien nodig afgerond Los 10°* = 17 exact op en geef ook een
op twee decimalen en controleer je antwoorden. benadering in twee decimalen.
Oplossing Oplossing
Met de rekenmachine: log(0,01) = —2; 105% = 17 dus 5x = 10og(17) = log(17)
s 1 1 1
2 = e— o e— _——
controle 10 102~ 100 0,01 dus x 3 log(17)
log(50) = 1,70; controle 10170 = 50. Op twee decimalen afgerond x = 0,25.

a Bereken met de rekenmachine log(3), log(ﬁ), log(1) en
log(123 456).
b Los 10%*! =500 exact op. Geef ook een benadering in

twee decimalen.
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Ondersteunende route = maak opdracht 029

29  De exacte oplossing van 10* =5 is x = log(5). Als je dit
antwoord invult in de vergelijking 10° = 5 krijg je 10025 = 5,
a Verklaar dat 10%&? =7,
b Geef, zonder de rekenmachine te gebruiken, de uitkomsten
van 1008(564) (loz(0.1) gy ](loe(0.08)
¢ Schrijf de getallen 14, 400 en 0,003 als een macht met
grondtal 10. Geef de exponenten als exact getal en ook als

benadering in twee decimalen.

30 De exacte oplossing van 7% = 20 is x = "log(20). Je kunt de
getallen 7 en 20 beide schrijven als een macht van 10.
Zois 7 = 102D en is 20 = 10/0=(20),
a Laat zien dat uit de vergelijking 7* = 20 volgt dat
10x-1og(7) = 1(log(20)

b Druk de oplossing x uit in log(7) en log(20).

. ; log(20)
¢ Waarom volgt uit deze berekening dat "log(20) = 7
log(7)
log(a)
Met behulp van de rekenregel flog(a) = kun je elke
log(g)
logaritme met alleen de log-toets van je rekenmachine
berekenen.
L
Bereken 7log(4) en *log(0,7) in twee Los de vergelijking 57 = 23 exact op. Geef
decimalen. ook een benadering in twee decimalen.
Oplossing Oplossing
_log(4) _ ‘o 5
Tlog(4) = Tog(7) =~ 0,71 57=123 dus  ="log(23)
_% log(0,7) Dit is het exacte antwoord. Een benadering
IOg(O,?) = o o 051 : : G s
log (3) in twee decimalen vind je met
_ log(23) _
= Tog3) 1.95,
L A
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7.4 Logaritmen berekenen

31 Bereken in twee decimalen.

B - o035 ¢ Slog(10)
5 1
b ‘log(128) d “log()
32  Losexact op. Geef ook een benadering in twee decimalen.
O - 5-2 d 10°=5
b 4*=6 e 10v=50
c 3*=45 f 10°=500

33  De exacte oplossing van 7* = 20 is x = 7log(20).
De getallen 7 en 20 zijn als machten van een willekeurig
positief grondtal b (b # 1) te schrijven.

Zois 7 =Db"18D en is 20 = ploe20),

| - "log(20)

Laat zien dat hieruit volgt x = "log(20) = ————
"log(7)
Voor het rekenen met logaritmen geldt de rekenregel Bereken “log(27) door op grondtal 3
b]og(a) over te gaan.
flog(a) =5 (b>0enb#1). Oplossing
log(g) 3log(27)
INog27) = pe) =3 41

Met deze regel kun je elke logaritme herschrijven naar Slog(9) 2 2
logaritmen met een ander grondtal.

Ondersteunende route - maak opdracht 034

2

fog(.
3 = Vilis 310g(128)=2£§£

b Bereken exact *log(32) door op grondtal 2 over te gaan.

en laat zien dat ®*log(128) = 2%.

¢ Bereken exact 27log(9\f§) door op een ander grondtal over te gaan.
d Bereken exact *log(125) door op een ander grondtal over te gaan.

1
e Bereken exact *log(16) door op een ander grondtal over te gaan.

35 Bereken exact de waarde van ¢ en van b in

*log(18) - “log(3) = a - 2log(h).

Uitdagende route - maak opdracht U7
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Ondersteunende opdrachten

029 a Controleer met je rekenmachine dat log(5) = 0,698...

b Laat met je rekenmachine zien dat 10%6%.- = 5,

¢ Blijkbaar is 10" = 5,
Ga met je rekenmachine na dat 10082470 = 247,

d Kies een positief getal a, niet gelijk aan 1, en ga na dat
10logla) = 4.

e Met de regel uit opdracht d kun je elk getal schrijven als
macht van 10. Zo is 7 = 10'°&7),
Schrijf de getallen 29, 600 en 0,2 als macht van 10. Geef de
exponenten als exact getal en ook als benadering in twee
decimalen.

034  Op het blaadje wordt “log(128) berekend door gebruik te

blog(a) 4og(128) = 2log(128)

"log(g) € Zlog(4)

a In de'berekening is gfk'ozen. om het grondtal van de & 2log(128) =7 want 27 = 128
logaritme van 4 te wijzigen in 2.

Leg uit waarom dat in dit geval handig is. @1 _ 2.
b Maak de berekening op het blaadje af. : logf#) = 2 want2= = 4

¢ Om 9log(3\f§) met dezelfde regel te berekenen, moet o dusHog(128) === ...
je een grondtal b kiezen zodat blog(S\B) en Plog(9) I
zonder rekenmachine te berekenen zijn.
Leg uit dat b = 3 in dat geval een goede keuze is.

log(3y3) ...

3log(9) -

maken van de rekenregel ¢log(a) =

d Bereken °log(3y3) =

b

Uitdagende opdrachten
Mlog(a)

*log(g)

verschillende eigenschappen van logaritmen bewijzen.
Daartoe moet je soms het grondtal b geschikt kiezen.
Bewijs de volgende eigenschappen.

a Zlog(a)+“log(2)=1

U7 Met behulp van de rekenregel log(a) = kun je

b 1odD = ogt)

“log(a) _
8log(a)
d <clog(a®) =3 - flog(a)

e Zfog(a™) = —*log(a)
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Je leert - grafieken van logaritmische functies onderzoeken
- hoe je het domein, bereik, nulpunt en asymptoten bij logaritmische functies bepaalt

Leerroutes - ondersteunend: 36—37—38—039—40—041—42

- doorlopend: 36—37—38—39—40—41—42
* uitdagend: 36—38—39—40—42—U8—U9
De grafiek hoort bij een functie y
J(x) = flog(x). 3
» Hoe kun je met behulp van de 2
grafiek nagaan welke waarde 1
het grondtal g heeft? .
—2—1(1)123456789101112131415161718
-2
-3

Gegeven zijn de functies f(x) =2 en g(x) = 2log(x).
a Vulin.

5 =9 | -1 | 0 | 1 | 2 | 3
o | o
b Vulin.

b=
N
s
[
-

1
e

¢ Schets de graficken van fen g in één figuur.

d In welke lijn moet je de grafiek van f'spiegelen om de
grafiek van g te krijgen?

e Welke lijn is de asymptoot van de grafiek van fen welke
lijn is de asymptoot van de grafiek van g?

Gegeven zijn de functies f(x) = 5" en k(x) = log(x).

a Plot en schets de grafieken van fen k.

b Bereken de codrdinaten van het snijpunt van de grafiek
van f met de y-as.

¢ Bereken de codrdinaten van het snijpunt van de grafick
van k met de x-as.

d Geef het domein en het bereik van beide functies.

e Elk van deze graficken heeft een asymptoot.
Geef een vergelijking van elke asymptoot.

- Instructie rekenmachine | Logaritmen
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De grafieken van f(x) = g* en k(x) = &log(x) zijn elkaars y
spiegelbeeld in de lijn y = x. 5
f(x) = y=x
functie: f(x) = g* k(x) = £log(x) 4
domein: Di=R D, = (0, =) 51 '
2
bereik: B, = {0, —) B, =R
! 8 ¢ 5 / Kglng(x)
toot: y = =
ASPRReat X . I3 5 2 3 4 5
snijpunt assen: (0, 1) (1,0) ~
—2
o5
-
38  Gegeven zijn de functies f(x) = "2log(x) en g(x) = *“Slog(x).
a Plot de graficken van fen g. Welk punt ligt op beide
graficken?
b De grafieken van / en k zijn de spiegelbeelden van de
graficken van f'en g bij spiegelen in de lijn y = x.
Stel de functievoorschriften op van /2 en k.
¢ Voor welke waarden van het grondtal g is de functie
I(x) = £log(x) stijgend en voor welke waarden van g is
de functie dalend?
Voor een logaritmische functie geldt, net als bij exponentiéle stijgend dalend
functies, dat het grondtal g altijd positief is, maar niet gelijk
aan 1. = e == Slx) = 13’2108@5) k(x) =3O=9108(X)
Voor 0 < g < 1is de functie f(x) = ¢log(x) dalend en voor glx)= EIog(x) I(x) = Zlc'g(.vc)
fiet | leins he)="ogl)  mx) = Mlog()
. \

Ondersteunende route = maak opdracht 039

39  Beredeneer van elke functie of deze stijgend of dalend is.

B = /=205y d A(x) = %log(-x)
b f(x)="log(—x) e k(x)=2-%og4-x)
_ 1
c g(x)="%log(x) f p(x)= o) met x > |
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7.5 Grafieken van logaritmische functies

40  Gegeven is de functie g(x) = 2log(x + 3).

a Bereken het nulpunt van g.

b Hoe ontstaat de grafieck van g uit de grafick van
J(x) =log(x)?
Bereken het domein van g.
Voor welke waarden van x is g(x) < 0?
Welke lijn is de asymptoot van de grafick van g?
De grafick van g wordt gespiegeld in de y-as en
vervolgens 2 naar rechts verschoven.
Geef het domein, het nulpunt van de functie en de
vergelijking van de asymptoot bij de beeldgrafiek.

Het domein van een functie f(x) = %log(x + b) volgt uit

- o on

x + b >0, dus het domein is x > —b of (b, —).
De verticale asymptoot heeft vergelijking x = —b.

Het nulpunt van fvolgt uit x + 5 = 1, dus het nulpunt is
x=1-bh.

Gegeven is de functie f(x) = 2 — 3log(4x + 8).

Geef het domein, het nulpunt en de verticale asymptoot.
Oplossing

Het domein volgt uit 4x + 8 > 0, dus is het domein x > —2.
Uit 2 — 3log(4x + 8) = 0 volgt *log(4x + 8) = 2. Dit geeft
4x +8=132

Het nulpunt is x = %.

Een verticale asymptoot volgt uit 4x + 8 = 0, dus x = —2.

.

Ondersteunende route - maak opdracht 041
41  Geef het domein, het nulpunt en een vergelijking van de
m asymptoot van de grafiek.
a f(x)="log(x-5) d g(x)=4+ %log(x—7)
1
b k(x)= %log(21 — 6x) e m(x)=-3-"log(-5x—10)
¢ h(x)="log(2x+9)—11 f n(x)=x-log(5x—1)
42  Gegeven is de functie A(x) = =7 + Jlog(x? — 5).
m a Plot en schets de grafiek van 4.
Geef het domein van A.

b
¢ Stel vergelijkingen op van de asymptoten van de grafiek van /.
d Bereken de nulpunten van /4.

Uitdagende route = maak opdracht U8 en U9

28 Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



Ondersteunende opdrachten

A\

039  Op het blaadje staat een begin van een redenering

waarom de functie f(x) = Zlog(5 — x) dalend is.

a Vul bij elke stap op de puntjes het woord af of foe in.

b De functie f(x) = *log(x) is dalend, want het
grondtal g is kleiner dan 1.
Leg uit hoe stap 2 op het blaadje moet worden
aangepast als je het grondtal 2 in 0,5 verandert.

¢ Schrijf de redenering van stap 3 op voor

f(x) = *log(5 — x).

Beredeneer van elke functie of de functie stijgend of

dalend is.

d f(x)="log(x +6) g h(x)="log(~x) +8

e f(x)="%log(—x) h k(x)=2-Tlog(4 + x)
f  g(x)="%og(2x) i p(x)= met x > 1

log(x)

041  Gegeven is de functie f(x) = 3log(3x + 6).
a Voor het domein van f moet gelden 3x + 6 > 0.
Geef het domein van f.
b Voor het nulpunt van £ geldt *log(3x + 6) = 0.
Bereken het nulpunt van f.
¢ De verticale asymptoot van de grafick volgt uit 3x + 6 = 0.
Geef een vergelijking van de verticale asymptoot.

Geef van de volgende functies het domein, het nulpunt en de
asymptoot van de grafiek.

d g(v)= 5log(8 s % vc) f k(x)=2+°log(25x)
e h(x)=Zlog2x—4) g l(x)=4-"log(x—6)

1 g(x) =5 - xis dalend, want
als x toeneemt,
neemt 5 —x ...

2 f(p) = Zlog(p) is stijgend,
dus als p toengemt, neemt
Zlog(p) ... en als pafneemt,
neemt Zlog (P}

3 f(x)=2log(5 - x) is dalend,
want als x toeneemt,
neemt5 — x ... endus
neemt Zlog(5 - x) ...

Uitdagende opdrachten

U8  De grafiek hoort bij een functie van de vorm
S(x)=p + log(x + g).
Van de functie is gegeven dat de lijn x = —4 de
asymptoot is van de grafiek en dat de grafiek
door de oorsprong gaat.
Onderzoek met behulp van een berekening of het
punt (12,2) op de grafiek van fligt.

U9 Geef van elke functie het domein, de nulpunten en
vergelijkingen van de asymptoten van de grafiek.

a f(x)=log(9x— x?)
b /Z(x)=log(x + 3)—log(3 — x)

I
(8]
|
w
|
N~
N
w
I
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Gemengde opdrachten

43  Hieronder staan enkele herleidingen met machten. Sommige
zijn goed, sommige zijn fout.
Leg uit waarom een herleiding goed is of fout is en verbeter de
foute herleidingen.

a 4-2"=8" f 4°+2"=06"
b 4.2x:2x+2 g 4+2x:22+x
c 4%-2¥x=8* h 4x.2x:22x,2x:22x3
d 8:.2r=23 i 4.2x=22.0%=
4 4
—=x 1 —_=x
€ 2x 1 2x

4L a Bewijs dat de functies f(x)=4- (%)zx enig(x) =272
hetzelfde zijn.
b Herleid f(x) =4%0+D tot de vorm f(x)=b - g*

¢ Herleid f(x)=3"- (%)hzx tot de vorm f(x) = b+ g* met
g>1.

45  Gegeven is de grafiek van de functie f(x) = 2log(x? + 1). y
a Geef het domein en het bereik van f.
b Verklaar dat de oorsprong de top van de grafiek van fis.
¢ Heeft de grafiek van fasymptoten? Zo ja, welke? Zo nee,
waarom niet?
d Losexact op f(x) =6.

i LS ¥ |

-5 -4-3-2-101 2 3 45

46  Gegeven is de functie f(x) =log(x2 — 6x + 8).
a Plot en schets de grafiek van f.
b Geef het domein en het bereik van f.
¢ Geef de asymptoten van de grafiek van f.
d Losexact op f(x)=0.

47  1osexact op.

a 16:227=42 d “log(2x) + “log(2x) =6
b 15:3%2+18=93 e 2-4log(x+3)=—3
c 1-Zlog(4x+1)=—4 f Zlog(x?—2x)=-3
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49

Onderzoeksopdrachten

1 PALK. 11. 00. BH1  Filter: none  samp/sec = 20 dec factor = 126

10M

5M A
0M A
—5M A

-10M

00:58:35 01:09:04 01:19:32 01:30:01

01:40:29 01:50:58

Aardbevingen worden geregistreerd met een seismograaf, [
die de aardbevingsgolven weergeeft in een seismogram.
De kracht van een aardbeving wordt meestal uitgedrukt
in een getal op de schaal van Richter. Dat getal R bereken
je met R =log(U) + 1,66 - log(D) + 3,08. Hierin is U de
grootste uitwijking in mm in het seismogram en is D de
grootte van de hoek tussen MW en ME in graden. Neem
voor de omtrek van de aarde 40 000 km.
De schaal van Richter is zo ontworpen, dat je nul krijgt
bij een uitwijking van 0,001 mm op 100 km van het
epicentrum.
a Bereken de hoek D die hoort bij een afstand van
100 km langs het aardoppervlak. Controleer daarna
met een berekening dat een uitwijking van 0,001 mm
ongeveer R =0 oplevert.
b 1In 2011 vond er een aardbeving plaats met een kracht
van 9,0 op de schaal van Richter. Het epicentrum van
deze aardbeving lag in Japan.

E: plaats epicentrum
W : plaats waarnemingsstation
M : middelpunt aarde

Bereken de uitwijking in Nederland. De hoek tussen
MW en ME is in dit geval ongeveer 84°.

Leerlingen van klas 4B onderzoeken of er bij de uitkomsten

in de tabel een passende formule te vinden is.

a Teken cen grafick bij de uitkomsten in de tabel.

b Waarom verwerpen de leerlingen direct lineaire formules
en wortelformules?

¢ Onderzoek of één van de volgende formules bij benadering
wel voldoet: N=b+t?of N=b-g

© Noordhoff Uitgevers bv

t N
0 3

1 4

2 7

3 11
4 1)
5 25
6 35
7 52
8 72
9 100
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Samenvatting

Exponentiéle functie

Een exponentiéle functie f(x) = b+ g* met b > 0 is stijgend
als de groeifactor g> 1l endalend als0 < g < 1.

De grafick gaat door het punt (0, b) op de verticale as.

De grafiek heeft de x-as (y = 0) als horizontale asymptoot.
Het domein van f'is R en het bereik van fis (0, —).

0<g<1 g>1

S1  Gegeven zijn de functies f(x) =3+ 0,85%, g(x) = 2,1%,
h(x)=10-1,7"en k(x) = —12-0,01*.
a Welke van deze functies zijn stijgend?
b Van welke van deze functies gaat de grafiek gaat door

het punt (0, 1)?
¢ Geef het domein en het bereik van de functies fen k.

Logaritme

De exacte oplossing van g* = a is x = flog(a), de logaritme
van a voor het grondtal g.

Omgekeerd volgt uit x = ¢log(a) dat g* = a.

Dus geldt g'°2@ =g,

Hierinisa>0,g>0eng# 1.

.

tot de macht

N\

g'Iog(a) =b
o T

is

S2 a Van welke vergelijking is *log(7) de exacte oplossing?
b Geef de exacte oplossing van de vergelijking 2* = 18.

Grafieken van logaritmische functies
De grafieken van f(x) = g* en k(x) = &log(x) zijn elkaars
spiegelbeeld in de lijn y = x.

functie: f(x)=g* k(x) = £log(x)

domein: D, =R D,=(0, =)
bereik: B, = {0:—) B, =R
asymptoot: y =0 x=0
snijpunt assen: (0, 1) (1,0)

y
f)=g% y=x

X
-2 -1 2 3 4 5

stijgend als g > 1 stijgend als g > 1 -2
dalend als0<g<1 dalendals0<g<1 3
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S3  Gegeven zijn de functies £(x) = 2og(x) en g(x) = %log(x).
a Plot de grafieken van f'en g en geef de codrdinaten van het
snijpunt van deze grafieken.
b Spiegelen van de graficken van f'en g in de lijn y = x geeft
de graficken van hen k.
Geef de functievoorschriften van /4 en k.
¢ Geef de asymptoten van de grafieken van f, g, hen k.

Vaardigheid

Je kunt een functievoorschrift aanpassen na een
transformatie.

Bij een transformatie van de grafiek van een functie
fontstaat een nieuwe grafiek, de beeldgrafiek. Bij de
beeldgrafiek kun je het functievoorschrift g(x) opstellen.

transformatie resultaat
- verschuiving 4 omhoog g)=f(x)+d
- verschuiving ¢ naar rechts gx)=f(x—-¢)
- vermenigvuldiging met a ten

opzichte van de x-as gx)=a-f(x)
- spiegeling in de x-as g(x) =—f(x)
- spiegeling in de y-as g(x)=f(—x)

Voorbeeld

De grafiek van f{x) = 1,52 ~ 3 wordt 2 naar rechts verschoven,
vervolgens met 3 vermenigvuldigd ten opzichte van de x-as en
ten slotte gespiegeld in de y-as.

Stel het functievoorschrift g(x) op van de beeldgrafiek.

Oplossing

flx)=1,5%"3

h(x)=1,526—2) 3 =1 §2x7 2 naar rechts verschoven

k(x)=3-1,5%7 met 3 vermenigvuldigd ten
opzichte van de x-as

g(x)=3-152-7 gespiegeld in de y-as

S4  Gegeven is de functie f(x) =32
Stel het functievoorschrift op van de beeldgrafiek na de
volgende transformaties.
a Vermenigvuldigen met factor 2 ten opzichte van de x-as.
b Spiegelen in de x-as en daarna 3 omlaag verschuiven.
¢ 3 omlaag verschuiven en daarna spiegelen in de x-as.
d Vermenigvuldigen met factor —4 ten opzichte van de x-as
en daarna de spiegelen in de y-as.
e Spiegelen in de y-as en daarna 4 naar links verschuiven.
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Samenvatting

Vaardigheid

Je kunt een exponentiéle vergelijking exact oplossen, zo

nodig met logaritmen.

1 Deel zo mogelijk linker- en rechterkant van de vergelijking
door hetzelfde getal.

2 Schrijf de linker- en rechterkant van de vergelijking als
machten van hetzelfde grondtal.

3 Stel de exponenten aan elkaar gelijk en los de hierdoor
ontstane vergelijking op.
Als stap 2 niet mogelijk is, gebruik je een logaritme om
de vergelijking exact op te lossen.

Voorbeeld 1 Voorbeeld 2

Los exact op %— - 321 =162. Los exact op 2 - 37 + 1 =28,
Oplossing Oplossing
1 3%=162:2 =729 1 3t+l=14
2 320=36 t+1=3log(14)
3 2r=6duss=3. t=3log(14) — 1
L \

S5  Losexact op.
a 2= € 63 =30
b 4¥1=32 d i-25%=10

Vaardigheid

Je kunt vergelijkingen met logaritmen exact oplossen.
Bij het exact oplossen van vergelijkingen met logaritmen

gebruik je de regel: ‘Uit ¢log(a) = b volgt a = g"".

Voorbeeld

i
Los exact op 2log(6 — 2x) = —2.
Oplossing

o 1,2
Uit Zlog(6— 2x) = =2 volgt 6 — 2x = () .
6—-2x=4dusx=1.

k.
S6 1.osexact op.
a Slog(x) =2 c 310g(4x) =4
b Zlog(x+9)=3 d Slog(5x—100)=3

34 Hoofdstuk 7 Exponenten en logaritmen © Noordhoff Uitgevers bv



Je kunt logaritmen met je rekenmachine berekenen. Bereken in drie decimalen "log(845).

log(a) Oplossing

£] E 1 | 45
Met behulp van de rekenregel flog(a) Tog(@) kun je elke Tlog(845) = ?Egiﬂ) ~3.463
logaritme met alleen de log-toets van je rekenmachine
berekenen.
e
S7  Bereken in drie decimalen.
a “log(90) ¢ 'Zog(0,01)
b 'Ylog(12480) d *log(2)
Je kunt een legaritme herschrijven naar een logaritme met Bereken exact 8log(6412).
een ander grondtal. Oplossing
blog(a 2oo(76 .97y 6%

Met de rekenregel flog(a) = g(a) (b>0enb=1) 8log(64\2) = g2 ) B 2715-

Mlog(@) 2og(8) 3

kun je elke logaritme herschrijven naar logaritmen met een
ander grondtal.

e

S8  Bereken exact zonder gebruik te maken van je rekenmachine.
L
a “log(32) c ‘log(32)
b ‘log(243) d '®log(1024)

Vaardigheid

Je kunt het domein, bereik, nulpunt en asymptoten bij
logaritmische functies bepalen.

Het domein van een functie f(x) = log(x + b) volgt uit
x+ b >0, dus het domein is x > —b of (—b, —).

Het bereik van f'is R.

De verticale asymptoot heeft vergelijking x = —b.

Het nulpunt van fvolgt uit x + » = 1, dus is het nulpunt
x=1-b.

X

S9  Bepaal van elke functie het domein, het bereik en het
nulpunt en geef een vergelijking van de asymptoot van de

grafiek.
a f(x)="log(2 — x) c hix)= %log(7 =25 1
b g(x)=2-"log(x) d k(x)=3-"Cog3x+3)
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T1  Getekend zijn de grafieken van f(x) = —2,5* + 3,

y
10
— 1}x _ 1Yyx . _ iy

g(x)—g-(li) ,h(x)——B-(Z) en j(x)=3-04"+ 1. A\ ¢
a Welke van deze functies zijn stijgend? 6
b Welke grafieck hoort bij welke functie? b,
¢ Geef vergelijkingen van de asymptoten van deze grafieken. X C
d Bereken van elk van de functies de codrdinaten van de =

snijpunten van de grafick met de beide assen. S S EEREE
e De grafiek van fwordt eerst 4 omlaag verschoven en daarna - /

vermenigvuldigd ten opzichte van de x-as met — %

Het resultaat wordt daarna gespiegeld in de y-as.

Geef het functievoorschrift van de beeldgrafiek. B

10

T2  Een koud voorwerp, bijvoorbeeld een blikje frisdrank dat in de
koelkast heeft gestaan, zal langzamerhand opwarmen.
Ga uit van een blikje met temperatuur van 5 °C, terwijl de
omgevingstemperatuur 25 °C is.
Het temperatuurverschil neemt per minuut met 7,5% af.
a Bereken de temperatuur van het blikje na 1 minuut, na
5 minuten en na 10 minuten.
b Stel een formule op voor de temperatuur 7'in °C na
¢t minuten.
¢ Na hoeveel minuten is de temperatuur van 10 °C bereikt?

T3  Beredencer welke van deze logaritmen gelijk zijn aan een
negatief getal: %log(Z), Zlog(4), %log(j—(), Zlog(1), 210g(é),
slog(%), log(0,9)

T4  Bereken exact zonder gebruik te maken van je rekenmachine.
a logtf) d “log(l)

b 210g(é—) e lﬁlog(é)
c é1.og(125) f log(t)

T9  Getekend zijn de grafiek van de functie f(x)=2- (%)0’3_x -4 20
en de lijnen met vergelijkingen y =2 en y = 14.
a Bereken exact de x-codrdinaten van de snijpunten van de /
grafiek van f'met elk van deze lijnen. 15
b Losecxact op 2 < f(x) < 14.
¢ Losop f(x)z50.
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T6

17

T8

T9

710

Los exact op. Geef ook een benadering in twee decimalen.

a 3%=5 d (%)P:g@

b 1-22v=422 e V323
c =817 f16-(3) <4

Beredencer van de functies of ze stijgend of dalend zijn.

a filx)= %Iog(6 =)

b g(x)= Zlog(%)

¢ h(x)

"~ log(~)
Getekend zijn de graficken van de functies %
& 4
f(x)=3log(2x — 1), g(x) = 3log(l — 2x) en A(x) = *log(1 — 2x). 5] |€
a Waarom hebben deze drie graficken dezelfde verticale A 2 .
asymptoot? :
b Volgens de tekening hebben twee van de functies hetzelfde
domein. 5 44 -3 2 1 2 3 4 5"
Welke twee functies zijn dat? =
¢ Geef aan welke grafiek bij welke functie hoort. -2
-3
Los exact op.
a ‘log(3x+3)=3 d log(3x*+4x)=0
b Zlog2x—6)=4 e Zog3x—4)=7

L
c 3-log(x+2)= 2% f Clog(8 —x*)=-1

Gegeven is de functie f(x) = 3log(% Xt 4).

a Geef het domein van deze functie.

b Geef een vergelijking van de verticale asymptoot van de
grafiek van f.

¢ Plot de grafiek van f'en los exact op f(x) < 2.
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E1

E2

E3

E4

ES

E6

38

Extra oefening

Je kunt een functievoorschrift aanpassen na een transformatie.

Gegeven is de functie f(x) =2+ 5%

Geef het functievoorschrift van de beeldgrafiek na

a cen verschuiving 2 omhoog en daarna een
vermenigvuldiging met 3 ten opzichte van de x-as.

b een spicgeling in de x-as en daarna een verschuiving 3 naar

links.
¢ spiegeling in de x-as en daarna een spiegeling in de y-as.

Je kunt een exponentiéle vergelijking exact oplossen, zo
nodig met logaritmen.
Los exact op.

— Y o P
a 9:_3.324—: c (5) =2 +2
LS d 45-3*7=90
Je kunt vergelijkingen met logaritmen exact oplossen.
Los exact op.
1
a log3—-2x)=-1 ¢ ‘log(2x)=3
1
b ‘log(6+3x)=4 d ‘log(5x—1)=-2
Je kunt logaritmen met je rekenmachine berekenen.
Bereken in drie decimalen.
a 'Mog(175) c *’log(23.,78)
L
b '“log(75) d ‘log(15)
Je kunt een logaritme herschrijven naar een logaritme met

een ander grondtal.
Bereken exact zonder gebruik te maken van je rekenmachine.

a Slog(125V5) ¢ Blog(125)
L
b ‘log9) d *log(64)
Je kunt het domein, bereik, nulpunt en asymptoten bij
logaritmische functies bepalen.

Bepaal van elke functie het domein, het bereik en de nulpunten
en geef een vergelijking van de asymptoot van de grafiek.

a f(x)=">log(12 - 3x) ¢ h(x)="log(—5x)
b g(x)=3+ 2£10g(4:»c - 28) d k(x)=log(x*— 100)
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E7

E8

E9

E10

E11

E12

Los exact op. Geef ook een benadering in twee decimalen.

a 31-2%=15 e (271" =107

13 _ 3V _
b (3)'=26 d (;) = 64
Los exact op.
a s =l d 16-0,520,125
b 32-2=1\2 g 025507

+3 = SlpFs L
c ¥i=44 f 16-(3)2%

Gegeven is de functie f(x) = log(—x>+ 12x — 27).

a Bereken exact het domein van f.

b Bereken exact de nulpunten van f.

¢ Bereken exact de maximale waarde die de functie
glx)="—x*+ 2x~27 heeft.

d Bereken exact het maximum van f.

Beredeneer van de functies of ze stijgend of dalend zijn.
1

a f(x)="log(l - 3x)

b g(x)=25-%og(x—18)

De verkoop van een nieuw product neemt bij aanvang vaak

snel toe, maar na een zekere periode stabiliseert de verkoop.

De grafiek geeft de verkoop van een nieuw product weer.

De bijbehorende formule heeft de vorm S=b6 —a 2,77,

met 7 in maanden.

a Onderzoek welke waarden « en b hebben.

b Bereken na hoeveel maanden er 4000 producten werden
verkocht.

1

. 1
Gegeven zijn de functies f(x) = (\B)’ en g(x) = @ 5=

a Losexact op f(x) = g(x).
b Voor welke waarden van x geldt f(x) < g(x)?
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