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7 Meetkunde met codordinaten
9 y

7 o BopritsT! 2p2+1+%:1
A2,3)opk 2 2
2p+1 5
2p+1=5
2p =4
p=2
vold.
0-5 -5 _q+2—0_q+2
b =10 2p+1 =92 T2
k// m,dusrc, =rc,, 1/l m, dus rc;=rc,,
-5 q+2
Pl 2 7
22p+1)=-5 g+2=4
~4p—2=-5 qg=2
-4p=-3
P=i

Dus voor p = % A g =2 zijn de lijnen £, / en m evenwijdig.

¢ Delijnen k en / vallen samen als & door het punt (2, 0) en / door het punt (0, 5) gaat.
Dus er moet gelden 2p + 1 =2 en ¢ + 2 = 5. Hieruit volgt p =% eng=3.
Dus voor p = % A g =3 vallen de lijnen & en / samen.

4 a Stelk:y=ax+b.
B(1l,6)opkgeefta+tb=6,dusb=-a+6.
kry=ax—a+6oftewel k:ax—y—a+6=0

[-3a-4-a+6|

d(A4, k) =2 geeft
O™ teet
|—4a+2|=2 a?+1
1602 — 16a+4 =442 +4
1242 -16a=0
4a(3a—4)=0
da=0v3a=4
a=0va=1%
a=0geeft b=6,dus ky: y=6.
a=1% geeft b=-15+6 =43, dus ky: y= 13x + 42

_6-4
b SteldAB:y=ax+bmeta -3~ 72

y= 2x+b 1 _
door B(1, 6)} BL§20E

1
2
DusAB:y=%x+520ftewelAB:x—2y=-11.
l//AB,dusl:x—2y (o

1-2-6-— c|

d(B, )=2+/5 ft

(B, Igee W
’11—0]

e

|-11-¢|=10
-11-¢c=10v-11-¢c=-10
c=-2lve=-1

Dusly:x—2y=-2lenly:x—2y=-1.

2./5
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¢ Lijnen n evenwijdig m en op afstand 5 van m.
n3x+4dy=c
D(0, 2) is een punt op m.
3:0+4-2—¢|
——=5

N

d(D, n)=15 geeft

8-c|

\/E =5
8-¢|

5 =5
|8 —c|=25
8—c=25v8—c=-25
c=-17vc¢=33

ny: 3x + 4y =-17 snijden met AB:y=%x+ 5% geeft 3x+4(%x+ 5%) =-17
3x+2x+22=-17
5x=-39

x=-7% R TP B
y=lx+sifr T2 52T

wiw

ny: 3x +4y =33 snijden met AB: y = %—x + 5% geeft 3x + 4(%x + 5%) =33
3x+2x+22=33
5x=11
x=25 _l.glisl_ ¢l
y=1x+si %= g “5mT 5
oo 4 43 1 .3
De punten zijn (-7, 15) en (23, 63).
-1-4 2
d rCAC=m=—1§
tan(a) =rc g = % geeft a=26,56...°
tan(f) =rc o= —1% geeft §=-59,03..°
a—f=26,56...°—-59,03..° = 85,6°
Dus Z(4B, AC) = 85,6°.

il a p=-3geefthiy=-3x+1

tan(a) =rc, =-3 geeft a =-71,56...°
I:2x+y=3oftewel L y=-2x+3
tan(f) =rc;=-2 geeft f=-63,43...°
p—a=-63,43.°—-71,56..°=8,1°
Dus Z(k, [) = 8,1°.

b -63,43..°+15°=-48,43..°
p =r1c,=tan(-48,43..°) =-1,128
-63,43..° —15°=-78,43..°
p =rc;=tan(-78,43...°) = -4,887

Bladzijde 178
Bl a d4,B)=\Gp—p)+@p+3 =57 =\(4p) + 2p =27 = 169> +4p* ~8p + 4 =\20p* ~ 8p +4

b d(4, B)=4+/29 geeft \/20p* — 8p+4 =429
20p% — 8p +4 =464
20p% —8p —460=0
5p2—2p—115=0
D=(-2)2-4-5--115=2304
_2+48 =ﬁ:_ 3
=T10 2VPT T 43
vold. vold.
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W
I y =429
[
i
|
[}
I
|
[
[
i
I
I
|
—d ) —
p
-4¢ o 5

d(4, B)> 429 geeft p<-43vp>5

¢ ME@+5p),iG+2p+3)=MGp,p+4)
Van c: x? + y? = 16 is het middelpunt O(0, 0) en r = 4.
M op afstand 8 van ¢, dus M op de cirkel met middelpunt O(0, 0) en straal 12.
M op x? +y? = 144 geeft (3p)? + (p +4)> =144
9p2+p2+8p+ 16 =144
10p2 +8p —128=0

5p2 +4p—64=0
D=42-4-5--64=1296
_4+36  -4-36
10 YPTT10
p=3évp=-4

d A4B s een middellijn, dus van d is het middelpunt M(3p, p +4).
De straal is d(4, M) =/(3p—p)* + (p +4 =52 =\J2p)*+ (p— 12 = \[4p2 + p* —2p + 1=+[5p? - 2p + 1.
Dusd: (x—3p)?+(y—p—4)>2=5p2-2p+1.
d door de oorsprong geeft (-3p)2 + (-p —4)>=5p*>—2p + 1
9p? +p*+8p+16=5p>—2p+1
5p%+10p+15=0
p2 +2p+3=0
D=22-4-1-3=-8
geen opl.
Dus er is geen waarde van p waarvoor d door de oorsprong gaat.

|3-8—4-2—6]_|10|_10_

e r=dM, k)= = =g
- NN N
Dusc: (x—8)2+(y—2)*=4.
b Stell:3x—4y=c.
P(2, 0) is een punt op k.
3-2-4-0-¢
—=3

d(P, 1)=3 gectt

5
l6—c|=15
6—c=15v6—c=-15
c="9ve=21

Dus/i:3x—4y=-9enly: 3x —4y=21.
¢ Stel een punt op m is A(a, a).
3a —4a— 6| A
s -

|-a - 6|=20
—-a—6=20v-a—6=-20
a=-26va=14

Dus A(-26, -26) en B(14, 14).

d(4, k) =4 geeft
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Met dit werkschema wordt het middelpunt M van de cirkel gevonden door het
snijpunt van twee middelloodlijnen van driehoek ABC te berekenen. Daarna geeft

d(M, A) de straal van de cirkel.
rc p= ;_2 -7, dus rc, =
Het midden van 4B is (2 (6 +7),5 (8 +1)= (62, 42)

ky= 7x +b
door (62,42)

Dus k: y= 7x+

rcAc=%=%, dus rc;=-2.

Het midden van AC is (3(6 +-2), 3(8 +4)) = (2, 6).
g(i;(—zzxgb} 2.24b=6
’ -4+b=6

b=10
Dus [: y=-2x+10.
k en [ snijden geeft
lx+33=-2x+10
1. .3
27)6—67
x=3 e ol _
y:_2x+10}y— 2-3+10=4
Dus M(3, 4).
dM, A)=\J(6-32+(8-4)2=32+42=/9+16=25=5
Dus c: (x —3)? + (y — 4)? =25.

c:x?+y?—2x—6y+5=0
¥ -2x+y?—6y+5=0
x=12-1+@r—32-9+5=0
x—1)2+(@—3)?%=5
DusM(1,3)enr=\/§.
Stel y=ax +b.
Door A(S, 0) geeft Sa+ b =0, dus b =-5a
y=ax—5aoftewelax—y—5a=0
| B - 5a| \/_
\/7
’—4a—3|—\/5cﬂTS
16a2+24a+9=>5a%+5
11a?+24a+4=0
D=242—4-11-4=400
_24+20 o _=24-20

22 . WETT g
a=—12—1geeftb=-5-— 11,dusl y—-—x+%
a=-2geefth=-5- 2—10 dusky -2x +10.
tan(a)—rck——Z geeft a =-63,43...
tan(f) =rc, = 11geeft,b’ -10,30...°
f—a=-10,30...° — -63,43..° = 53,1°
Dus Z(k, [)=53,1°,

dM,ax—y—5a=0)=rgeet —/—
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¢ draakt de x-as in het punt A(5, 0), dus het middelpunt van d is N met xp = 5.
Stel N(5, p). Dit geeft d: (x — 5)* + (y — p)> =p*
d door M(1, 3) geeft (-4)> + (3 — p)* = p?
16 +9—6p+p?=p?
-6p = —25
p=4¢
Dusd: (x— 52+ (@ — 46)2 = (46)2 oftewel d: (x —5)*+(y — 46)2 = 17

Bladzijde 179
a c:x2+y?—8x—4y+15=0
—8x+)?—4y+15=0
(x—4P?-16+(y—2>-4+15=0
(= 4P+ (=27 =5
Dus van ¢, is het middelpunt M(4, 2) en de straal r| = /5.
[Lkgeeftl:x+2y=c.

4+2-2—¢

|
d(M, [y =r geeft W \/7

18—c|=5
8—c=5v8—c=-5
c=3ve=13
Dus/j:x+2y=3enly:x+2y=13.
b d4, M)=\/(4— 152+ 2—9)*=/121+49 =170
d(4, c;)=d(d, M)—r; = /170 -5
2-4-2-21] |15| 15

N e N
d(k, ¢;)=d(M, k) —r, =35 - /5=2./5
23 d(k, c)=25-2/5=55

Is /170 — /5 > 5+/5 oftewel is \/T7_0> 6+/5?
65 =36 - /5= /180

Er geldt dus niet dat \/ﬁ > 6\/§ en dus geldt niet dat d(4, ¢;) > 2 - d(k, cq).
¢ Van lijnstuk AB met 4(15, 9) en B(1, -1) is het midden N(8, 4).

N is tevens het middelpunt van ¢, en de straal van ¢, is

ry=d(4, N)=/(8 — 15 +(4-9)* = /49 +25 = [74.

dM,N)= (8 — 4>+ (4-2)2 =16 +4=20=2./5

d(cy, ) =7y = d(M, N) =1y = {74 =25 = 5=74 =35

£l a Stelk:y=3x+boftewel k: 3x—y+b=0
Van ¢ is het middelpunt O(0, 0) en de straal » = \/E

3.5

P o b2

(0, k)=r gee \{m =
N
|6|=10
b=10vbh=-10

Dus &y: y=3x+ 10 en ky: y =3x — 10.
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b Stell: y=ax+b.
A(4,2)oplgeeftda+b=2, dus b=-4a+2.
lLy=ax—4a+2oftewelax—y—~4a+2=0

|0-0-4a+2|

. g
JVat+1

|-4a +2| = /102 + 10

1622 —16a+4=1042+10

d(O, D) =r geeft

6a’—16a—6=0

36— 8a—3=0

D=(-82-4-3--3=100

G8+10 o 8-10
6 6 3

a=3 geeftb=-4-3+2=-10, dus /;: y=3x—10.
a=—%geeftb=-4 . —%+2=3%, dus lz:y=-%x+3%.
¢ Noem de raakpunten P en Q.

10 '
sin(Z0OBQ) = é = g geeft ZOBQ=52,23..°

ZPBQ=2-5223..° = 104,5°
Dus Z(my, my) = 180° ~ 104,5° = 75,5°,

a c:x2+y2—6x—4y=0
x2—6x+y2—4y=0
(x=32-9+(y—-22-4=0
(x=32%+(@-272=13

Dus M(3, 2) en r=1/13.
x=5geeft (5—3)2+ (@ —22=13

4+(y-22=13
»-2P=9
y—2=3vy-—-2=-3
y=5vy=-1
Dus A(5, 5) en B(5, -1).
TC s = %= 1%, dus rck=—§. ICpyr= %=—1%, dusrc; = %
k:y=—%x+b 2. B l:y=%x+b 3., — |
door A5, 5) | 37 31b=3 door B(5,-1) 373 T0="1
-31+b=5 3t+p=-1
b=81 b=-4}
I 1 2.1
Dus ki y=-5x+83. Dus : y=5x—43.
b m evenwijdig met n: 3x + 2y = 10 geeft m: 3x + 2y =c.
|3-3+2-2-¢
dM, m)=r geeft —————=/13
M, m)=rg VB
[13-¢]
:\/]3
NG
|13-¢|=13
13—¢=13v13—c=-13
c=0ve=26

Dus my: 3x + 2y =0 en my: 3x + 2y = 26.
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A c:x2+y>+8x=0

166

x2+8x+)2=0
(x+4)?2-16+y2=0
(x+42+)2=16
Dus middelpunt M(-4, 0) en straal r, = 4.
Lijn [ gaat door M en staat loodrecht op .
3x—4y=c _ _
door M(-4, 0)} G SIS0
Dus [: 3x —4y=-12.
k en [ snijden geeft het punt S, dat het middelpunt van cirkel d is.

4x+3y=9 ’4\ 16x + 12y =36
{3x—4y=—12 3 8 ox—12y=36
25x=0

x=0 }

4-0+3y=9
+ =]

4x+3y=9 y=3

Dus S(0, 3).
d(M, S)=+/(0—-42+(3—0)2=/16+9=1/25=5

De straal van d is #; = d(k, ¢)=d(M, S) —r,=5—-4=1.
Dusd: x*+ (y—3)?=1.

=1 oftewel k: 2x +ry=4r
2:0+7-0-4r
Va4 + 2
|-4r|=r\/m
1672 =r2(4 + %)
16=4+72
P2=12
r=412=2/3

X Y
korts

d(O, k) =r geeft

Bladzijde 180
a De loodlijn uit N op de y-as snijdt de y-as in het punt Q(0, 4).
In driehoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras QN2 + QM? = MN?

ON?+52=132
ON?=169-25=144
ON=12

Vierhoek OPNM is een trapezium.
De oppervlakte van OPNM is 3(9 +4) - 12=78.
b De loodlijn uit N op de y-as snijdt de y-as in het punt Q(0, s).
In driehoek MNQ geeft de stelling van Pythagoras QN2 + QM2 = MN 2
ON2+ (r—s)2 = (r +s)?
ON2+12—2rs +s2 =12 +2rs + 2

ON?=4rs
ON = /4rs = 2+/rs

De oppervlakte van OPNM is %(r +s)" 2\/£ =(r+ s)\/g.
¢ De stelling van Pythagoras in drichoek QNM geeft OM? + ON? = MN B
(r—s)* + OP? = MN?
(r—s)?+ 152 =252
(r—s)?=625-225
(r— )2 =400
r—s=20

Gemengde opgaven
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MN =25 geeftr+s=25
{r+s=25

r—s=20+

2r =45

r=22; Lo

r+s=25}222ts_25
SZZE

Dus =227 ens=21.

“1l Mop kenx), =-3 geeft J’M:‘l% S3+4-=18
Dus M(-3, 8).
Nop kenyy=-4 geeft —l%xN+4=_4
~13xy=-8
xy=6
Dus N(6, -4).
d(M, N)= /(6 —-3)>+ (-4 —8)2=\[81 + 144=/225=15,r, =3 enr,= 4,
d(cl’CZ):d(MaN)—rl_rzz 15-3-4=8
d(cy, ) =d(cy, ) =4
dM, =r +d(c;,)=3+4=7
d(N,)=ry+d(c,, ) =4+4=8
k:y=-1}x+4 oftewel k: 1-x+y =4 oftewel k: 4x + 3y =12
Il kgeeftl:3x—4y=c
3--3-4-8-¢|

NS

-41-¢|

N
\—41—c|_7
i
|-41-c|=35
4l —c=35v-41—-c=-35
c=-7T6vc=-6
Dus /;: 3x —4y=-76 en I,: 3x — 4y =-6.
|3-6-4--4+76| |110] 110
. b= 5 =5 5
3-6-4--4+6| [40] 49
AN, ) = =-——=—=2_8, dus /, voldoet.
5 5 5
Een vergelijking van [ is dus 3x — 4y =-6.

d(M, ) =17 geeft 7

7

=22, dus /; voldoet niet.

8 Goniometrische functies

El] De draaiingshoek van 4 is 30° = %n rad.
De draaiingshoek van B is én + 2 rad.
De draaiingshock van C is %n +4 rad.
A(cos(zm), sin(zm)) = 4(0,87; 0,5)
B(cos(§m+2), sin(:m +2)) ~ B(-0,82; 0,58)
Clcos(zm + 4), sin(zn + 4)) = C(-0,19; -0,98)
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