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b [e(rdx=[evdr=[-e"0,=-1+e
-1 -1
jf(x)dx jhdx Ge*li=}e~1
0 0
Dus O(W)=-1+e+3e —3=1le— 1.
in(z}s)
e+3_ B 1n($) _]n% (&2 e+3 3 3 3
je"dx=[—e"]_1 =-e G )+e=—e"(“)+e=— g +e=-}7e—z+e=ze—4—

&l

200)=5(13e~ 12) 3
) verdeelt /' in twee delen met gelijke oppervlakte.

Dus de lijn x =

12 Goniometrische formules

<5l a sin(x+ %n) =-cos(x — %n)

cos(x — én) =cos(x + 11t)
X—gm=x+1i Itk 21tvx—g7t——x—%7t+k-27r
geen oplossing 2x——gn+k 2n
x——5n+k m

b 2sin(x)cos(x) = cos(x +3z )
sin(2x) = sin(x + 3 im)
2x=x+§n+k-2nv2x=n—x—%n+k~2n
x=%n+k'2nv3x=%n+k'2n
x=§7t+k'27rvx=én+k'§n

¢ cos(x+ %n)-cos(x)=i\/§
cos(x+%n)-sin(x+ %n)=%\/§
%sin(Zx +m)= }1\/5
sin(2x+n)=%\/§
2x+n=%n+k-2nv2x+7t=in+k 2n
2x=-%1r+k-2nv2x———1t+k 2m

x=—%n+k-7rvx———n+k i

d /3 sin(2x) + cos(2x) = |
2+/3sin(x)cos(x) + 1 — 2sin®(x) =1
2+/3sin(x) cos(x) — 2 sin(x) =0
2 sm(x)(ﬁ cos(x) — sin(x)) =0
2sin(x)=0v \/§ * cos(x) — sin(x) =0
sin(x) = 0 v sin(x) = \/§ + cos(x)

3 sin(x) 3

L A cos(x) =3
x=k- nvtan(x)=\/§

x=k'nvx=%n+k-n

B o f(x)=(2—sin(x))2 =4 — 4sin(x) + sin’(x) = 4 — 4sin(x) + 1 —1cos(2x)
= 4% —4sin(x) — %cos(Zx)
F(x)=45x +4cos(x) — 1sin(2x) + ¢
b g(x)=sin(3x) cos(%x) + cos(3x) sin(%x) =sin(3 %x)
G(x)= ——cos(3 x)+e
€ h(x)=4cos*(x) — cos?(2x) = (2 cos¥(x))? — cos?(2x) = (1 + cos(2x))? — cos*(2x)
= 1+2cos(2x) + cos?(2x) ~ cos*(2x) = 1 + 2 cos(2x)
H(x)=x+sin(2x) + ¢
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EH a f(x)=sin(x)— cos(x) + V2 geeft f(x) = cos(x) + sin(x)
f(x) =0 geeft cos(x) + sin(x) =0
sin(x) = -cos(x)
tan(x) =-1
x=-jntk-n
f(-Lm)=sin(-1m) — cos(-§m) + V2 =32 32+ V2=0
f —f;n) =0enf ’(—%n) =), dus de grafiek van fraakt de x-as.
b fn—p)+f(n+p)=sin(Gn—p)—cosGGn-p)+ V2 +sin(m+p) — cosGr+p) + 2
= sin(i n)cos(p) — cos(}; 7)sin(p) — (cos(}T m)cos(p) + sin(};n) sin(p)) + \/5
+ sin(}; m)cos(p) + cos(};n) sin(p) — (cos(% m)cos(p) — sin(in) sin( p)) + \/5
=% 2 cos(p)—% 2/ sin(p)—% 2- cos(p)—% 2 - sin(p) + \/5
+ L7 - cos(p) + 12 sin(p) — 542  cos(p) + 542 - sin(p) + 2 = 242 =2,
Dus de grafiek van fis puntsymmetrisch in A(ﬁn,\/i).
c f(%n -p)= sin(%n -p)-— cos(%n -p)+ \/5
= sin(% m)cos(p) — cos(%n) sin(p) — (cos(% m)ycos(p) + sin(% n)sin(p)) + \/5
=12 cos(p) + 332 * sin(p) + 342 - cos(p) — 12 - sin(p) + /2
=2+ cos(p) + 2
FCr+p)=sinGn+p)—cosGn+p)+ 2
= sin(% n)cos(p) + cos(% n)sin(p) — (cos(%n) cos(p) — sin(%n) sin(p)) + \/5
=1/2 - cos(p) — 33/2 * sin(p) + 532 * cos(p) + 332 -+ sin(p) + 2
=2+ cos(p) +2

fGrn=p)=fGr+p)
Dus de lijn x = %n is symmetrieas van de grafiek van f.

> [x"(®)\ _ (-absin(b?)
36 IL RN UMy ’(r)) - (abcos(bt))
wW(t) = J/(-absin(bt))* + (ab cos(bt))*= Ja? b*sin®(bi) + a® b>cos*(b1)
= [ b(sin?(bt) + cosX(bt)) = Ja b? = ab

- [xX"(®)\ _ [~ab*cos(bi)

b (= ”(t)) - (—abzsin(bt))
> = (-absin(bf)) (-ab*cos(bh)
ue) - el = (ab cos(bt)) (—abzsin(bt)
Dus v(#) L a(?).

¢ |a()| = JCab*cos(b) + (-ab?sin(bn))* = \Ja* b cos*(br) + &’ b*sin?(bt)

= Ja? b (sin?(bt) + cos’(bt)) = \Ja* b* = ab?

v=10en |a()|=5 geeft ab=10en ab®=5

) = a2 bsin(bt) cos(bt) — a* bcos(bt) sin(bt) = 0

ab?_ 5
ab 10
b=3

b=1en ab=10 geeft a=20
Dus de straal van de cirkel is 20.

Bladzijde 234
Ed a f(x)=2cos*(x) +sin(2x) = 2cos?(x) — 1 + 1 + sin(2x) = cos(2x) +sin(2x) + 1

F(x) = cos(2x) + sin(2x) + 1 geeft f "(x) = -2 sin(2x) + 2 cos(2x)
F(x) = 0 geeft -2 sin(2x) + 2 cos(2x) =0

sin(2x) = cos(2x)

tan(2x) =1

x=gim+k-m

x=gn+k- T
x in [0, 7] geeftx=§nvx=§1t
max. is f(%n) = cos(in) + sin(ﬁn) +1 =% 243 2+1=1+ \/5
min. is f(%n) = cos(l%n) + sin(lin) +1= —% 2- %\/5+ 1=1- \/5
Dus B,=[1 —+/2, 1+/2].
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b f(x)=g(x) geeft 2cos?(x) + sin(2x) = 2 sin(2x)
2 cos*(x) = sin(2x)
2 cos*(x) = 2 sin(x) cos(x)
2cos(x) =0 v cos(x) = sin(x)
cos(x) =0 v tan(x) =1
x=3n+k- TVX=im+k-m

xin [0, 7] geeft x = i—n VX =21n
O(V) = [ (2sin(2x) — (2 cos’(x) + sin(2x))) dx = j (25in(2x) — (cos(2x) + sin(2x) + 1)) dx

i
2

.

in

(i3 T

= | (2sin(2x) — cos(2x) — sin(2x) — 1) dx = '[ (sin(2x) — cos(2x) — 1) dx

1
i

(X7

A

1
4

e

= [—%cos(Zx) ~ %sin(2x) - x] : = —%cos(n) - %sin(n) = %n - (—%cos(%n) - %sin(% ) — %n)
_1

1 Lok T
27 0-am+0+3+gn=1—;3n

¢ Cis het midden van 4B als g(p) =1 f(p).
Dit geeft 2sin(2p) = cos?(p) + 1sin(2p)
135in(2p) = cos?(p)
3 sin(p) cos(p) = cos*(p)
cos(p) =0 v 3sin(p) = cos(p)

| sin(p)
==q+k- : =

p=3ntk-mv3 )

vold. niet tan(p) = %

E @ wp=25sin(8nr)

Per trilling wordt 4 - 25 = 100 mm afgelegd.
Er zijn g—z =4 trillingen per seconde,
dus P legt per minuut 60 + 4 - 100 = 24000 mm = 24 m af.
Uug = 40 sin(6mz).
Per trilling wordt 4 - 40 = 160 mm afgelegd.
Er zijn g—: =3 trillingen per seconde,
dus Q legt per minuut 60 -+ 3 - 160 = 28 800 mm = 28,8 m af.
Het punt Q legt de grootste afstand per minuut af. Het verschil is 4,8 m.
b Op 7= 0 beginnen P en Q beide aan een nieuwe trilling,
P heett trillingstijd % seconde en Q heeft trillingstijd % seconde. Dus na 1 seconde
heeft P 4 trillingen gemaakt en Q 3 trillingen, dus beginnen P en Q na 1 seconde
beide de tweede keer aan een nieuwe trilling.
Dusop¢=1.
¢ De afstand tussen P en Q is 125 sin(8xf) — 40 sin(6m‘)’.
Voer in y, = |25 sin(8mx) — 40 sin(61tx)| eny, =30.
De optie snijpunt geeft x = 0,2360...
Dus het eerste tijdstip is £~ 0,236.

EEl @ f(x) =0 geeft 2sin?(x) + sin(x) = 0

sin(x)(2sin(x) + 1) =0

sin(x) = 0 v sin(x) = -1

x=k-7rvx=—én+k-2nvx=lén+k'2n
x in [0, 2x] geeftx:va=nvx=1énvx=1%7tvx=21t

0= j feo)dx = j (2sin%(x) + sin(x)) dx = j (2sin%(x) = 1+ 1 + sin(x)) dx
0 0 0

= j (-cos(2x) + sin(x) + 1) dx = [~5sin(2x) - cos(x) +x]}
0

= -3sin(2m) — cos(m) + 1 — (~Lsin(0) — cos(0) + 0) =0 — -1 + T+ 0+ 1 =2 + 1
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b f(x)=2sin%(x) + sin(x) geeft f(x) = 4 sin(x) cos(x) + cos(x)
f(x) = 0 geeft 4sin(x) cos(x) + cos(x) =0
cos(x)(4sin(x)+1)=0
cos(x) =0 v sin(x) = —}T
x=%nvx= l%nvsin(x)=—}¢
flm)=2sin?(Gm) +sinGm) =2-1+1=3
f(imy=2sin?(13m) +sin(lzm) =2+ 1-1=1
sin(x) =& geeft f(x) =2 - (-)* —§="3%
f(x) = p heeft precies vier oplossingen voor —% <p<0vO0<p<l
¢ fGn-p)=2 sin?(3m—p) + sinGm — p)
= 2(sin(%n) cos(p) — cos(% m)sin(p))* + sin(% m)cos(p) - cos(% ) sin(p)
=2(1 + cos(p) —0)>+ 1 - cos(p) =0
=2 cos?(p) + cos(p)
flbn+p)=2sin(Gn+ p) +sinG7 + p)
= 2(sin(% m)cos(p) + cos(% ) sin(p))? + sin(% w)cos(p) + cos(%n) sin(p)
=2(1 + cos(p) +0)>+ 1+ cos(p) +0
=2cos?(p) + cos(p)

Er geldt f1 (%n -p)=f (157: + p), dus de grafick van f is symmetrisch op het interval [0, x].
p=fGn—5m) =fGm=2"GF+3=1

x(¢) = sin(f) + cos(?)
ﬂj a {y(t) =1+2sin(2¢+ )

x2 = (sin(?) + cos(#))? = sin®(¢) + 2 sin(#) cos(#) + cos’(f) =1 + sin(27)

y=1+2sin(2t + m) =1 — 2sin(27) } _ 2
. : =1-2(x*-1)
2=1+ =x2- Y
x% =1+ sin(27) geeft sin(2) =x* -1 y=1-2x+2
y=-2x*+3

Dus de baan van P is een deel van de bergparabool y =-2x*+ 3.
Dusa=-2enb=3.

b x2=1.+sin(2t)}05x2§2
-1<sin(2H) <1 —\/ESxS\/E
x=-2eny=-2x>+3 geeft y=-1
x=+2eny=-2x2+3geefty=-1
Dus de keerpunten zijn (—\/5, -1)en (\/5, -1).

Bladzijde 235
m a De baan van P is de cirkel met middelpunt O en straal 4, de baan van Q is de cirkel
met middelpunt O en straal 5.
De minimale afstand tussen Pen Qis 5—4 =1 voor 5t=3t+k - 2n
2t=k-2n
t=k-m
Dus de minimale afstand wordt bereikt voor =0, t=m en ¢ = 2.
De maximale afstand tussen P en Qis 5 +4 =9 voor 5t=3t+n+k-2n
2t=m+k-2n
t=in+k-n
Dus de maximale afstand wordt bereikt voor # =57 en = 3.
b PQ?=(5cos(3f) —4cos(50)* + (5sin(37) — 4 sin(51))?
= 25 cos?(3¢) — 40 cos(31) cos(5) + 16 cos(51) + 25 sin*(37) — 40sin(37)sin(57) + 16 sin?(5%)
= 25(cos?(31) + sin?(3)) + 16(cos*(5¢) + sin*(5)) — 40(cos(37) cos(5¢) + sin(37) sin(57))
=25+ 16 — 40cos(3f — 5f) = 41 — 40 cos(-2f) =41 —40cos(2H) =41 — 40(1 — 2sin%(¢))
=41 — 40 + 80sin%(#) = 1 + 80sin*(¥)

Dus PQ = /1 + 80sin(?).
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¢ PO=4l

J1+80sin’(r) = \/41

1 + 80sin’(r) = 41

80 sinz(t) =40

sin®(f) =5

sin(f) = 2 2 v sin(f) =-5+/2

t=yn+k- 2nvt—jn+k- evi=—im+k-2mvi=lin+k-2n

tin [0, 2n] geeft r=1m v t=3mvit= lzmvie= 31
d Evenwijdig met de y-as, dus xp, = Xg

4 cos(57) = 5cos(31)

Voer in y; =4cos(5x) en y, = 5cos(3x).

De optie snijpunt geeft x = 0,756...

Dus voor = 0,76.

£ a y=0geeft cos(?;t)=0
3l:§7t+k’1t

t=¢n+k-in
t= én geeft het punt (%, 0).
t= %1: geeft het punt (-1, 0).
t= %n geeft het punt (%, 0).

x(¥) = cos(2f) x(1) =-2sin(2f) = o {-2sin(2¢)
0 = cos(3) B 1 =3 sin(37) ™ dus V() = (—3 sin(3t))'

s (5 (F) (4
o=t () (5)2(

l(l) (\H' i —3]

Z
PRI
Dus ¢ = 60°.
b x=0geeft cos(2r)=0
2=im+k-n

t=gm+k- im
. }‘n geeft het punt (0, —%\/E)_
t=3m geeft het punt (0, 5/2).

6= (3l

-15
Stel k:y=ax+bmetag= \/7

Dus k:y——- 2 x+2\/—
De baansnelheid is v(371) = \/(—2 sin(n))2 +(3sin(13m)2=/0+9 =3,
d d4,B)= 1 dus 4 op de lijn y= 2, omdat de baan symmetrisch is in de x-as.
cos(39) =3
3t=§n+k- 2nv3t=-itn+k-2n

t=51;n+k-§nvt—-—1r+k

fenkdoor(O,zf)

tin [0, m] geefttzgnvt=§nvt=§n

x(5m) = cos(G ) = 0,766...

x(;n) = cos(14n) =0,173...

x(9 )= cos(9 m) =-0,939...

Dus p=-0,94v p=0,17v p=0,77.
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m a y=0geeft2cos(2f)=0
cos(2H)=0
2t= %n +km
t= }Tn +k-3m
t= —%n geeft het punt (1% 2, 0).
x(f) =3 cos(t + 57) cofy d X (O =3sin(r + ln)
() =2cos(2f) © 1) = -4sin(2)

- (-3sin(t+3m)
D“”(t)’( ~4sin(20) )

o (-4

geeft 9 =-62,061...°

tan(p) = 3 % 7
Dus de hoek waaronder de baan de positieve x-as snijdt is ongeveer 62,1°.
b De baansnelheid is w(-57) = \/(—1%\/5)2 +42= \/4% +16= \/g =182
x =0 geeft 3cos(z + %n) =0
cos(t + %n) =0
t+3m= ln+k-n

t=k-m
t= 0 geeft y =2, dus de baan snijdt de y-as in het punt (0, 2).
Dus de vergelijking van de parabool is van de vorm y = ax? +2.
y=ax*+2

- (-3)2%+2=-
t.—_%ﬂ: geefthetpunt(‘3’_2) gai?i g i
gl

Dus y =-3x2+2.

Substitutie van x = 3 cos(f + l7t) eny=2cos(2f)iny= -%xz +2 geeft

2c0s(2f) =-% - (3cos(t +3 1m)>+2

2c08(28) = -§ 9(cos(t + 3m))? +2

2 cos(21) = -4(sin(f + T))* + 2

cos(2f) = -2(-sin(?))* + 1

cos(2f) = 1 — 2sin’(¢)

Dit klopt voor elke t, dus de baan van P is een deel van de parabool y = ——x2 +2;
- (3 cos(t+5 n))

2 cos(2f)
— > [ -2cos(2f)
PQ=p.= (3 cos(t + %n))

- oz 3cos(t+ %n) N “2cos(20) | _ (3 cos(t+ %n) —2cos(2f)
7P TP 2 cos(2f) 3cos(z+ %n) 2 cos(2%) + 3 cos(t + ;—n)
=3cos(t+3 n) 2 cos(2t)
=2cos(2f) +3cos(t+3 n)
e Qopdey-as geeftx,=0 y
3cos(t+3m) —2cos(21) =0
3cos(t+ %n) =2cos(21)
Voer in y, =3 cos(x + %n) en y, = 2 cos(2x).
De optie snijpunt geeft x = -0,439...
Dus £=-0,439... en dit geeft P(1,276...; 1,276...). R 2
O(OPQR) = OP? = 1,276...2 + 1,276... 25 3,26.

Dus de bewegingsvergelijkingen van Q zijn {,V

1,276...

o 1,276...
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