gen.com

VWO DEEL 4

Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkin

LEERBOEK

MODERNE
WISKUNDE

n. Noordhoff

e (e
Plelienaeietetiel
IR Setes

e
SIS
'-’.
S



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

12e editie
Moderne Wiskunde
vwo AC deel 2



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Serieoverzicht Tweede Fase

havo

VWO
Al B1 AC1 B1
A2 B2 AC2 B2
A3 B3
A3 C3 B3
Adb Cé B4

Eventuele op- en aanmerkingen over deze of andere uitgaven kunt u richten aan: Noordhoff
Uitgevers bv, Afdeling Voortgezet onderwijs, Antwoordnummer 13, 9700 VB Groningen of via het
contactformulier op www.mijnnoordhoff.nl.

De informatie in deze uitgave is uitsluitend bedoeld als algemene informatie. Aan deze informatie
kunt u geen rechten of aansprakelijkheid van de auteur(s], redactie of uitgever ontlenen.

MIX

Papler van
ESC verantwoorde herkomst

wmicoy  FSC® C118189

0/20

© 2020 Noordhoff Uitgevers bv, Groningen/Utrecht, The Netherlands

Deze uitgave is beschermd op grond van het auteursrecht. Wanneer u (herlgebruik wilt maken
van de informatie in deze uitgave, dient u vooraf schriftelijke toestemming te verkrijgen van
Noordhoff Uitgevers bv. Meer informatie over collectieve regelingen voor het onderwijs is te
vinden op www.onderwijsenauteursrecht.nl.

This publication is protected by copyright. Prior written permission of Noordhoff Uitgevers bv is
required to [reJuse the infermation in this publication.

ISBN 978-90-01-89216-6

© Noordhoff Uitgevers bv




Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

12e editie
Moderne Wiskunde
vwo AC deel 2

Harm Bakker

Bert Boon

Dick Bos

Ferdi Doddema
Wim Doekes
Gerben van der Hoek
Ilse de Jong

Boris Nolte

Gerard van Proosdij
Rindert Reijenga
Geertrui Schaberg
Ron Sinkeldam
Carolijn Tacken

Noordhoff



Voorkennis 8 Voorkennis 124
7.1 Experimentele kansen 10 9.1 Lineaire formules 126
7.2 Theoretische kansen 14 9.2 Gebroken formules 130
7.3 Kansen berekenen 18 9.3 Woartelformules 134
7.4 Kansen en roosters 22 9.4 Machtsformules 138
7.5  Vaasmodel 26 7.5 Substituties 142
7.6 Kansverdeling en verwachtingswaarde 30 9.6 Gemengde opdrachten 146
7.7  Gemengde opdrachten 34 Onderzoeksopdrachten 147
Onderzoeksopdrachten 35 Samenvatting 148
Samenvatting 36 Test jezelf 152
Test jezelf 40 Extra oefening 154

Extra oefening 42

10 Verdelingen en steekproeven
8A De afgeleide 44 (met ICT) 156

Voorkennis 46 Voorkennis 158
8A.1  Hellingen berekenen 48 10.1  Frequentieverdelingen 160
8A.2  Hellinggrafieken 52 10.2  Continue en discrete variabelen 164
8A.3  De afgeleide functie 56 10.2  De normale verdeling 168
8A.4  Regels voor differentiéren 60 10.4  Werken met de normale verdeling 172
8A.5 Maximaen minima 64 10.5  Steekproeven 176
8A.6  Gemengde opdrachten 68 106 Gemengde opdrachten 180
Onderzoeksopdrachten 69 Onderzoeksopdrachten 181
Samenvatting 70 Samenvatting 182
Test jezelf 74 Test jezelf 186
Extra oefening 76 Extra oefening 188

Vaardigheden 5 190

8C Vorm enruimte 78 Meten 192

Voorkennis 80 Vergelijkingen en ongelijkheden oplossen 193

. o Formules herleiden 195

gg; gglgt\(g;nm‘lsgntﬂ: g: Hellingen benaderen 195
8C.3  Aanzichten 90
8C.4  Werken met aanzichten 94
8C.5 Symmetrie 98
8C.6  Inhoud en schaalvergroting 102
8C.7 Gemengde opdrachten 106

Onderzoeksopdrachten 107

Samenvatting 108

Test jezelf 112

Extra cefening 114

Vaardigheden 4 116
Systematisch tellen 118
Lineaire formules 120

© Noordhoff Uitgevers bv



11 Toevalsvariabelen 196 Keuzeonderwerpen 230

Voorkennis 198 ; . 5 .
111 Stochasten 200 Uit de geschiedenis van de wiskunde 232

11.2  Standaardafwijking van een stochast 204
11.3  Normale verdeling 208
11.4  Rekenregels voor stochasten 212
11.5 De+n-wet 216
11.6  Gemengde opdrachten 220
Onderzoeksopdrachten 221
Samenvatting 222
Test jezelf 226
Extra oefening 228

Trefwoorden 252

Moderne Wiskunde

vwo AC
deel Z

© Noordhoff Uitgevers bv



Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

In dit hoofdstuk
In de onderbouw heb je kennis gemaakt met het begrip kans
en heb je eenvoudige kansproblemen leren oplossen.

In dit hoofdstuk leer je nieuwe kansproblemen op te lossen.
Je hebt daarbij kennis nodig hoe je in complexe situaties het
aantal mogelijkheden telt. Daarmee sluit dit hoofdstuk ook
aan op wat je in hoofdstuk 1 hebt geleerd.

In de delen 2 en 3 wordt deze kennis toegepast in allerlei
situaties waarin toeval een rol speelt. Je bent daardoor in
staat om bijvoorbeeld betrouwbare uitspraken te doen naar
aanleiding van de uitslag van een steekproef.

o BT MRS SV AR
Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Ordenen en structureren opdracht 27
- Abstraheren opdracht 23
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V1

~

Een kanstol is verdeeld in acht even grote sectoren. De wijzer
geeft na draaien een willekeurige sector aan.

b

Hoe groot is de kans dat de wijzer de 5 aanwijst? Geef je
antwoord in een breuk.

Hoe groot is de kans dat de wijzer een even getal aanwijst?
Geef je antwoord als een decimaal getal.

Hoeveel procent is de kans dat de wijzer een rood vak
aanwijst?

Hoe groot is de kans dat de wijzer een rood vak met een

oneven getal aanwijst? Geef je antwoord op drie manieren.

De wijzer wordt 1000 keer gedraaid Annet redeneert: ‘De

kans op het getal 14 is hier 1 3- dus de wijzer zal
l x 1000 = 125 keer op het getal 14 blijven staan.’
Wat vind je van deze redenering?

Hoe bereken je een kans bij een kansexperiment waarbij
alle mogelijkheden even waarschijnlijk zijn?

1
2

3

Bereken de kans dat bij het gooien met twee dobbelstenen
de som van de ogen gelijk is aan 5.

Oplossing
1 In een schema kun je alle mogelijkheden weergeven.
Je telt een totaal van 6 x 6 = 36 mogelijkheden.
2 Vier van de mogelijkheden voldoen aan de gestelde eis.
3 De kans dat de som van de ogen gelijk is aan 5 is 34—6 =1,

Tel het totaal aantal mogelijkheden.

Tel hoeveel van die mogelijkheden voldoen aan de gestelde
eis.

Deel het aantal mogelijkheden die voldoen aan de gestelde
eis door het totaal aantal mogelijkheden.

1|z!3|4\5|6

ax|u1|-h\u}m|_-

9

(1-1): (1 2)1(1-3)1 (1 4)!(1-5): (176)

('2'"13 (2'"2') Ei"?»') (2"743 ('2"'53 ('2"63

(5:_1) L (6 :2)£ (6 _—_3)L(_6_—_ 4) i (6: 3) L(6: 6).

V2  Een kaartspel bestaat uit 52 kaarten, waarvan 13 harten,
13 ruiten, 13 schoppen en 13 klaveren.

b

Janet trekt één kaart uit het hele spel.

Bereken de kans dat de kaart een schoppen is.

Nadat Janet de kaart heeft teruggelegd, pakt Charl een
kaart.

Bereken de kans op een schoppen vrouw.

Charl legt de schoppenvrouw niet terug. Nu trekt Matthijs
een kaart.

Hoe groot is de kans op een vrouw?

Hoofdstuk 7 Kansen
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V3

V4

V5

Vé

Je gooit met twee dobbelstenen.

a
b
c

Bereken de kans dat de som van de ogen gelijk is aan 4.
Bereken de kans dat het verschil van de ogen gelijk is aan 0.
Bereken de kans dat de getallen 1, 2 en 3 op geen van beide
dobbelstenen voorkomen.

Bij herhaalde keuze uit twee alternatieven waarbij het
aantal per alternatief vastligt gebruik je een rooster als
telmodel. Een route van lengte #n met r stappen naar rechts
komt overeen met een combinatie van r uit n. Het aantal

. . . . n .
combinaties van r uit # noteer je als ( ) en bereken je met
r

je rekenmachine. In andere gevallen kan een boomdiagram
een handig telmodel zijn.

o w

Leg uit dat er 21 kortste routes zijn er van 4 naar B.
Hoeveel kortste routes zijn er van 4 naar C?

. (12 " 12
Waarom is 5 gelijk aan 7 ?

Hoeveel kortste routes zijn er van A4 via B naar C?

In de vaas zitten acht verschillend gekleurde knikkers.

Jon haalt de acht knikkers uit de vaas en legt ze op een rijtje
naast elkaar.

Hoeveel verschillende rijtjes kan Jon maken?

Peter haalt vier knikkers uit de vaas.

Hoeveel verschillende rijtjes kan Peter maken?

Joke pakt een knikker, schrijft de kleur op en legt de
knikker weer terug. Dit herhaalt ze nog vier keer.

Hoeveel verschillende rijtjes kan Joke maken?

Je gooit vijf keer met een dobbelsteen en noteert na elke worp
het aantal ogen. Er ontstaat zo een getal van vijf cijfers.

a
b

Hoeveel verschillende getallen zijn er zo mogelijk?

Maaike gooit drie keer een 1 en twee keer een 6.

Hoeveel verschillende getallen kun je maken met deze
cijfers?

Merel gooit drie keer een 4, één keer een 5 en één keer een 6.
Hoeveel verschillende getallen kan zij maken?

Hoeveel verschillende getallen kun je maken met vijf
verschillende uitkomsten van de worp met een dobbelsteen?

© Noordhoff Uitgevers bv
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7.1 Experimentele kansen

Je leert - wat een experimentele kans is
- hoe je met toevalsgetallen een experiment simuleert

Leerroutes - ondersteunend: 1—02—3—4—5—6
- doorlopend: 1—2—3—4—5—-6
- uitdagend: 1—2—4—5—-6—U1

Als een punaise valt, komt hij ‘op zijn rug’ of
‘op zijn kant’ terecht. Stel je hebt cen doosje met
20 punaises.
» Kun je hiermee laten zien dat bij een worp
met een punaise de kans op ‘rugligging’ niet
gelijk is aan 50%?
» Is deze kans groter of kleiner dan %?

aantal keer

1  Masho en Peter spelen vaak darts met elkaar. Masho heeft
bijgehouden hoe vaak hij gewonnen heeft en hoe vaak Peter gewonnen
gewonnen heeft. In de tabel staat het resultaat. Nl ‘ 148

Hoe groot schat je op basis van deze tabel de kans dat Masho 102
een spelletje darts wint van Peter? Geef je antwoord in een
breuk en als procenten.

Bij een toevalsexperiment of kansexperiment staat het resultaat (de
uitkomst) niet van tevoren vast, omdat de uitkomst door toeval wordt
bepaald. Een uitkomst of een aantal uitkomsten bij elkaar heet een
gebeurtenis. Door een experiment vele malen uit te voeren en het aantal
keren dat de gebeurtenis optreedt te delen door het totale aantal
experimenten, kun je met de gevonden relatieve frequentie de kans op de
gebeurtenis schatten. De op deze manier gevonden schatting heet een
experimentele kans.

Kansen kun je aangeven met procenten, maar vaak wordt gekozen voor een
getal tussen O en 1. In plaats van “de kans is 13%’ of ‘de kans is 13 op 100°

zeg je: ‘De kans is % of 0,13".

Voorbeeld

Een tuinder heeft een grote partij zonnebloemzaadjes. Om vast te stellen hoe gekiemd | ja | nee
groot de kans is dat de zaadjes kiemen, zaait hij een aantal zaadjes. - | 68 | 12
Hoe groot schat je de kans dat een willekeurig zaadje uit deze partij kiemt?

Peter

Oplossing
Het is een experimentele kans. Het aantal gezaaide zaadjes is 68 + 12 = 80.

, y % c ol 68 17
De relatieve frequentie van het aantal gekiemde zaadjes is g5 20

De experimentele kans op de gebeurtenis ‘Het zaadje kiemt’ is %% of 0,85.

10 Hoofdstuk 7 Kansen © Noordhoff Uitgevers bv
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Ondersteunende route = maak opdracht 02

Voor een kunstdriedaagse op school moeten de leerlingen een

keuze maken uit muziek, dans, beeldende kunst of foto&film. ] | B |torsl
De organisatie vraagt 48 leerlingen om een keuze te maken. muziek 514 9
Zo hoopt zij een beeld te krijgen hoe er gekozen gaat worden. dans 19 10
In de tabel zie je hoe de leerlingen gekozen hebben. Ook zie je beeldende kunst | 2 | 3 5
hoe de verdeling naar geslacht is. Geef je antwoorden op de foto&film 14 10| 24
volgende vragen als een getal tussen O en 1.

a gBﬁ:reken dge kans dat gen willekeurige leerling beeldende talaal 2| 2% | e

kunst kiest.
b Hoe groot is de kans dat een leerling muziek of dans kiest?
¢ Bereken de kans dat een jongen voor dans kiest.
d Bereken de kans dat een willekeurige leerling die foto&film
kiest een meisje is.

Jeroen draait de kanstol 80 keer en noteert 48 keer blauw.

a Hoe groot is op basis van dit experiment de kans op de
uitkomst blauw?

b Hoeveel keer verschilt het aantal keer blauw met het aantal
dat je zou verwachten?

Marlijn komt uit een gezin met vier kinderen. Hij heeft drie
zussen. Hij wil weten hoe groot de kans is dat een willekeurig
gezin met vier kinderen bestaat uit drie meisjes en een jongen.
Hij gooit met vier geldstukken. Elke geldstuk stelt een kind
voor. Het kind is een meisje als munt wordt gegooid en het
kind is een jongen als er kop wordt gegooid. Dit experiment
herhaalt hij 10 keer, 25 keer en 100 keer. Hij telt telkens het
aantal keer dat hij munt heeft gegooid. In de tabel lees je
bijvoorbeeld af dat van de 25 keer gooien met vier geldstukken
er zeven keer een rijtje lag met drie keer munt.

aantal worpen met | aantal keren munt

vier geldstukien 0 | 1 ‘ ) ‘ 3 ‘ 4
10 keer 0 3| 4 1 2
25 keer 1 5|10 7| 2
100 keer 4 |24 | 41 |26 | 5

a Welke gezinssamenstelling hoort bij een rijtje met 2 keer
kop en 2 keer munt?

b Hoeveel keer lag er bij 100 keer gooien twee keer munt boven?

¢  Welke kolom kun je het beste gebruiken om de kans op een
gezin met drie meisjes en een jongen te schatten? Waarom?

d Hoe groot zal Marlijn de kans op een gezin met drie meisjes
en ecen jongen schatten?

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Kansen 11



Voorbeeld
Rekenmachines en computers kunnen toevalsgetallen of 6181231184 7245328176
randomgetallen produceren. Dat zijn willekeurige getallen uit 2050809542 3017450175
het interval {0, 1). Met behulp van toevalsgetallen kun je een 9846634426  .2492764264
experiment naspelen of simuleren.

(4]

In bepaalde delen van India worden meer jongens dan meisjes

m geboren. In de provincie Punjab is de verhouding van het

aantal geboren jongens en het aantal geboren meisjes gelijk

aan 3:2.

a Leg uit dat de kans op een meisje gelijk is aan 0.4.

b Als je let op gezinnen met vijf kinderen in de provincie
Punjab, dan kun je met behulp van toevalsgetallen de
samenstelling van deze gezinnen simuleren.

In het voorbeeld zie je zes toevalsgetallen. Elk getal bestaat
uit 10 cijfers. Een groepje van vijt cijfers stelt een gezin

van vijf kinderen voor.

Verdeel de toevalsgetallen in groepjes van vijf cijfers.

¢ Waarom kun je zeggen ‘De cijfers 0, 1, 2 en 3 in cen
toevalsgetal stellen een meisje voor en de cijfers 4, 5, 6, 7,
8 en 9 stellen een jongen voor.™?

d Hoeveel gezinnen met drie meisjes zijn op deze manier
gesimuleerd?

e Bereken de experimentele kans op een gezin met drie
meisjes en twee jongens.

f Hoe groot is de experimentele kans op een gezin met vijf

jongens?
6 In de tabel staat het resultaat van een simulatie van 100 keer, aantal worpen
500 keer en 5000 keer gooien met cen geldstuk. | 100 | 500 | 5000
a Hoeveel verschilt het aantal keren kop bij 100 keer gooien kop 58 262 2576
in de tabel met het aantal dat je zou verwachten? munt 42 238 2424

b En hoeveel bij 500 keer? En bij 5000 keer?

¢ Bereken hoeveel procent het percentage kop bij 100 keer,
500 keer en 5000 keer gooien afwijkt ten opzichte van het
percentage dat je verwacht.

d Welke conclusie trek je uit je antwoorden van opdracht c?

Uitdagende route = maak opdracht U1

12 Hoofdstuk 7 Kansen © Noordhoff Uitgevers bv



Ondersteunende opdrachten

02  Een school heeft geteld welke profielen hun leerlingen in
vwo 4 volgen. In de tabel zie je, uitgesplitst naar geslacht,
het resultaat. Zo zijn er bijvoorbeeld 83 meisjes in vwo 4
die het profiel NT volgen.

a Vul de tabel verder in.

b Hoeveel leerlingen volgen in vwo 4 het profiel EM?

¢ Leg uit dat de kans dat een willekeurige leerling in
vwo 4 het profiel EM volgt, gelijk is aan % =0,31.

d Leg uit dat de kans dat een willekeurig meisje in vwo 4
het profiel CM volgt, gelijk is aan % =(),10.

e Hoeveel leerlingen in vwo 4 volgen het profiel NG of het
profiel NT?

f Bereken de kans dat een leerling in vwo 4 het profiel NG
of het profiel NT volgt. Geef je antwoord als een getal
tussen Oen 1.

g Bereken de kans dat een willekeurige leerling in vwo 4 die
het profiel NG volgt een meisje is.

geslacht

totaal

profiel

J

CM
EM
NG
NT

8
83
48

114

29
86
89
83

A

totaal

253

Uitdagende opdrachten

U1 De Franse wetenschapper de Buffon (1707-1788) voerde
een bijzonder toevalsexperiment uit. Hij liet 25 naalden
van gelijke lengte vallen op een stuk papier waarop twee
evenwijdige zwarte lijnen waren getekend. Daarbij is de
afstand tussen de evenwijdige lijnen gelijk aan de lengte
van de naalden. Hij lette op de gebeurtenis dat een
willekeurige naald é&én van de zwarte lijnen snijdt.

In de tekening zie je zo’n uitgevoerd experiment.

a Bereken op basis van de tekening de experimentele
kans op die gebeurtenis.

b De Buffon toonde aan dat je ook kon beredeneren hoe

.. . 2
groot deze kans moest zijn. Hij kwam op —.
T

Gebruik dit resultaat en je antwoord bij opdracht a om
een benadering van nt te geven.

¢ Hoe zou je een betere benadering van het getal n kunnen
krijgen?

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert

Leerroutes

Marten moet in het spel Catan een dorp plaatsen
in A of in B. In het spel wordt met twee
dobbelstenen gegooid. Degene die zijn dorp in A
heeft geplaatst, krijgt een grondstof als in totaal 3
of 8 ogen worden gegooid. Degene die zijn dorp
in B heeft geplaatst, krijgt een grondstof als in
totaal 5 of 9 ogen worden gegooid. Marten denkt
dat hij met een dorp in A vaker een grondstof
krijgt dan met een dorp in B.

- Ben je dat met hem eens?

In een vaas zitten vier witte, zes blauwe en vijf rode knikkers.

- doorlopend:
- uitdagend:

- wat een theoretische kans is
- wat een complementaire gebeurtenis is

a Piet trekt een rode knikker.

Hoe groot is de kans dat de volgende knikker die hij trekt
ook rood is?
b Alle knikkers gaan weer terug in de vaas en Marleen trekt

twee witte knikkers en een blauwe knikker uit de vaas.

Bereken de kans dat de volgende knikker die zij trekt rood

1S.

- ondersteunend: 7—08—9—10—11—012—13
7—8—9—10—11—12—13
7—8—9—10—11—13—-U2

Kansen op gebeurtenissen die je vindt door redeneren en
rekenen, heten theoretische kansen.

P(G) is de notatie voor de kans op gebeurtenis G.

Bij toevalsexperimenten waarbij alle mogelijke N uitkomsten

even waarschijnlijk zijn, bereken je de kans op een gebeurtenis

G als volgt: deel het aantal voor G gunstige uitkomsten n(G)

n
door het totaal aantal uitkomsten N, dus P(G) = ﬁ

N

Bij een worp met twee dobbelstenen is
gebeurtenis 4: De som van de ogen is
vier.

Bereken P(A).

Oplossing

Er zijn 6 x 6 = 36 mogelijke uitkomsten.
Er zijn 3 gunstige uitkomsten, namelijk
(1,3}, (2:2) en'(3,1).

Ondersteunende route = maak opdracht 08

8 Liesbeth stelt Peter de volgende weddenschap voor:

‘“We gooien met twee dobbelstenen. Alser een | of een 6 valt

of allebei, dan win ik. Anders win jij.”

Maak een schema met alle mogelijke vitkomsten en zoek uit of

deze weddenschap gunstig is voor Peter.

Hoofdstuk 7 Kansen
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1

Je ziet twee kanstolletjes. Het tolletje links heeft vier gelijke

delen en het tolletje rechts heeft drie gelijke delen. Elk tolletje

wordt één keer gedraaid. Een mogelijke vitkomst is (4 - 2),

waarbij het tolletje links op kant 4 en het tolletje rechts op kant

2 terecht is gekomen.

a Waarom is de uitkomst (2 - 4) niet mogelijk?

b Maak een schema met alle mogelijke uitkomsten.

¢ Bereken de kans dat de som van de getallen van een
uitkomst gelijk is aan 4.

d Vul de tabel verder in.

som\2|3|4\5\6\7
kans‘||“‘

e Bereken de kans dat de som van de getallen van een
uitkomst minstens 5 is.

Bij twee dobbelstenen, twee geldstukken of twee tolletjes

kun je een alle uitkomsten overzichtelijk in een schema zetten.
Bij drie dobbelstenen, drie geldstukken of drie tolletjes kun
je geen schema gebruiken, maar gebruik je bijvoorbeeld een
boomdiagram.

Je gooit drie keer met een geldstuk en je noteert bij elke worp

kop of munt.

a Hoeveel mogelijke uitkomsten zijn er?

b De gebeurtenis KM M is: Je gooit eerst kop en daarna twee
keer munt.
Bereken P(KMM).

¢ Op hoeveel manieren kun je één keer kop en twee keer munt
gooien?

d Bereken de kans dat je één keer kop en twee keer munt gooit.
e Bereken de kans dat je twee keer kop en één keer munt gooit.

Bij een toevalsexperiment wordt met een dobbelsteen gegooid.

Op het blaadje staan vijf gebeurtenissen gedefinieerd.

a LeguitdatP(4)=1.

b Waarom is P(B) + P(C) = 1?

¢ Legzonder de kansen uit te rekenen uit dat ook moet
gelden: P(D) + P(E) = 1.

d Hoe komt het dat P(C) + P(E) > 1?

© Noordhoff Uitgevers bv

A:Het aantal ogen is positief.

B: Het aantal ogen is oneven.

C: Het aantal ogen is even.

D:Het aantal ogen is zes.

E:Het aantal ogen is minder
dan zes.

Hoofdstuk 7 Kansen
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Bij elk toevalsexperiment geldt dat de som van de kansen op
alle uitkomsten gelijk is aan 1.

Twee gebeurtenissen heten complementair als ze samen alle
uitkomsten bevatten, maar geen enkele uitkomst
gemeenschappelijk hebben.

Het complement van de gebeurtenis 4 wordt genoteerd als
niet-A.

Omdat P(A) + P(niet-A) = 1, geldt de complementregel:
P(A) =1 — P(niet-A).

Voorbeeld

Bij een worp met twee dobbelstenen is
gebeurtenis 4: De som van de ogen is
minstens 3.

Bereken P(A4).

Oplossing

De gebeurtenis niet-4 is: De som van de
ogen is kleiner dan 3.

Daarbij hoort de uitkomst (1, 1).
P(niet-A)= 3z en P(4)=1 — 3¢ =32

Ondersteunende opdracht = maak opdracht 012

12  Deze opdracht gaat over de twee kanstolletjes van opdracht 9.
m a Gebeurtenis 4 is: De som van de getallen van een
uitkomst is gelijk aan 7.

Bereken P(niet-A).

b Gebeurtenis B is: De som van de getallen van een uitkomst
is gelijk aan 4.
Gebeurtenis C is: Het verschil van de getallen van een
uitkomst is gelijk aan 1.
Bereken P(B) en P(C).

¢ De gebeurtenis X bestaat uit de uitkomsten waarbij
gebeurtenis B wel optreedt en gebeurtenis C niet.
Bereken P(X).

d Gebeurtenis D is: Het verschil van de getallen van een
uitkomst is groter dan 1.
Bereken P(niet-D).

13  Je gooit met drie dobbelstenen.

a Hoeveel mogelijke uitkomsten zijn er?

b Bij hoeveel van die uitkomsten is de som van de ogen gelijk
aan 4?

¢ Gebeurtenis 4 is: De som van de ogen is meer dan 4.
Omschrijf de gebeurtenis niet-A.

d Bereken P(niet-A).

e Gebeurtenis B is: De som van de ogen is minder dan 17.
Bereken P(B).

Uitdagende route = maak opdracht U2

16 Hoofdstuk 7 Kansen
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Ondersteunende opdrachten

08 a Petra gooit met twee dobbelstenen en let op de som

van de ogen. )
Vul het schema verder in.

b Op hoeveel manieren kun je een som van acht ogen -
gooien? 3

¢ Petra zegt: “De kans op de som van acht ogen is gelijk 4
aan 35—6.’ 5
Hoe kun je dat beredeneren?

d Hoeveel mogelijkheden zijn er waarbij met één of 6

beide dobbelstenen 2 of 5 ogen wordt gegooid?
e Bereken de kans dat met één of beide dobbelstenen
2 of 5 ogen wordt gegooid.

012  Je gooit met een gewone dobbelsteen en met een
viervlaksdobbelsteen. Een viervlaksdobbelsteen heeft de
uitkomsten 1 tot en met 4. Op de foto zie je dat met de
viervlaksdobbelsteen 1 is gegooid.

a Maak een schema waarin je alle mogelijke uitkomsten
aangeeft en leg uit waarom er 24 mogelijke uitkomsten
zijn.

b Gebeurtenis 4 is: De som van de getallen van een
uitkomst is gelijk aan 7.

In hoeveel van de 24 mogelijke uitkomsten gebeurt dit?
¢ Bereken P(A4) en P(niet-A)

d Gebeurtenis B is: Het verschil van de getallen van een
uitkomst is gelijk aan 1.

In hoeveel van de 24 mogelijke uitkomsten is dit het geval?

e Bereken P(B) en P(niet-B).

f Gebeurtenis X bestaat uit de uitkomsten waarbij
gebeurtenis B wel optreedt en gebeurtenis A4 niet.

Bereken P(X).

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
A b e B o e e B v D
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
L e R e B
1 1 [l 1 ]
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
it tiath fiosefadally frpticataty Hotiafate ®) ettt
1 1 1 1 1
1 1 1 1 )
R R e s S S e T R R S s R
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
I Eaabani gt Baliatadngty Hataiiatnalhy it cagtt fatadfia iy
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

».'

\

Uitdagende opdrachten

U2  Bijlootje trekken voor bijvoorbeeld Sinterklaas gebeurt het
nogal eens dat iemand zijn eigen lootje trekt. De vraag is hoe
groot de kans is dat dit gebeurt. Abe, Bente, Charlotte en Daan
besluiten om lootjes te trekken. Ze doen hun naam in een pot
en trekken éen voor één een naam.

a Bereken de kans dat niemand zijn eigen lootje trekt.

b Hoe groot is de kans dat minstens €één persoon zijn eigen
lootje trekt?

¢ Zodraiemand zijn eigen lootje trekt, worden alle lootjes
weer terug gedaan in de pot en wordt er opnieuw geloot.
Bereken de kans dat degene die als laatste een lootje uit de
pot neemt zijn eigen lootje trekt.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat een kanshoom is

Leerroutes - ondersteunend: 14—15—16—017—18—019—19
« doorlopend: 14—15—16—17—18—19—-20
« uitdagend: 14—15—16—17—18—19—U3

Van een dobbelsteen worden twee vlakken rood
en vier vlakken blauw gekleurd. De gebeurtenis R
is: Een rood vlak ligt boven. De gebeurtenis B is:
Een blauw vlak ligt boven. De kans op gebeurtenis
R en de kans op gebeurtenis B zijn niet even groot,
omdat er twee keer zoveel blauwe vlakken als rode
vlakken zijn.
+ Je gooit twee keer met deze dobbelsteen.

Is de kans op gebeurtenis BB ook twee keer

zo groot als de kans op gebeurtenis RR?

Er zijn twee vazen A en B. In vaas A zitten vijf rode en drie vaas A

groene knikkers en in vaas B vier rode en drie groene knikkers. i 7

Je trekt uit iedere vaas één knikker. In het schema zie je de RIR[RIR|R|G|G|G

samenstelling van de vazen weergegeven.

a Ga na dat er 56 mogelijke uitkomsten zijn.

b Leguit dat de kans op een rode knikker uit vaas A en een

Sxd _5b._ 3

gx7 56 14

¢ De gebeurtenis RG is: Je trekt een rode knikker uit vaas A
en een groene knikker uit vaas B.
Bereken P(RG) en P(GR). Zijn deze kansen gelijk?

d Bereken P(GG).

e Ga nadat P(RR) + P(RG) + P(GR) + P(GG) = 1.

rode knikker uit vaas B gelijk is aan

vaas B
QIOIR|ZR]| & *~

Je kunt het kansexperiment bij opdracht 14 ook weergeven

met een boomdiagram.

a Leguit waarom er bij vaas A bij de tak met rood % staat.

b Wat moet er bij vaas A bij de tak met groen staan?

¢ Leguit waarom bij het pakken van een knikker uit vaas B
de kansen% en % horen.

d Wanneer je de kansen bij de takken langs de route RR in
het boomdiagram vermenigvuldigt, krijg je % X ‘7—1.
Vergelijk dit met je antwoord bij opdracht 14b.

e Bereken ook de kansen van opdracht 14¢ door de kansen
langs de takken met elkaar te vermenigvuldigen.

f Bereken met het boomdiagram P(GG).

Hoe groot is de kans op twee knikkers van dezelfde kleur?

vaas A vaas B

I |

Hoofdstuk 7 Kansen © Noordhoff Uitgevers bv
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17  Carlijn komt op weg naar school langs vier verkeerslichten. De

Voorbeeld

Een kansboom is een boomdiagram met kansen langs de
takken. In een kansboom kun je de kans op een route (en
daarmee de kans op een uitkomst) berekenen door de kansen
langs de takken met elkaar te vermenigvuldigen.

Soms bestaat een gebeurtenis uit meerdere routes. De kans op
die gebeurtenis bereken je door de kansen op die routes bij
elkaar op te tellen.

Bij twee vierkeuzevragen gok je het antwoord.
Hoe groot is de kans dat je é¢én antwoord goed gokt?

Oplossing
De kans dat je een vraag goed gokt, is %. De kans dat

je een vraag fout gokt, is %.

Het gaat om de gebeurtenissen GF en FG.

1 3
P(GF)=1x3 =2 enP(FG)= x4 =7¢
De kans dat je één vraag goed gokt, is%+%=i%=%.

1e vraag 2e vraag

1 G

; GG

GF

FG

FF

3
1

Bij de kanstol geldt: P(A4) = 0,3, P(B) = 0,5en P(C) =0,2.
Elke keer als er gedraaid is, wordt de uitkomst 4, B of C
genoteerd. Er wordt twee keer gedraaid.
a Teken de kansboom bij deze situatie.
b Gebeurtenis X is: Je draait een A en een B.
Laat zien dat P(X) = 0,3.
¢ Bereken P(AA).
d Gebeurtenis Y is: Je draait twee keer dezelfde letter.
Bereken P(Y).

Ondersteunende route = maak opdracht 017

kansen dat deze op rood staan, zijn achtereenvolgens 0,6; 0,4;
0,7 en 0,8.

a Bereken de kans dat alle vier verkeerslichten op rood staan.
b Hoe groot is de kans dat de eerste op rood staat, de tweede

op groen, de derde op rood en de laatste op groen?
¢ Bereken de kans dat er één stoplicht op groen staat en de
andere drie verkeerslichten op rood staan.

© Noordhoff Uitgevers bv
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7.3 Kansen berekenen

18  Jarne weet dat hij bij handboogschieten gemiddeld zeven van
de tien keer de roos raakt. In een wedstrijd mag hij vier keer
schieten.

a Bereken de kans dat Jarne alleen de eerste en de derde keer
de roos raakt.

b Hoe groot is de kans dat hij één van de vier keer de roos
raakt?

¢ Bereken de kans dat hij hoogstens drie keer de roos
raakt.

d Hoe groot is de kans dat hij vier keer de roos raakt?

e Waarom zijn de kansen uit opdracht c en d bij elkaar
opgeteld gelijk aan 1?

Bij vragen over ‘hoogstens’, ‘minstens’, ‘meer dan’ of ‘minder -
) : . | symboo
dan’ kun je gebruikmaken van de complementregel: p
P(A) =1 — P(niet-A). Dat doe je alleen als de kans op de m(i?'li:leriinan z
complementaire gebeurtenis eenvoudiger is uit te rekenen. hoogstens &
minstens >
b

Ondersteunende route = maak opdracht 019

19  Een toets bestaat uit 20 vierkeuzevragen. Pieter weet 16 vragen
m zeker en moet bij vier vragen gokken.
a Bereken de kans dat Pieter alle vragen goed beantwoordt.
b Hoe groot is de kans dat Pieter minstens ¢én fout heeft?
¢ Bereken de kans dat Pieter hoogstens twee fouten heeft.
d Maaike weet bij dezelfde toets 13 vragen zeker en moet bij
zeven vragen gokken.
Bereken de kans dat Maaike minstens 15 vragen goed heeft.

20 Een drachtige leeuwin werpt meestal twee welpen, maar
soms ook slechts één welp of zelfs drie welpen. In de tabel
zie je hoe vaak dat gemiddeld voorkomt.

aantal welpen | 1 ‘ 2 ] 3

relatieve frequentie in procenten l 20 ‘ 50 ‘ 30

In een dierentuin zijn drie leeuwinnen drachtig.
a Hoe groot is de kans op minstens vier welpen?
b Bereken de kans op hoogstens zeven welpen.

Uitdagende route = maak opdracht U3

20 Hoofdstuk 7 Kansen © Noordhoff Uitgevers bv
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017  De kans dat Milan, Peter en Dragan op een willekeurige
dag te laat op school komen, is achtereenvolgens 0.,4; 0,3
en 0,6. Je ziet een begin van een kansboom. In de
kansboom staat L voor dat die persoon te laat is en 7 voor
dat die persoon op tijd is.

a Leguit waarom bij de tak van Milan bij te laat 0,6 staat.

b Vul de kansboom verder in.
¢ Leguit dat de kans dat de jongens op een dag alle drie
op tijd zijn gelijk is aan
P(TTT)=0,6 x0,7 x 0,4 =0,168.
d Dragan is te laat en de andere twee zijn op tijd. Hierbij
hoort de route TTL in de kansboom.
Bereken de kans op deze gebeurtenis.
e Op een dag zijn twee van de drie jongens te laat.
Welke mogelijke routes in de kansboom horen hier bij?
f Bereken de kans dat twee van de drie jongens te laat
zijn.

019  Een toets bestaat uit een aantal vijfkeuzevragen. Marrie
moet de vragen 3, 5, en 10 gokken. In de kansboom staat
G voor dat ze de vraag goed gokt en F voor dat ze een
vraag fout gokt.

a Leg uit dat de kans dat Marrie een vraag goed gokt
gelijk is aan 0,2.

b Vul de kansboom verder in.

¢ Bercken de kans dat Marrie twee van de drie vragen
goed gokt.

d Leg uit dat de gebeurtenis ‘hoogstens twee vragen goed’
betekent: nul, één of twee vragen goed.

e Bereken de kans op “hoogstens twee vragen goed’.

f Leg uit dat de gebeurtenis ‘hoogstens twee vragen goed’
ook betekent ‘niet drie vragen goed’.

g Bereken de kans op “hoogstens twee vragen goed’ met
de complementregel.

vraag 5 vraag 10

Ondersteunende opdrachten

Uitdagende opdrachten

U3 Van een ziekte is bekend, dat 8 op de 1000 mensen eraan
lijden. Een test geeft bij 85% van de zieke mensen een juiste
uitslag. Bij gezonde mensen geeft de test bij 95% een juiste
uitslag. De test wordt jaarlijks bij ongeveer 62 000 mensen
uitgevoerd.

a Hoeveel mensen krijgen waarschijnlijk te horen dat zij
ziek zijn?

b Hoe groot is de kans op een verkeerde uitslag?

¢ Hoeveel procent van de mensen die te horen krijgen dat
ze ziek zijn, is ook werkelijk ziek?

d Bij een andere test is de kans op een juiste uitslag 90%.
Dit geldt voor zowel zieke als gezonde mensen.
Is deze test betrouwbaarder?

onderzochte uitslag
PErsoon Is ‘ ziek \ gezond
ziek 85% 15%
gezond 5% 95%

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - hoe je een kans op een gebeurtenis berekent met een rooster

Leerroutes - ondersteunend: 21—022—23—24—25-—-26
« doorlopend: 21—22—23—24—25—-26
« uitdagend: 21—22—23—25—26—U4

Harm fietst elke dag van huis naar school. Hij
kiest steeds willekeurig een zo kort mogelijke
route. Door het rechthoekig stratenpatroon
heeft hij veel keuzemogelijkheden. In de
tekening is één van de mogelijke routes
aangegeven. Zijn moeder die in de bakkerij
werkt, zegt: ‘Ik zie hem ongeveer in de helft van

alle keren dat hij naar school fietst langs komen.’
- Uit hoeveel routes kan Harm kiezen?
- Kan de moeder van Harm gelijk hebben?

Ab en Bert spelen een biljartwedstrijd over zes partijen. De kans
dat Ab een partij wint is 0,6. Een partij kan niet in remise
eindigen, dus de kans dat Bert een partij wint is 0.4.
In het rooster zie je de gebeurtenis 44 BABA. Deze gebeurtenis
is een mogelijk scoreverloop naar de eindstand 4-2, waarbij Ab
vier van de zes wedstrijden wint.
a Bereken de kans op de gebeurtenis A4 BABA.
b Bedenk een ander scoreverloop met dezelfde eindstand

en bereken de bijbehorende kans.
¢ Hoeveel mogelijke routes zijn er naar de eindstand 4 -2?
d Bereken de kans dat Ab met 4-2 wint.
e Bereken de kans dat de eindstand 1-5 wordt.

Hoe bereken je de kans op een gebeurtenis met een

rooster?

1 Bereken de kans op een route.

2 Bereken het aantal routes dat bij de gebeurtenis past.

3 Vermenigvuldig het aantal routes met de kans op één zo’n
route.

Hoofdstuk 7 Kansen
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Voorbeeld

Een schaakgrootmeester speelt een simultaanwedstrijd
tegen acht personen.

De kans dat hij een simultaanwedstrijd wint, is 0,9.
Bereken de kans dat hij zes van de acht wedstrijden wint.

Oplossing t ?
1 De kans op een route is 0,96 x 0,12, s
2 Erzin ( g ) = 28 verschillende routes. '%
s o1
wint 0,9 —

3 De kans dat hij zes van de acht wedstrijden wint, is
28 x 0,90 x 0,12 = 0,1488.

Ondersteunende route = maak opdracht 022

22  Slechts bij één op de tien pogingen slaagt een tijger er in de
beoogde prooi te vangen. Een tijger doet veertig pogingen om
een prooi te vangen.

a Bereken de kans dat er één prooi wordt gevangen.

b Hoe groot is de kans dat er vier keer een prooi wordt
gevangen?

¢ Bereken de kans dat er maximaal twee keer een prooi wordt
gevangen.

d Hoe groot is de kans dat er minstens één prooi wordt
gevangen?

23  Van een scheikundeproef weet de lerares uit ervaring dat
m deze in slechts 80% van de gevallen lukt.
a Vier leerlingen voeren deze proef uit.
Bereken de kans dat bij twee leerlingen de proef lukt.
b Hoe groot is de kans dat bij minstens drie van de vier
leerlingen de proef lukt?
¢ Ineen andere klas voeren tien leerlingen deze proef uit.
Bereken de kans dat bij de helft van de leerlingen de
proef mislukt.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 7 Kansen 23
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Je vult een test bestaande uit twaalf vierkeuzevragen op de

gok in.

a Bereken de kans dat je één vraag goed hebt.

b Hoe groot is de kans dat je vier vragen fout hebt?

¢ Bereken de kans op drie vragen goed.

d Hoe groot is de kans dat je hoogstens drie vragen goed
hebt?

e Om voor de test te slagen, moeten ten minste tien van de
twaalf vragen goed beantwoord worden.
Laat zien dat de kans om te slagen met uitsluitend gokken
vrijwel gelijk aan O is.

Bij een jaar lang sporten is de kans op een blessure ongeveer

0,15. In een vwo 4 klas zijn er twaalf jongens die sporten.

a Bereken de kans dat geen van de twaalf jongens dit jaar
een blessure krijgt.

b Gebeurtenis X is: Dit jaar krijgen vijf van de twaalf
jongens cen blessure. Gebeurtenis Y is: Dit jaar krijgen
vijf van de twaalf jongens geen blessure.

Beredeneer, zonder de kansen uit te rekenen, welke kans
groter is: P(X) of P(Y).

¢ Bereken de kans dat minstens één van de twaalf jongens

dit jaar een blessure krijgt.

.

De kans dat je een prijs wint met een kraslot is 15%. Willem
koopt net zo lang krasloten totdat hij een prijs wint.
a Hoe groot is de kans dat hij precies drie loten koopt?
b Hoe groot is de kans dat hij precies zes loten koopt?
¢ Birgit koopt in één keer vijf loten.

Laat zien dat de kans op twee prijzen ongeveer 0,1382 is.
d Je koopt in één keer vijf loten.

Vul de tabel verder in.

aantalpr{fzen| 0 l 1 | 2 ‘ 3 ‘ 4 | 5
]

e Hoe groot is de kans dat je minstens twee prijzen wint?

kans | ‘

Uitdagende route = maak opdracht U4
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Ondersteunende opdrachten

022 Robin is een beginnend darter. Hij weet dat hij in 70% van de
worpen punten scoort. De kans dat hij met een worp punten
scoort, is dus 0,7. Robin gooit zes keer een pijltje naar het bord.
a Hoe groot is de kans dat een worp van Robin geen punten
oplevert?

b In vier van de zes worpen punten scoren correspondeert
met een mogelijke route RMRRRM, waarbij M staat
voor ‘mis’ en R staat voor ‘raak’.
Bereken de kans op die route.

¢ Hoe groot is de kans op een andere route die hoort bij “in
vier van de zes worpen punten scoren’?

d Hoeveel verschillende routes zijn er bij de gebeurtenis “in
vier van de zes worpen punten scoren’?

e Bereken de kans dat Robin in vier van de zes worpen
punten scoort. .

f Bij een andere poging scoort Robin in minstens één van de raak 0,7 —
zZes worpen punten.
Geef de bijbehorende complementaire gebeurtenis.

g Gebruik de complementregel om de kans te berekenen dat
Robin in minstens één van de zes worpen punten scoort.

t
f ]

b

Uitdagende opdrachten

U4 Voor het toelatingsexamen van een opleiding doet Carolien de
testen A, B en C. Elke test bestaat uit een aantal
vierkeuzevragen. Test A bestaat uit 10 vragen, test B uit
15 vragen en test C uit 20 vragen.

Carolien weet bij test A van 7 vragen zeker dat ze die goed
heeft beantwoord. Bij test B zijn dat er 10 en bij test C zijn dat
er 18. De vragen die ze niet zeker wist, heeft ze gegokt.

Om toegelaten te worden tot de opleiding dienen alle drie de
testen met een voldoende te zijn afgesloten.

Een test is voldoende als minimaal 80% van de vragen goed
beantwoord is.

Bereken de kans dat Carolien wordt toegelaten tot de opleiding.
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Je leert - hoe je met een vaasmodel kansen berekent

Leerroutes «ondersteunend: 27—28—29—030—31—032—-33
« doorlopend: 27—28—29—30—31—-32—-33
« uitdagend: 27—28—29—-30—32—33—U5

In een schaal liggen 160 M&M’s in de kleuren
groen, geel, rood, oranje en blauw. Van elke
kleur zijn er 32. Ron en Janna mogen willekeurig
vier M&M’s pakken. Ron pakt één M&M,
bekijkt de kleur en stopt hem in zijn mond.
Vervolgens doet hij dit nog drie keer. Janna pakt
vier M&M’’s uit de bak, bekijkt de kleuren en
stopt ze alle vier in haar mond.
- Wie van de twee heeft de grootste kans op
precies twee groene M&M’s en twee van een
andere kleur?

In een vaas zitten twintig rode en acht witte knikkers. Willem
trekt een knikker, noteert de kleur en legt de knikker weer terug
in de vaas. Vervolgens trekt hij een tweede knikker.

Tom trekt ook twee keer een knikker, maar hij legt de eerste

knikker niet terug.

a Bereken voor beiden de kans op de gebeurtenis RW en de
kans op gebeurtenis WR.

b Bereken voor beiden P(W ).

¢ Joe trekt in één greep twee knikkers uit de vaas.

Leg uit waarom geldt P(WW) = % X ;—7 = % = 22—7

d Heeft Willem of Tom een even grote kans op de
gebeurtenis WW als Joe?

e De manier waarop Tom twee knikkers pakt en de manier
waarop Joe twee knikkers pakt is niet hetzelfde. Toch is de
kans op gebeurtenis W bij beiden even groot.

Hoe komt dat?

Bij aselecte (blindelings, willekeurige) trekking van een
knikker uit een vaas heeft elke knikker in de vaas evenveel
kans om te worden getrokken.

Bij trekken met terugleggen blijven de kansen bij elke
trekking gelijk. Bij trekken zonder terugleggen veranderen
de kansen bij elke volgende trekking. Meer knikkers in één
greep trekken komt op hetzelfde neer als na elkaar trekken
zonder terugleggen.

Hoofdstuk 7 Kansen
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Voorbeeld

In een vaas zitten vier rode en zes witte knikkers. Je trekt aselect twee knikkers.
Hoe groot is de kans op twee knikkers van dezelfde kleur als je de eerste knikker teruglegt?
En hoe groot is die kans als je de eerste knikker niet teruglegt?

.8

Oplossing
De eerste knikker wel terugleggen.

1e knikker 2e knikker 1e knikker 2e knikker

De eerste knikker niet terugleggen.

) E 4 E E E 3 E
: e : LR
: : : R : « RW
i e i s m
: LS T ww : LS T ww
1 1 10 1 1 1 9 1
De kans op twee knikkers van dezelfde kleur is De kans op twee knikkers van dezelfde kleur is
4 4 6 6 4 3 6.8
PARE) + PAWW )= T ¥oo+ maTe P(RR)+P(WW)= =% 5 + 0% 2
- 16,36 _22 1B _ _12 30 4 7
© 100 M 100 100 25 0,52 90 90 90 15 0,4667
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-

Uit een vaas met vier rode en vijf witte knikkers worden met

terugleggen drie knikkers gepakt.

a Bereken de kans op drie witte knikkers.

b Bereken de kans op één witte en twee rode knikkers.

¢ Maak de opdrachten a en b voor het geval dat de drie
knikkers in één greep worden gepakt.

Veel kansproblemen kun je oplossen door ze te beschrijven
met een vaasmodel. In een vaasmodel worden uit een vaas
aselect knikkers getrokken. Je moet vaststellen hoeveel
knikkers er in de vaas zitten en welke kleur deze knikkers
hebben. Ook moet je bedenken of het een trekking met of
zonder terugleggen is.

29

Wendy houdt van pistoolschieten. Haar moyenne is 0,6. Dat
betekent dat ze gemiddeld zes van de tien keer raak schiet.
Voor een wedstrijd schiet ze tien keer.

a Leguit dat je dit kansexperiment kunt zien als het tien keer
aselect trekken van een knikker uit een vaas waarin drie
rode en twee witte knikkers zitten.

b Waarom is dit een trekking met terugleggen?

Bereken de kans op zeven keer raak schieten.

d Bereken de kans op hoogstens acht keer raak schieten.

[a]

© Noordhoff Uitgevers bv
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Ondersteunende route = maak opdracht 030

Op cen kraslot is onder de helft van de vakjes een prijsteken
verborgen, onder de andere helft niet. Je mag drie vakjes open
krassen. Je wilt weten hoe het met de kans op prijzen zit.

a Beschrijf het vaasmodel dat je hierbij kunt gebruiken.

b Bereken de kans op twee keer een prijs krassen.

¢ Hoe groot is de kans op drie keer een prijs krassen?

d Bereken de kans dat je minimaal één prijs krast.

Uit een volledig kaartenspel (52 stuks) worden in één keer vier

kaarten getrokken. Er wordt gelet op het aantal hartenkaarten.

a Beschrijf het vaasmodel bij dit experiment.
b Bereken de kans op precies twee hartenkaarten.
¢ Hoe groot is de kans op minstens twee hartenkaarten?

Ondersteunende route = maak opdracht 032

In een doos zitten twaalf batterijen waarvan er vier leeg zijn.
Karin heeft vier volle batterijen nodig. Zij pakt steeds aselect
zonder terugleggen een batterij uit de doos en test deze. Ze
stopt zodra ze vier volle batterijen heeft.

Bereken de kans dat Karin precies zes testen nodig heeft.

Bij een grote populatie verandert de samenstelling van de
populatie nauwelijks als er een kleine steekproef getrokken
wordt. Je mag een trekking zonder terugleggen dan opvatten
als een trekking met terugleggen.

Een container bevat 20 000 blikken met bonen. De verkoper
beweert dat de partij voor 90% van kwaliteit A is. Een koper
neemt een steekproef van tien blikken om deze bewering
te controleren.
a Waarom kun je hier trekken zonder terugleggen
benaderen door trekken met terugleggen?
b Stel de verkoper heeft gelijk. Bereken de volgende kansen.
A De kans dat één van de blikken niet van kwaliteit A is.
B De kans dat twee van de tien blikken niet van
kwaliteit A zijn.
C De kans dat minstens zeven van de tien blikken van
kwaliteit A zijn.

Uitdagende route = maak opdracht U5

Hoofdstuk 7 Kansen
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3 x krassen
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Ondersteunende opdrachten

030  Op een plankje staan zes bekers. Onder vier bekers is een
euromunt verstopt. Je mag twee bekers oplichten en als er
een euromunt ligt, mag je het houden.

a Leo wil de kans berekenen op het winnen van één euro.
Hij gebruikt daarvoor een vaasmodel. Hij vult een
vaas met vier rode en twee witte knikkers.

Waarvoor staat het trekken van een rode knikker?

b Moet er met of zonder terugleggen getrokken worden?

¢ Leg uit waarom de gebeurtenis ‘het winnen van één
euro’ in dit vaasmodel neerkomt op het trekken van
een rode en een witte knikker.

d Bereken de kans dat Leo één euro wint.

e Hoe groot is de kans dat Leo niets wint?

032 Ineen doos zitten negen lampjes waarvan er drie kapot zijn.
Annemarie heeft drie werkende lampjes nodig. Ze pakt steeds
een lampje, test deze en legt hem apart. Ze stopt zodra ze drie
werkende lampjes heeft.

a Annemarie moet vijf lampjes testen voordat ze drie
werkende lampjes gevonden heeft.
Waarom moet het vijfde lampje dat ze test een werkend
lampje zijn?

b Een gebeurtenis is KWKW W waarbij K staat voor een
kapot lampje en W een werkend lampije.
Laat met een berekening zien dat de kans op de gebeurtenis
KWKW W even groot is als op de gebeurtenis WWKK W.

¢ Leg met behulp van een rooster uit dat er zes mogelijke
volgordes zijn waarbij vijf keer testen nodig is.

d Bereken de kans dat Annemarie precies vijf lampjes moet
testen.

b

Uitdagende opdrachten

U5  Invaas A zitten een rode en vier groene knikkers. In vaas B
zitten vier rode en een groene knikker. Julia pakt willekeurig
een knikker uit vaas A en doet deze in vaas B. Vervolgens pakt
ze een knikker uit vaas B en doet deze in vaas A. In beide
vazen zitten dus weer vijf knikkers.

a Hoe groot is de kans dat in vaas A alleen groene
knikkers en in vaas B alleen rode knikkers zitten?

b Hoe groot is de kans dat ze twee rode knikkers heeft
gepakt?
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Je leert

Leerroutes

- hoe je een kansverdeling opstelt
- hoe je de verwachtingswaarde berekent

- ondersteunend: 34—35—036—37—38—039—40
- doorlopend:

34—35—36—37—38—39—40
34—36—37—38—39—40—Ué

- uitdagend:

Op de voetbalclub van Loes worden elke
zaterdagmiddag 40 loten verkocht. Op één lot
valt op het einde van de middag een prijs van
€ 75,-. Loes koopt 80 weken achter elkaar een lot.
 Hoe vaak mag je verwachten dat Loes in
80 weken een prijs wint?
» Hoeveel euro per week zal zij gemiddeld
winnen?
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34

Drie leerlingen uit vwo 4 hebben voor een actiedag een spel
met als thema ‘Het Casino’ bedacht. Het spel gaat als volgt.
Iemand zet een bepaald bedrag in en werpt vervolgens met vier
geldstukken. Bij nul keer kop volgt geen uitbetaling. Bij één
keer kop betalen ze € 0,50 uit aan de speler. Bij twee keer kop
€ 1,-, bij drie keer kop € 2,- en bij 4 keer kop € 4.-.

a Vul de tabel verder in.

aantal keer kop 0 1 2 3 4
uitbetaling 0 0,50
kans

b Hoe groot is de som van de kansen in de tabel?

¢ Karel speelt ‘Het Casino’ 800 keer.
Hoeveel keer zal hij naar verwachting vier euro krijgen?

d Breid de tabel uit met nog een rij en zet daarin hoeveel keer
Karel naar verwachting € 0,-; € 0,50; € 1,-; € 2,-en € 4,- zal

krijgen.

e Hoe groot is de totale uitbetaling die Karel mag
verwachten?

f Bereken de gemiddelde uitbetaling per spel die Karel mag
verwachten.

g Laat zien dat je dit gemiddelde ook kunt uitrekenen door
elke uitkomst met de bijbehorende kans te
vermenigvuldigen en de producten bij elkaar op te tellen.

h Leguit waarom opdracht f en g hetzelfde antwoord geven.
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Een kansverdeling is een tabel met alle mogelijke uitkomsten
van een kansexperiment en de bijbehorende kansen. De som
van de kansen in een kansverdeling is gelijk aan 1.

De verwachtingswaarde van een kansexperiment is de
gemiddelde uitkomst die je mag verwachten als het experiment

35

36  Bij een fruitautomaat (een one-armed bandit) is het

een groot aantal keren wordt herhaald.

Om de verwachtingswaarde te berekenen, heb je de
kansverdeling van het experiment nodig. Je vermenigvuldigt
elke mogelijke uitkomst met de bijhorende kans en telt alle

producten bij elkaar op.

In een vaas zitten zes rode en vier Oplossing

Het aantal blauwe knikkers kan 0, 1, 2 of 3 zijn.
De kans op twee blauwe knikkers is 3 x 2.
vaas. De kansverdeling is:

blauwe knikkers. Je pakt zonder
terugleggen drie knikkers uit de

Stel een kansverdeling op van het
aantal blauwe knikkers en

aantal blauwe knikkers

bereken de verwachtingswaarde
van het aantal blauwe knikkers.

kans

3,6 _ 216 _ 3

9 8 720 10~

a Laat met berekeningen zien dat de andere kansen in de

kansverdeling van het voorbeeld kloppen.

b De verwachtingswaarde van het aantal blauwe knikkers in
het voorbeeld is l%. Annet zegt: ‘Dit kan niet kloppen,
want het aantal blauwe knikkers moet een geheel getal

zijn.’
Heeft Annet gelijk?

Ondersteunende route = maak opdracht 036

mechanisme zo geconstrueerd dat

- | keer per 100 spelletjes € 50,- wordt uitbetaald,

- 6 keer per 100 spelletjes € 10,- wordt uitbetaald,

- 30 keer per 100 spelletjes € 2,- wordt uitbetaald.

Elk spelletje kost € 2.-. Je speelt het spel één keer.

a Stel een kansverdeling op van de uitbetaling en van de

winst.

b Bereken de verwachtingswaarde van de winst per spelletje.

© Noordhoff Uitgevers bv
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tingswaarde

Een rijschool heeft door de jaren heen goed bijgehouden hoe

vaak haar cliénten het rijexamen moeten doen. In de tabel De kosten van de rijlessen zijn:
zie je de resultaten. Op het blaadje zie je de kosten van de € 1.200,- bij slagen in één keer
rijlessen. € 1.700,- bij slagen in twee keer
) € 2.000;- bij slagen in drie keer
aantal keer examen | l ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 € 2.200,- bij slagen in vier keer
percentage | 40 ‘ 30 ‘ 10 ‘ 10 ‘ 10 € 2.400.- bij slagen in vijf keer

a Vat de tabel op als de kansverdeling van het aantal keer
dat een cliént rijexamen moet doen.
Bereken de verwachtingswaarde van dat aantal examens.
b Bereken de verwachtingswaarde van de kosten voor het
behalen van een rijbewijs.

Bij een spel werp je met twee dobbelstenen. Het aantal punten
dat je krijgt, is gelijk aan het hoogste aantal ogen dat voorkomt
in de worp. Als je bijvoorbeeld (4 - 2) gooit, krijg je vier
punten. Als je (5 - 5) gooit, krijg je vijf punten.

a Welke aantallen punten zijn mogelijk?

b Stel een kansverdeling op van het aantal punten.

¢ Bereken de verwachtingswaarde van het aantal punten.

Ondersteunende route = maak opdracht 039

In een servieswinkel is een maand lang bijgehouden hoeveel
borden er door de klanten worden gekocht. Van de klanten
dic minstens ¢én bord kochten, nam 20% twee borden mee,
7% drie borden, 35% vier borden, 20% zes borden en de
overige slechts één bord. Andere aantallen borden werden
deze maand niet verkocht. Ook is bekend dat 95% van de
personen die deze servieswinkel bezochten helemaal geen
bord kochten.
a Ineen maand bezochten 4000 personen de winkel.
Bereken hoeveel personen vier borden hebben gekocht.
b Bereken de verwachtingswaarde van het aantal gekochte
borden per persoon die de winkel bezochten.

Twee volleybalteams spelen een ‘best of five’ wedstrijd tegen

elkaar. Het team dat als eerste drie sets wint, heeft de wedstrijd

gewonnen. Omdat de teams in het verleden al vaak tegen

clkaar gespeeld hebben, heeft men kunnen vaststellen dat

team A een kans van 0,6 heeft om een set te winnen.

Je let op het aantal sets dat de wedstrijd duurt.

a Bereken de kans dat de wedstrijd drie sets duurt.

b Bereken de verwachtingswaarde van het aantal sets dat de
wedstrijd duurt.

Uitdagende route = maak opdracht Ué
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Ondersteunende opdrachten

036  Bij een loterij zijn er 500 loten. Er zijn 80 prijzen van € 10,-,
20 prijzen van € 50,- en één prijs van € 100,-. Je koopt
¢en lot.
a Laat met een berekening zien dat de kans op een prijs

van € 10.- gelijk is aan %.

b Vul de tabel verder in. uitbetaling in euro’s| 10 | 50 ’ 100
¢ Waarom is de som van de kansen in de tabel niet gelijk 2
kans =3
aan 1? | 25 ‘ ‘

d Breid de tabel uit met een kolom voor de “uitbetaling’
van € 0.- en maak de kansverdeling compleet.

e Vulin: De verwachtingswaarde van de uitbetaling per
lotisOX ...+ 10X 5+ 50 X ... + 100 X ... = ...

f Als de organisatie € 5.- per lot vraagt, hoeveel winst
mag de organisatie dan per lot verwachten?

039  Ineen kraam is gedurende een maand bijgehouden hoeveel aantal oliebollen | percentage
personen bij de kraam stonden en hoeveel oliebollen een klant 1 25
kocht. In de tabel zie je dat er door 45% van de klanten die 5 30
oliebollen kochten tien oliebollen werden gekocht. Van alle 10 45

personen bij de kraam stonden, kocht 40% geen oliebollen.

Die maand stonden er 800 personen bij de kraam.

a Hoeveel personen bij de kraam kochten oliebollen?

b Hoeveel van deze klanten kochten vijf oliebollen?

¢ Leg uit dat je het antwoord op opdracht b direct kunt
berekenen met 0,6 x 800 % 0,3.

d Ga na dat de kans dat een willekeurig persoon bij de
kraam vijf oliebollen kocht gelijk is aan 0,18.

e Stel een kansverdeling op van het aantal olicbollen per
persoon.

f Bereken de verwachtingswaarde van het aantal gekochte
oliebollen per persoon.

b

Uitdagende opdrachten

U6  Op 18 januari 2018 woedde er een hevige storm in Nederland.
De stormvloedkering Ramspol in Noord-West Overijssel is
in 2018 sinds | januari al voor de derde keer gesloten om het
opdringerige water uit het [Jsselmeer tegen te houden.
Normaal gebeurt dit één keer per jaar. Ga ervan uit dat de
kans dat de stormvloedkering op een willekeurige dag in
werking moet treden gelijk is aan 3¢z.

a Bereken de kans dat in een willekeurig jaar drie of meer
keer de stormvloedkering gesloten moet worden.

b In de krant stond: Het gebeurt eens in de 12 jaar dat de
stormvloedkering drie of meer keer gesloten wordt.
Klopt dat met jouw antwoord? Leg uit.
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De eigenaar van een café heeft een spel bedacht. Er wordt met
pijltjes naar een snel ronddraaiende schijf gegooid. Tegen
betaling van € 1,- mag je net zolang werpen tot de schijf
geraakt is. Het geraakte bedrag wordt dan uitgekeerd. Alle
sectoren op de schijf zijn even groot.

a Bereken de kans dat je meer dan € 0,50 verliest.

b Het is ook mogelijk om met een inzet van € 2,50 net zo
lang te gooien, totdat je met twee pijltjes de schijf geraakt
hebt. De geraakte bedragen worden dan opgeteld.

Hoe groot is de kans om je inzet uitgekeerd te krijgen?

¢ Bereken de kans op een uitkering van meer dan € 1,50.

In een bak liggen 5000 pennen waarvan 80% het doet. Drie

personen willen zes pennen uit de bak controleren of ze het

doen. Jan wil dat doen zonder terugleggen, Sophie wil dat doen

met terugleggen en Dirk wil dat doen door de zes pennen in

¢én greep te pakken.

a Bereken de kans dat Jan vijtf pennen pakt die het doen.

b Hoe groot is de kans dat Sophie maximaal twee pennen
pakt die het doen?

¢ Bereken de kans dat Dirk minstens vijf werkende pennen
pakt.

Mark gooit net zolang met een dobbelsteen tot hij een zes gooit.

a Bereken de kans dat Mark vier keer moet gooien.

b Hoe groot is de kans dat Mark maximaal drie keer moet
gooien?

c Stel de kans op de eerste zes in de »° worp is kleiner dan 0,01.
Hoe groot is # minimaal?

Piet heeft € 7.- op zak en speelt met zijn vriend Frank een
spel. Op het blaadje zie je hoe het spel gaat. Frank krijgt
altijd de inzet van Piet. Maar als Piet wint, betaalt Frank
hem het dubbele van zijn inzet ervoor terug.
a Geef in een boomdiagram de mogelijke spelverlopen weer.
b Hoe groot is de kans dat Piet € 1,- wint?
¢ Stel een kansverdeling op voor de winst van Piet.
d Bereken de verwachtingswaarde van de winst voor Piet.
e Bereken de verwachtingswaarde van het aantal worpen
dat Piet doet.
f Kan Piet zijn zeven euro ook op een andere manier
inzetten, zo dat de winstverwachting hoger wordt?
De spelregels blijven gelijk.

Hoofdstuk 7 Kansen

Bij de eerste worp met een munt
zet Piet € 1,- op kop en stopt

als hij wint.

Als hij verliest, zet hij € 2,- op kop
bij de tweede worp en stopt

als hij wint.

Als hij opnieuw verliest, zet hij zijn
laatste vier euro op kop bij de derde
worp. Na de derde worp stopt hij.
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Onde

45 In de Tweede Wereldoorlog moesten in de Verenigde Staten in
korte tijd honderdduizenden rekruten medisch worden gekeurd.
Onder meer moest via een bloedonderzoek worden bepaald of
de rekruut drager was van de verwekker van de geslachtsziekte
syfilis. Laboratoriumonderzoek kostte tijd en geld. Laboranten
konden natuurlijk het bloed van elke rekruut onderzoeken,
maar ze bedachten een manier om het aantal tests terug te
brengen.

De rekruten werden in groepen verdeeld. Van een groep werd

van elke rekruut een gedeelte van zijn bloedmonster genomen.

Het bloed van alle rekruten uit zo'n groep werd gemengd en op

dit mengsel werd de test uitgevoerd. Viel de test negatief uit

(geen ziekteverwekker geconstateerd), dan was men in één

keer klaar met een groep rekruten. Was de uitslag van de test

positief, dan moest alsnog het bloed van alle rekruten uit de

groep onderzocht worden.

a Stel dat er twintig groepen van vijftien rekruten getest
werden en dat de test van drie van de twintig groepen
positief was.

Onderzoek hoeveel tests er minder nodig waren om er rewws
achter te komen wie van de 300 rekruten drager was van de |
bacterie die syfilis kan veroorzaken.

b Voor de rest van deze opdracht ga je uit van 10 000
rekruten. Veronderstel dat er getest werd in groepen van
tien en dat de test bij 400 groepen positicf was.

Hoeveel bloedmonsters werden er dan in totaal getest?

¢ Volgens de keuringsadministratie leed 5% van de mannen
aan syfilis in de jaren 1940 en 1941. Veronderstel dat de
rekruten werden getest in groepen van acht. Dan waren
er dus 1250 groepen. Als je weet hoe groot de kans was
om de syfilis bacterie aan te treffen bij één of meer
rekruten in een groep, dan kun je het aantal groepen
berekenen waarin je verwacht syfilis aan te treffen.
Bereken dat aantal.

d Bereken hoeveel bloedmonsters er in totaal werden getest.

e Onderzoek bij welke groepsgrootte het aantal tests
minimaal was.
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Voorbeeld

Experimentele kans Jill draait de kanstol
Bij een toevalsexperiment of kansexperiment staat het 1000 keer en noteert
resultaat (de uitkomst) niet van tevoren vast, omdat de 448 keer rood. A
uitkomst door toeval wordt bepaald. Een uitkomst of een Hoe groot is op basis
aantal uitkomsten bij elkaar heet een gebeurtenis. van dit experiment v
Door een experiment vele malen uit te voeren en het aantal de kans op de
keren dat de gebeurtenis optreedt te delen door het totale uitkomst rood?
aantal experimenten, kun je met de gevonden relatieve
frequentie de kans op de gebeurtenis schatten. De op deze Oplossing
manier gevonden schatting heet een experimentele kans. De experimentele kans op de uitkomst
rood is i%%% = %5— =(,448.
q .

S1  Bij het 1000 keer draaien van de kanstol in het voorbeeld
noteert Jill 864 keer een even getal.
a Bereken de experimentele kans op een even getal.
b Hoeveel keer verwacht je dat Jill een rood vak heeft gedraaid?

Theoretische kans

Kansen op gebeurtenissen die je vindt door redeneren en
rekenen heten theoretische kansen. P(() is de notatie voor de
kans op gebeurtenis G. Bij toevalsexperimenten waarvoor alle
mogelijke nitkomsten even waarschijnlijk zijn, bereken je de
kans op een gebeurtenis G als volgt: deel het aantal voor G
gunstige uitkomsten door het totaal aantal uitkomsten.

9

S2  Op het blaadje staan twee gebeurtenissen gedefinieerd bij het
draaien met de kanstol in het voorbeeld bovenaan de bladzijde.
a Bereken de kans op P(A).
b Bereken de kans op P(B).

A: De wijzer wijst 1 aan.
B: De wijzer wijst een geel viak aan.

Voorbeeld
Complementaire gebeurtenis Bij de kanstol uit het voorbeeld bovenaan
Twee gebeurtenissen heten complementair als ze samen alle de bladzijde is gebeurtenis C: De wijzer
uitkomsten bevatten, maar geen enkele uitkomst wijst 1 of 2 aan.
gemeenschappelijk hebben. Omschrijf gebeurtenis niet-C en bereken
Het complement van de gebeurtenis A schrijf je als niet-A. P(nier-C).
Bij vragen over ‘hoogstens’, ‘minstens’, ‘meer dan’ of ‘minder
dan’ is het soms handig om de complementregel Oplossing
P(A) =1 — P(niet-A) te gebruiken. De gebeurtenis nier-C is: De wijzer wijst
een getal groter dan 2 aan.
P(niet-C)=1-P(C)=1-2=8=123
3
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S3

i

Je gooit met twee dobbelstenen en let op de som van de
ogen. Gebeurtenis A is: De som van de ogen is minstens 4.
a Wat is het complement van de gebeurtenis 4?

b Bercken P(A).

Kansboom

Een kansboom is een boomdiagram met kansen langs
de takken. De kans op een bepaalde route bereken je
door de kansen bij de takken van die route met elkaar
te vermenigvuldigen. Als de gebeurtenis uit meerdere
routes bestaat, bereken je de kans door de kansen op die

routes bij elkaar op te tellen.

vraag 1

S4  Els moet bij een toets met driekeuzevragen bij drie vragen

Vaardigheid

.8

Voorbeeld

gokken.

a Waarom moet bij de tak bij G (goed gokken) % staan?
b Hoe groot is de kans op P(GGG)?
¢ Bereken de kans dat Els één vraag goed gokt.

vraag 2 vraag 3

Je kunt met toevalsgetallen een experiment simuleren.
Rekenmachines en computers kunnen toevalsgetallen of
randomgetallen produceren. Dat zijn willekeurige getallen uit

het interval {0, 1).

Simuleer met de toevalsgetallen
9251782617

.6243702242

3330249178

een worp met een dobbelsteen
en bereken daarmee de kans dat
de uitkomst 3 is.

Oplossing

Streep de cijfers 0, 7, 8 en 9 weg,
want die aantallen ogen kun je
met een dobbelsteen niet gooien.
9251782617

.6243762242

3330245178

In de 20 cijfers die je over
houdt, zit vier keer een 3.
De kans op uitkomst 3, is

4
£=0.2.

S5  Anke speelt regelmatig een spelletje Monopoly met haar opa.
De kans dat zij een spelletje wint is 40%. Ze gaan vier
spelletjes spelen en Anke vraagt zich af hoe groot de kans is

dat zij twee van de vier spelletjes wint.

Simuleer met de toevalsgetallen in het voorbeeld een aantal
series van vier spelletjes en bereken daarmee de kans dat zij

twee van de vier spelletjes wint.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Samenvatting

Vaardigheid

Je kunt een kans op een gebeurtenis berekenen met een rooster.
1 Bereken de kans op een route.

2 Bercken het aantal routes dat bij de gebeurtenis past.

3 Vermenigvuldig het aantal routes met de kans op één

zo'n route.

Voorbeeld

Voor een examen is de kans om te slagen 0,92.
Bereken de kans dat vijf van de zeven kandidaten slagen.

Oplossing
1 De kans op een route is 0,92° x 0,082.

2 Erzijn (g) = 21 verschillende routes.

zakken 0,08 —

3 De kans dat vijf van de zeven kandidaten slagen, is

slagen 0,92 —
21 % 0,925 x 0,082 = 0,1040.

/_

Sé  Je vult op de gok tien drickeuzevragen in.
Hoe groot is de kans dat je van de tien vragen er precies drie
goed hebt?

Vaardigheid

Je kunt met een vaasmodel kansen berekenen.

In een vaasmodel wordt aselect uit een vaas met knikkers
getrokken. Je moet vaststellen hoeveel knikkers er in de vaas
zitten en welke kleur deze knikkers hebben. Ook moet je
bedenken of het een trekking met of zonder terugleggen is.

Voorbeeld

Bij een loterij met lotnummers 01 tot en met 20 zijn twee
prijzen te winnen. Je koopt twee loten.
Bereken de kans dat je precies één prijs wint.

Oplossing

Stel je een vaas voor gevuld met 20 knikkers, waarvan 2 rood
en 18 wit. De rode knikkers stellen jouw lotnummers voor en
de witte knikkers stellen de andere lotnummers voor. Je trekt
twee knikkers uit de vaas zonder terugleggen.

De gevraagde kans is

D, 18 , 18 2 _ 36 36 _ 72 _ 18
P(RW)+ P (WR)=755*19 20 * 15 =380 T 380 —380 — 95 ~ 0,19.

-
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a Leg uit waarom de trekking uit de vaas in het voorbeeld
onderaan de vorige bladzijde een trekking zonder
terugleggen is.

b Stel je koopt nict twee loten, maar vijf loten.

Hoe groot is dan de kans dat je één prijs wint?

Vaardigheid

Je kunt een kansverdeling opstellen.

Een tabel met alle mogelijke uitkomsten van een
kansexperiment en de bijbehorende kansen heet een
kansverdeling.

De som van de kansen in een kansverdeling is gelijk aan 1.

Voorbeeld

Je trekt aselect en zonder terugleggen Oplossing
twee knikkers uit een vaas met vijf Het aantal witte knikkers kan 0 of 1 zijn.
rode en één witte knikker. ;
, aantal wit | 0 | 1
Stel de kansverdeling op van het
aantal witte knikkers. kans ‘ixi_ﬂ_l lzxixl_ﬂ_l
6 5 30 3 6 5 30 3

S8

In het voorbeeld is een kansverdeling van het aantal witte
knikkers opgesteld.
Stel ook een kansverdeling op van het aantal rode knikkers.

Vaardigheid

Je kunt een verwachtingswaarde berekenen.

De verwachtingswaarde van een kansexperiment is de
gemiddelde uitkomst die je mag verwachten als het experiment
een groot aantal keren wordt herhaald.

Om de verwachtingswaarde te berekenen, heb je de
kansverdeling van het experiment nodig. Je vermenigvuldigt
elke mogelijke uitkomst met de bijhorende kans en telt alle
producten bij elkaar op.

N

Voorbeeld

Hoeveel witte knikkers pak je gemiddeld
in het voorbeeld hierboven?

Oplossing
De verwachtingswaarde van het
aantal witte knikkers is 0 x %Jr 1 X% =

Je pakt gemiddeld % witte knikker,

1
3 .

S9

Je trekt aselect en zonder terugleggen twee knikkers uit een

vaas met acht rode en twee witte knikkers.

a Bereken de verwachtingswaarde van het aantal rode
knikkers.

b Stel je trekt met terugleggen in plaats van zonder
terugleggen.
Hoeveel rode knikkers pak je dan gemiddeld?

© Noordhoff Uitgevers bv
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N

T2

13

T4

40

Je gooit met een witte en een rode dobbelsteen.

a Bereken de kans dat je met beide dobbelstenen drie ogen
gooit.

b Hoe groot is de kans dat je met de witte dobbelsteen vier
ogen en met de rode dobbelsteen vijf ogen gooit?

¢ Hoe groot is de kans dat je met de rode dobbelsteen meer
ogen gooit dan met de witte dobbelsteen?

d Gebeurtenis 4 is: De som van de ogen is 11 of minder.
Welke gebeurtenis is de complementaire gebeurtenis?

e Bereken P(A).

Bij een onzuiver geldstuk is de kans op kop 48% en de kans op

munt 52%. Je gooit zes keer met dit geldstuk.

a Bereken de kans op eerst vier keer kop en dan twee keer
munt.

b Hoe groot is de kans op vier keer kop en twee keer munt?

¢ Bereken de kans op hoogstens vier keer kop.

Bij een loterij worden 100 loten verkocht. Er zijn 10 prijzen te

winnen: &n eerste prijs, drie tweede prijzen en zes derde

prijzen. Je hebt vijf loten gekocht.

a Bereken de kans dat je precies twee prijzen wint.

b Hoe groot is de kans dat je minstens één prijs wint?

¢ Bereken de kans dat je de eerste prijs, een tweede prijs en
een derde prijs wint.

Een klas voert een actie voor een goed doel. Daarbij wordt een
roulettebord gebruikt. De witte segmenten van het bord hebben
een hoek van 30° en de rode segmenten hebben een hoek van
60°. Bij het spelen wordt het bord snel rondgedraaid en wordt
er een balletje in geworpen. Als het bord tot stilstand is
gekomen, ligt het balletje in een van de vakken. Het getal van
het vak waarin het balletje ligt, is het bedrag in euro’s dat je
krijgt uitbetaald.
a Stel de kansverdeling op van bedrag dat je uitbetaald
kunt krijgen.
b Bereken verwachtingswaarde van de winst voor een speler
die € 1,- betaalt om het spel te spelen.
¢ Het doel van de actie is om € 300,- bij elkaar te krijgen.
Ze laten het spel 400 keer spelen.
Bereken hoeveel euro per spel ze een speler moeten laten
betalen om hun doel te bereiken.

Hoofdstuk 7 Kansen
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T6

17

Op de foto zie je een dobbelsteen met acht vlakken. Op de

zijvlakken van de dobbelsteen staan de cijfers 1 tot en met 8.

Hieronder staan vier toevalsgetallen.

7010889045 .8822247576

3709130273 1175763719

a Leguit hoe je met deze toevalsgetallen een aantal worpen
met deze dobbelsteen kunt simuleren.

b Hoe groot is de experimentele kans om met deze
dobbelsteen het cijfer 2 te gooien?

¢ Je gooit twaalf keer met deze dobbelsteen.
Bereken de theoretische kans dat je geen enkele keer het
cijfer 2 hebt gegooid.

Een docent neemt een korte toets met vijf vierkeuzevragen af.

Voor elk goed antwoord geeft hij een punt, voor elk fout

antwoord trekt hij halve punt af. Dit geeft voor elke leerling

een score S. Ahmed gokt bij elke vraag.

a A is het aantal vragen dat Ahmed goed heeft beantwoord.
Vul de tabel verder in.

A | o |1 | 2| 3| 4]S5s
PA) | .. | .. | 0,0879 [0,0147 [ 0,0010

b Stel de kansverdeling op van de mogelijke scores S die
Ahmed kan halen.

¢ De docent rekent de scores om naar een cijfer C met de
formule C =4+ 1,25.
Bereken, in één decimaal nauwkeurig, het cijfer dat Ahmed
kan verwachten.

Op dit totoformulier moet je van zes voetbalwedstrijden de

uitslag voorspellen. Daarbij kun je kiezen uit 1-thuis wint, TOTO _voonseeuns van sosan oksen

x-gelijk of 2-uit wint. Bij zes goede voorspellingen win je de 1- THUIS X - GELIJK 2-urr
. g . = o ( REAL MADRID ) S ITTEETIT
eerste prijs, bij vijf goede voorspellingen de tweede prijs en bij  Fevenoon) MR CET I
vier goede voorspellingen de derde prijs. T e (v )
a Bereken voor elk van deze prijzen de kans, ervan . JUVENTUS | (S (LT
. . : ! g ] ENVEEN
uitgaande dat je het totoformulier willekeurig invult. gwm.ﬁ] 5 :':,::::m

b Stel je vult volstrekt willekeurig zo’n totoformulier in.
Hoeveel goede voorspellingen verwacht je dan te hebben?
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Je kunt met toevalsgetallen een experiment simuleren.
Je wilt met toevalsgetallen de samenstelling van gezinnen met TOB6T724654 2682520775
vijf kinderen simuleren. Ga ervan uit dat er evenveel jongens 1008181319 7309104949

als meisjes worden geboren. Op het blaadje zie je zes

toevalsgetallen.

a Willem zegt: ‘De even cijfers stellen jongens voor, de
oneven cijfers stellen de meisjes voor.”
Leg uit waarom deze keuze van Willem mogelijk is.

b Leg uit hoe Willem met deze zes toevalsgetallen twaalf
gezinnen met vijf kinderen kan simuleren.

¢ Bereken de experimentele kans dat er in een gezin van vijf
kinderen drie meisjes zijn.

22715558542 4620912025

Je kunt een kans op een gebeurtenis berekenen met een rooster.
Bij de Tweede Kamerverkiezingen in 2017 stemde 12% van de
kiezers op het CDA.

a Bereken de kans dat in een groep van acht willekeurige
Nederlanders die aan de Kamerverkiezing in 2017 hebben
deelgenomen, er drie op het CDA hebben gestemd.

b Hoe groot is de kans dat tenminste é&én van de acht
Nederlanders op het CDA heeft gestemd?

Je kunt met een vaasmodel kansen berekenen.

De eigenaar van een Chinees restaurant verwelkomt zijn gasten
met een ‘gelukscookie’. Op een avond heeft hij een schaal vol
met 60 ‘gelukscookies’. In een kwart van de ‘gelukscookies’
heeft hij een bonnetje gestopt waarop je een gratis drankje
krijgt aangeboden. Ben en Leo gaan eten bij dit Chinese
restaurant en mogen als eerste een ‘gelukscookie’ pakken.

a Beschrijf het vaasmodel bij dit experiment.

b Bereken de kans dat ze ieder een gratis drankje krijgen.

Je kunt een kansverdeling opstellen.

Reneé speelt een spel met een 12-kantige blauwe dobbelsteen

en een gewone rode dobbelsteen. Op de blauwe dobbelsteen

staan de getallen | tot en met 12 en op de rode dobbelsteen

staan de getallen | tot en met 6. Bij één worp met de twee

dobbelstenen zijn er de volgende punten te verdienen.

- 1 punt als het getal op de blauwe dobbelsteen groter is dan
het getal op de rode dobbelsteen.

- 5 punten als het getal op de blauwe dobbelsteen gelijk is
aan het getal op de rode dobbelsteen.

- 10 punten als het getal op de blauwe dobbelsteen kleiner is
dan het getal op de rode dobbelsteen.

Stel de kansverdeling op van het aantal punten bij één worp

met de dobbelstenen.
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Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

Je kunt een verwachtingswaarde berekenen.
Bekijk nog een keer het spel dat Reneé speelt in opdracht E4.
a Bereken de verwachtingswaarde van het aantal punten
bij één worp.
b Hoeveel punten mag Renéeé verwachten als ze het spel
20 keer speelt?

Peter en Hans spelen regelmatig een spelletje Wordfeud. Uit
de gegevens in de app blijkt dat Pieter 60% kans heeft om een
spelletje te winnen en Hans 40%. Peter en Hans spelen een
reeks van spelletjes Wordfeud tegen elkaar volgens het
principe ‘best of three’. Dat betekent dat de eerste die twee
spelletjes gewonnen heeft de winnaar is.

Bereken de theoretische kans dat Peter de winnaar wordt.

Je gooit met twee dobbelstenen. Op de ene dobbelsteen staan
de cijfers 1, 1, 3, 3, Sen 5. Op de andere dobbelsteen staan de
cijffers 2, 2,4, 4,4 en 6.
a Gebeurtenis 4 is: De som van de ogen is minstens 9.
Bereken de kans op de complementaire gebeurtenis van A.
b Gebeurtenis B is: Het product van de ogen is minstens 10.
Gebeurtenis Cis: Het product van de ogen is gelijk aan een
veelvoud van 4.
Zijn de gebeurtenissen B en C complementair? Leg uit.

Francien weet uit ervaring dat haar kans om bij bowlen een
strike (alle kegels omver) te gooien 0.6 is. Ze gooit vier keer.
a Bereken de kans dat ze minstens één strike gooit.

b Hoe groot is de kans op twee strikes?

¢ Bereken de kans op meer dan twee strikes.

d Hoe groot is de kans op hoogstens drie strikes?

In een vaas zitten tien gekleurde knikkers: vier witte, drie rode

en drie blauwe knikkers. Er worden zonder terugleggen vier

knikkers uit de vaas getrokken.

a Bereken de kans op vier witte knikkers.

b Hoe groot is de kans dat er in een willekeurige volgorde
één blauwe knikker, één witte knikker en twee rode
knikkers worden getrokken?

© Noordhoff Uitgevers bv
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De afgeleide 8A

CE In dit hoofdstuk

In hoofdstuk 6 heb je geleerd hoe je de gemiddelde
verandering over cen interval, ofwel het
differentiequotiént, van een functie berekent. Ook
heb je geleerd hoe je grafisch de helling van een
grafiek in een punt benadert.

In dit hoofdstuk leer je hoe je de helling in een punt
van een grafiek bij een gegeven functievoorschrift
benadert. Deze helling kun je gebruiken om het
verloop van de grafiek te beschrijven.

Vervolgens leer je hoe je een functie opstelt
waarmee je de waarden van de hellingen van de
grafiek berekent.

In dit hoofdstuk werk je alleen met functies die
opgebouwd zijn uit machtsfuncties. In klas 5en 6
krijgt dit een vervolg bij andere functies.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Probleem oplossen en analytisch denken opdracht 36
- Modelleren en algebraiseren opdracht 13
- Abstraheren opdracht 24
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V1  Van een rivier wordt om de twee dagen t 10

bijgehouden met hoeveel cm de waterhoogte £ 8

is gestegen of gedaald. De resultaten van april c 6

staan in het toenamediagram. =4

a Gedurende welke periode ging het water 5 4
steeds sneller dalen? % 2

b Op welke dag werd de hoogste waterstand = 0
gemeten? E 2 ) T

¢ Op welke dag nam de waterhoogte het 8 i
snelst toe? B

d Op 7 april was de waterhoogte 5,50 meter. =B
Maak een tabel voor de waterhoogten in -8

april.

ulp—a
— p—
D f— et

—
—

Het verloop van een grafiek kan stijgend, dalend of constant
zijn. Een top is een hoogste of laagste punt van een grafick.
Een maximum is een hoogste waarde. De grafiek gaat dan
over van stijgen in dalen.

Een minimum is een laagste waarde. De grafick gaat dan

L

y top

maximum —

i afnemende —
over van dalen naar stijgen. ‘ . Saling Stiiging _ constant
Een grafiek kan op verschillende manieren stijgen of dalen: /i .
toenemende stijging, constante sti.jging_, afnemende stijging minimum —e b - - ;{ﬁgﬁ,rge" -
toenemende daling, constante daling en afnemende daling. tf
op
0 X
V2  De grafiek geeft het verband weer tussen de variabelen ¢ en N. N

a Bij welke waarde van g heeft NV een maximum? Hoe groot -

is dat maximum? 50
b Lees uit de grafiek het minimum van NV af. 40
¢ Lees uit de grafick af bij welke waarden van ¢ de grafick 30

toenemend stijgend is. 5
d Bij welke waarden van ¢ is de grafieck afnemend dalend?

10
%7 23 456 7 8 910"
V3  Gegeven is de formule 2 = 10 + 307 — 5.
a Bereken de toename van /i tussen = 1 en 7= 3.
b Bereken de gemiddelde toename van / tussen 7 =0 en ¢ = 3.
¢ Ga met een berekening na dat /s afneemt tussen =3 enz = 5.
d Bereken de gemiddelde afname van / over het interval [3, 3].
46 Hoofdstuk 8A De afgeleide © Noordhoff Uitgevers bv




De gemiddelde verandering of het differentiequotiént van y
Ay _f(0) ~fa)

Ax b—a

Het differentiequotiént van de functie over een interval is
de richtingscoéfficiént van de lijn door het beginpunt en het
eindpunt van de grafiek op dat interval.

.

een functie f over het interval [a, b] is

Ay = f(b) - f(a)

Ax=b-a

V4

V5

Vé

Gegeven is de functie f(x) = x>+ 1.

a Bereken f(2)en f(4).

b Bereken de gemiddelde verandering van f over het interval [2, 4].

¢ Bereken het differentiequotiént van f over het interval [-5, 1].

d Op de grafick van fliggen de punten A(—4, 17) en B(0, 1).
Bereken de richtingscoéfficiént van lijn 4B.

De grafick geeft het verband weer tussen de variabelen ¢ en W.

a Is de grafiek tussen r = 6 en 7 = 7 afnemend dalend of
toenemend dalend?

b Maak een toenamediagram (met een stapgrootte van 1)
van Wtussent=0en ¢t =4.

¢ Lees uit de grafiek de waarden van Waf bijt=2enz =4
en bereken daarmee de gemiddelde toename van W over
het interval [2, 4].

d De raaklijn aan de grafiek in het punt (5, 25) is getekend.
Benader grafisch de helling van de grafiek bij ¢ = 5.

Lars laat vanaf een toren een steen omlaag vallen. Voor h
de hoogte 4 in meters geldt bij benadering de formule 140
h =120 — 5¢> met ¢ de tijd in seconden. 120
a Bereken na hoeveel seconden de steen op de grond valt. 100
Rond je antwoord af op twee decimalen. &
b Bereken de gemiddelde snelheid waarmee de steen is
gevallen. B0
¢ Benader grafisch de snelheid waarmee de steen valt op 40
het tijdstip = 2. 20
0

t
005115225 3 35 4 45 5
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Je leert « hoe je de helling van een grafiek in een punt met een differentiequotiént benadert

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—03—04—4—6—7
« doorlopend: 1—2—3—4—5—-6—-7
- uitdagend: 1—2—3—4—6—7—U1

Een tijdsperiode die 0 seconden lang is, heet een
tijdstip. In die tijd legt een auto O meter af, dus
de snelheid van een auto op een bepaald tijdstip
is altijd O meter per seconde.

+ Wat is er mis met bovenstaande redenering?

1  Jeziet in de grafiek het verband tussen de tijd 7 in seconden ' 45
en de afstand s in meters die een auto heeft gereden nadat v 40
deze heeft stil gestaan bij een verkeerslicht. § 5
a Hoe zie je aan de grafiek dat de auto vanuit stilstand =
vertrekt? 2 4
b De grafiek is toenemend stijgend. & 25
Wat betekent dat voor de snelheid van de auto? 20
¢ Bereken de gemiddelde snelheid van de auto over de 15
eerste zes seconden. st 1
d Bereken het differentiequotiént — over het
interval [0, 4]. At 5
e Wat betekent je antwoord van opdracht d voor de auto? =S —— & & 7 & 4
f Teken de raaklijn aan de grafiek in het punt (4, 20) en tijd in seconden —»

bereken de helling van deze raaklijn.
g Wat betekent je antwoord van opdracht f voor de auto?

Met een differentiequotiént bereken je de gemiddelde
verandering over een gegeven interval. In een tijd-afstand
situatie is dit de gemiddelde snelheid over het interval.

De helling van de grafiek in een punt is gelijk aan de snelheid
op dat moment.

De helling in een punt kun je grafisch benaderen. In de
volgende opdracht leer je hoe je de helling van een grafiek

in een punt benadert als het functievoorschrift bij de grafick
gegeven is.

48 Hoofdstuk 8A De afgeleide © Noordhoff Uitgevers bv



2  Bij de grafiek uit opdracht 1 hoort de formule s = 1,25/ met At
s in meters en ¢ in seconden.

a Een klein interval bij 7 = 4 is het interval [4; 4,1]. f ‘ 4 | 4l As s e
Bereken het differentiequotiént van f over dit interval. 3 ‘ 20 | At
b Bereken ook het differentiequotiént van f over de \E_e/

intervallen [4; 4,01] en [4; 4,001] in drie decimalen
nauwkeurig.

¢ Welke van de drie berekende differentiequotiénten is de
beste benadering voor de snelheid op t =47?

Ondersteunende route = maak opdracht 03

3  Gegeven is de formule s = B\ﬁ. Je gaat de helling van de
grafiek in het punt met ¢# = 5 benaderen.
Kies een voldoende klein interval bij ¢ = 5, bijvoorbeeld

As
[5; 5,001] en bereken het differentiequotiént Ag 0T het
gekozen interval.

Hoe benader je de helling van de grafiek van een functie fin
een punt met een differentiequotiént?
1 Kies een klein interval bij x = a, bijvoorbeeld

[a; a+ 0,001].

A
2 Bercken het differentiequotiént A—f over het interval.
*

Voorbeeld 1

Benader de helling van de grafiek bij de functie
F(x) =5 - 2% in het punt (2, 20).

Oplossing

1 Kies het interval [2; 2,001].

, A _ 0D -f2) _
Ax 2,001 -2
20013.:86/... —20

0,001

De helling van de grafiek in het punt (2, 20) is
ongeveer 13,868.

=~ 13,868

L o

Voorbeeld 2

Benader de helling van de grafiek bij de formule
A= p3 — 4 in het punt met p = -5,

Oplossing

1 Kies het interval [-5; —4,999].

2 Ad _ A(4.999) — A(-5) _
Ap —4,999 — -5
=128,925 015...——129

0,001

De helling van de grafiek in het punt met p = —35
isongeveer 74,985.

=~ 74,985
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50

Ondersteunende route = maak opdracht 04

Benader de helling van de grafiek in het gegeven punt.
a f(x)=x’+2xin het punt (3, 33)

b ~N=200-1,5in het punt (1, 300)

c Up) = \[ﬁ — 3p in het punt met p = —4

Jorrit rijdt op de fiets. De afgelegde afstand s in meters na
2042

3r+20

a Hoe groot is zijn snelheid in meter per seconde na

60 seconden?
b En hoe groot is zijn snelheid na 100 seconden?

t seconden kun je berekenen met de formule s =

Gegeven is de functie f(x) = 2\/.;. De lijn / is de raaklijn van
de grafiek van f'in het punt P(1, 2) en heeft cen
richtingscoéfficiént die gelijk is aan de helling van de grafiek
van fin het punt P(1, 2).

Controleer dit door uit de figuur de richtingscoéfficiént van
lijn 7 af te lezen en de helling van de grafiek van f'in het
punt P(1, 2) te benaderen met een differentiequotiént.

Bart doet mee aan een tijdrit fietsen over 8 km. In de grafiek

zie je het verloop van zijn race.

a Gebruik de grafiek om de gemiddelde snelheid tussen
t=0en t = 8 te berekenen.

b Waarom kun je uit het antwoord van opdracht a niet de
snclheid op ¢ = 4 afleiden?

¢ Benader grafisch de snelheid van Bart op tijdstip 7 = 4.

d De grafick tussen 1 =0 en ¢ = 6 hoort bij benadering bij
de formule s = 0,17
Benader met de formule de snelheid opr=4enop¢=>5.

e Na 7= 6 rijdt Bart met een constante snelheid de wedstrijd

uit.
Bereken de snelheid op tijdstip ¢ = 9.

Uitdagende route = maak opdracht U1

Hoofdstuk 8A De afgeleide

afstand in km —
[ 9] uJ I w [a2] ~J o0

oW IoWu

o

[=]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tijd in minuten —
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Ondersteunende opdrachten

03 Gegevenisde formule s=4 + \ﬁ Je gaat de helling
van de grafiek van s in het punt met # = 4 benaderen.
a Bij ¢ =4 kies je het interval [4, 4,001].
Vul de tabel verder in.
t ‘ 4,001 ‘ 4

N

b Bereken het differentiequotiént v

04  Gegeven is de functie f(x) = x> — 5. Je kunt een tabel maken
om de helling van de grafiek in het punt (2, 3) te benaderen.
a Vul de tabel verder in.
b Bereken Axen Af.
Af =3

¢ Vulin: E= 0.001

d Hoe groot is de helling van de grafick in het punt (2, 3)
afgerond op drie decimalen?

e Gegeven is de formule U=p ++p — 1.
Vul de tabel verder in.

f Benader de helling van de grafiek in het punt met p = 5.

As ! 5(4,001) — s(4) J

At 4,001 -4

0,001

Ax
=
. ‘ 2 ‘2,001
@] 3
Nl
A/
» ‘ 5 ‘ 5,001
A

Uitdagende opdrachten

[J1  Van een hoeveelheid radioactieve stof meet men
wekelijks de hoeveelheid straling s in Becquerel (Bg). De
resultaten staan in de tabel.

tinweken‘ 0‘ 1| 2‘ 3‘ 4| 5‘ 6

sinBq | 4500 | 4275 | 4061 | 3858 | 3665 | 3482 | 3308

a Toon aan dat de hoeveelheid straling exponentieel
afneemt.

b Benader op ¢ = 8,5 de snelheid waarmee de straling
afneemt in Bq per week.
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Je leert - hoe je met de hellinggrafiek van een functie f een uitspraak doet over de

grafiek van f

Leerroutes - ondersteunend: 8—9—010—11—012—12

In de grafiek zie je hoe de snelheid van

een raceauto verandert gedurende de

eerste 30 seconden na de start.

» Hoeveel bochten heeft de raceauto
gemaakt in de eerste 30 seconden?

» Hoeveel meter heeft de raceauto
afgelegd tussen 1 =25 en ¢ = 30?

8  Je ziet een plot van de grafiek van f(x) = x%

b
c

-

- doorlopend: 8—9—10—11—-12—-13
* uitdagend: 8—9—10—12—13—-U2

snelheid in km per uur
(9]
o

0 5 10 15 20 25 30
tijd in seconden —

Bereken het differentiequotiént van fover het interval
[1; 1,001].

Hoe groot is de helling van de grafiek van f'bij x = 1?
Laat op dezelfde manier zien dat de helling van de
grafiek bij x = 3 gelijk is aan 6.

Vanwege de lijnsymmetrie in de y-as weet je nu in twee
andere punten van de grafiek ook de helling.

Welke twee punten zijn dat en hoe groot is de helling in
elk van die punten?

Hoe groot is de helling van de grafiek in het punt (0, 0)?
In het punt (2, 4) is de helling van de grafiek gelijk aan 4.
In welk punt is de helling van de grafiek gelijk aan —4?

Je kunt met je rekenmachine een tabel maken met de
hellingen van de grafiek van een functie in verschillende
punten. Daarvoor voer je bij y, het functievoorschrift in en
bij y, de formule (y,(x + 0,001) = y,(x)) /0,001.

Voorbeeld
helling
1 =325 =13
0 —4 0
1 =3.25 1,5
2 -1 3
3 2,75 4,5

- Instructie rekenmachine | Hellingen
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9  Naast de grafiek van f(x) = %x2 — 4 zie je de grafiek van de
hellingen.

In de hellinggrafiek van een functie f kun je zien hoe groot
de helling in elk punt van de grafiek van f'is.

10

b

Bij welke waarden van x daalt de grafiek van 9 Hoe zie je
dat aan de grafiek van de hellingen?

Bij welke waarden van x stijgt de grafiek van f? Hoe zie je
dat aan de grafiek van de hellingen?

Hoe kun je aan de grafick van de hellingen zien dat
functie ' bij x = 0 een minimale waarde bereikt?

Als de hellinggrafiek boven de x-as ligt, zijn de hellingen
van de grafiek van f positief, dus dan stijgt de grafiek
van f.

Als de hellinggrafiek onder de x-as ligt, zijn de hellingen
van de grafiek van fnegatief, dus dan daalt de grafiek
van f.

Als de hellinggrafiek de x-as snijdt, dus als de helling nul
is, dan heeft de grafiek van f'een horizontale raaklijn.

Voorbeeld

helling —
—/\J w

s
|
Iz

|
[®]

|
w

Bijx<1isde
hellinggrafiek
positief, dus de
grafiek van f'stijgt

X daar.
Bijx>1isde
hellinggrafick
negatief, dus de
grafiek van f daalt
daar.

Ondersteunende route = maak opdracht 010

a Maak een tabel met hellingen van de grafiek bij de functie
f(x) =x* = 12x + 1. Kies voor x de waarden —5 tot en met
5 met stapgrootte 1.

b Teken aan de hand van de tabel met hellingen de
hellinggrafiek.

¢ Gebruik de hellinggrafiek om uit te zoeken bij welke
waarden van x de grafiek van fstijat.

d Lees uit de hellinggrafiek af bij welke waarden van x de
grafiek van feen top heeft.

e Iser sprake van een minimum of een maximum? Hoe zie je
dat aan de hellinggrafiek?

f Controleer de antwoorden van deze opdracht met
behulp van een plot van de grafiek van f.

© Noordhoff Uitgevers bv
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11  De grafiek is de hellinggrafiek van een functie f.

a
b

Hoe groot is de helling van de grafiek van f'bij x = —1?
Leg uit waarom de grafiek van flinks van x = —1 daalt
en rechts van x = —1 stijgt.

Leg met het antwoord van opdracht b uit dat de grafick
van fbij x = —1 een top heeft.

Heeft functic /'bij x = —1 een maximum of ecn
minimum?

Daar waar de waarden van de helling overgaan van positief
naar negatief, heeft de grafiek van f'een overgang van stijgen
naar dalen. Dat betekent dat bij die x-waarde de functie f'een
maximum heeft.

De functie f heeft een minimum bij die x-waarde waar de
waarde van de helling overgaat van negatief naar positief.

Ondersteunende route = maak opdracht 012

12  Gegeven is de hellinggrafiek van een functie 7. Deze
m hellinggrafiek snijdt de x-as bij x = —2 en bij x = 2.

b
c

d

Hoe loopt de raaklijn aan de grafiek van f'in deze
punten?

Leg uit dat bij x = 0 de grafiek van f geen top heeft.
Bij welke waarden van x is de grafiek van f toenemend
stijgend?

Bij welke waarden van x is de grafick van f'afnemend
dalend?

Schets een mogelijke grafiek bij de functie f.

13  Een automobilist nadert een verkeerslicht en remt af. In de
grafiek zie je het verband tussen de afgelegde weg s in meters
vanaf het moment van remmen en de tijd 7 in seconden.

Bepaal in een aantal punten grafisch de helling van de
grafiek en schets de grafiek die de snelheid van deze
automobilist weergeeft.

Welke eenheid hoort er bij de verticale as van de grafiek
van opdracht a?

Hoe zie je in de zojuist getekende grafiek wanneer de
auto tot stilstand gekomen is? En hoe zie je dit in de
grafick hiernaast?

Uitdagende route = maak opdracht U2
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Ondersteunende opdrachten

010 a Maak een tabel met hellingen van de grafiek bij de
functie f(x) = %xi‘ — x. Kies voor x de waarden

—3 tot en met 5 met stapgrootte 1.

b Teken aan de hand van de tabel met hellingen de
hellinggrafiek.

c Bij welke waarden van x is de hellinggrafiek
positief?

d Welke conclusie kun je trekken uit het antwoord
van opdracht c over het verloop van de grafiek
van f?

e Leguit dat bij x = —1 de grafiek van f'van stijgen
overgaat naar dalen.

f Hoe zie je aan de grafick dat £ bij x = —1 een maximum
heeft?

g Controleer de antwoorden van deze opdracht met
behulp van een plot van de grafiek van f.

Om een tabel te maken met de
hellingen van een grafiek voer je
bij y1 het functievoorschrift in
en bij y» de formule

(y1(x+0,001) - y1(x))/0,001.

3
012  Jeziet de hellinggrafiek van een functie f. Deze !
hellinggrafiek snijdt de x-as bij x = =3 en bij x = 3. ;—i
a Hoe groot is de helling van de grafiek van f'bij x = =3 i
enb11x=3?' ‘ . -5 -4/43 -2 10 1 2 4
b En hoe kun je zien dat de grafiek van f'stijgt op het -1
interval (—3, 3)? -2
¢ Hoe zie je dat de grafiek van f'daalt voor x < —3? -3
d Leg uit dat de grafiek van f'een minimum heeft bij -4
x=-3.
e Leg ook uit dat de grafiek van f'een maximum heeft
bij x = 3.
\_
Uitdagende opdrachten
U2 Jeziet de hellinggrafick van functie . De grafiek van f
gaat door het punt (8, 3).
Stel het functievoorschrift van f op.
L
R
1
X
—2—1(1)12345678
-2
b
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8A.3 De afgeleide functie

Je leert - wat een afgeleide functie is

Leerroutes - ondersteunend: 14—15—16—17—18—019—20—021-22
« doorlopend: 14—15—16—17—18—19—20—21—-22
« uitdagend: 14—16—17—18—19—21—22—U3—-U4

De Burj Khalifa is een 830 meter hoge toren,
in Dubai. Van de top van deze toren valt een
steentje. In de grafiek zie je de snelheid van
het steentje na ¢ seconden.
- Waarom is de snelheid negatief?
- Na 13 seconden valt het steentje op de
grond.
Met welke snelheid zal het steentje op de
grond vallen?

14  De tabel met functiewaarden en hellingen hoort bij f(x) = x2. x | f(x)|helling
a Welke vorm heeft de hellinggrafiek van /7 N 4 4
b Hoe groot is de helling van de grafiek van f'bij x = 5? -1 ) 5
¢ Welk functievoorschrift hoort bij de hellinggrafiek van f? 0 0 0
d In welk punt van de grafiek van f'is de helling van de
grafiek van f gelijk aan 7? 1 . 2
21 4 4
De functie die bij de hellinggrafiek van fhoort, heet Gegeven is de functie f(x) = x2.
hellingfunctie of afgeleide functie van f. De notatie voor de Bereken de helling van de grafiek van
afgeleide functie is /” (spreek uit als f~accent). Zo is de fin het punt (—4, 16).
afgeleide functie van f(x) = x? gelijk aan f'(x) = 2x.
De afgeleide van de formule K = ¢* wordt genoteerd als Oplossing
dK _ 2 De afgeleide functie is f(x) = 2x.
da ’ De helling van de grafiek van f'in het
De helling van een grafiek in een gegeven punt wordt ook punt (-4, 16)is f'(-4) =2 x 4 = -8,
wel de afgeleide waarde genoemd. In een tijd-afstand situatie
is de afgeleide waarde de snelheid.
o

15  Gegeven is f(x) = x%
a Bereken f'(7).
b Bereken de afgeleide waarde bij x = 2,9.
¢ In welk punt van de grafiek van f'is de helling gelijk aan 9?

56 Hoofdstuk 8A De afgeleide © Noordhoff Uitgevers bv



16 Gegeven is de formule 4 = p*.
m a Bereken met behulp van i—A de helling van de grafiek in
P
het punt (=5, 295).
b Bereken de helling van de grafick bij p = 3,5.

17 Deze opdracht gaat over de afgeleide functie van f(x) = x°.

a Plot en schets de hellinggrafiek van . 10 :
b Welke vorm heeft de hellinggrafiek van f? 8
¢ De vorm van de hellinggrafiek suggereert dat het 6
functievoorschrift van f” te schrijven is als f”(x) = a - x. 4
Is daarbij de waarde van a positief of negatief?
d Ga na dat de helling van de grafiek van fin het punt (2, 8) -
gelijk is aan 12 en bereken daarmee de waarde van a. T a3 a0 1 7 3 1 5°
e Lees uit de hellinggrafiek de helling van de grafiek van -2
faf in het punt (1, 1) en controleer daarmee de waarde _ I
van a die je in opdracht d berekend hebt. &
f In welke punten van de grafick van fis de helling gelijk
aan 757 8
=10
18 a Ga op de manier van opdracht 17 na dat de afgeleide
van f(x) = x* gelijk is aan f"(x) = 4x°.
b Doe een voorspelling voor g’'(x) bij g(x) = x'°.
Als f(x)=x*dan is f(x) = 2x.
Als fix) = dan is fi(x)=3x"
Algemeen geldt: als f(x) = x"danis f/(x)=n-x""!
Het berekenen van een afgeleide functie heet differentiéren.
Gegeven is de functie 7(x) = x”. In welk punt van de grafiek bij g(x) = x% is de
Bereken de helling van de grafiek van fin het punt helling van de grafiek gelijk aan 1024?
(-2, —128).
Oplossing
Oplossing De afgeleide functie is g'(x) = 8x7. De helling van de
De afgeleide functie is /"(x) = 7x°. grafiek van g is gelijk aan 1024 als g'(x) = 1024.
De helling van de grafick van fin het punt (=2, —128) 8x7 = 1024 geeft x” = 128 dus x = 2.
is f(—2) =7 x (-2)% = 448. g(2) = 28 =256. Het gevraagde punt is (2, 256).
8
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8A.3 De afgeleide functie

Ondersteunende route = maak opdracht 019

19  Gegeven zijn de functies f(x) = x> en g(x) = x*.
m a Bereken f"(x) en de helling van de grafiek van fin het
punt (—1, 1).
b Bereken de helling van de grafick van g in het punt (2, 16).
¢ In welk(e) punt(en) van de grafick van g is de helling gelijk
aan 108?

20  Gegeven is een lijn met functievoorschrift f(x) = x.

a Hoe groot is de richtingscoéfficiént van deze lijn?

b Hoe groot zijn dus f(—2) en f"(3)?

¢ Geef op basis van je antwoorden bij opdracht b een
functievoorschrift voor f”.

d Ga na dat je met de regel: ‘Als f(x) = x", dan is
f/(x) =n - x"" 1", hetzelfde functievoorschrift voor #*
krijgt als bij opdracht c.

Ondersteunende route = maak opdracht 021

21  Gegeven is de functie g(1) = 7t.
a Hoe groot is de helling in elk punt van de grafiek van g?
b Geef een functievoorschrift voor g’.
¢ Gegeven is de functie A(z) = 7t + 19.
Geef een functievoorschrift van /.
d Geef een functievoorschrift voor k" van de constante
functie k(x) = 3.

De afgeleide van een lineaire functie f(x) =ax + bis f'(x) = a. Voorbeeld

De afgeleide van de constante functie f(x) =cis f'(x) =0. De afgeleide van 4 =5 — %—t is ((11—';1 = %

De afgeleide van f(x) =3 is f'(x) = 0.

22  Gegeven zijn de functies f(x) = x%en g(x) = 10x — 8.
m a Plot en schets de grafiecken van fen g.
b Leg met behulp van de grafieken van f'en g uit dat de
vergelijking f7(x) = g’(x) twee oplossingen heeft.
¢ Losde vergelijking f"(x) = g’(x) op.

Uitdagende route - maak opdracht U3 en U4
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019  Gegeven is de functie f(x) = x°.

021

b
C

d

Met welke regel voor het differentiéren kun je aantonen
dat f7(x) = 6x°?

Bereken f(2) en f(2).

Welke betekenis heeft de nitkomst van f(2)? En welke
betekenis heeft f7(2)?

Gegeven is g(x) = x°.

Bereken g’(x).

Welk getal moet je voor x invullen om de helling van de
grafiek van g in het punt (-2, —32) te berekenen?
Bereken de helling van de grafiek van g in het

punt (=2, —32).

Om te berekenen bij welke waarden van x de helling van
de grafiek van g gelijk aan 20 is, moet je de vergelijking
5+ x* =20 oplossen.

Los deze vergelijking op.

In welke punten van de grafick van g is de helling

gelijk aan 4057

Gegeven is de functie g(x) = 2x.

b

-~

De helling van de grafiek van g is in elk punt van de
grafiek even groot. Hoe groot?

Leg uit dat de afgeleide van g de constante functie
gx)=2is.

Waarom is de afgeleide van A(x) = 2x + 11 gelijk aan
de afgeleide van functie g?

Teken de grafiek bij de constante functie k(x) = 4.
Hoe groot is de helling van de grafiek van k?

Geef een functievoorschrift voor £’

Ondersteunende opdrachten

Uitdagende opdrachten

U3  Gegeven zijn de functies f(x) = x° en g(x) = x°.

De grafieken van f'en g snijden elkaar in de punten (0, 0)
en (1, 1). Eris voor 0 < x < | een waarde van x waarvoor
de grafieken precies dezelfde helling hebben.

Bereken voor welke waarde van x dat het geval is.

U4 Gegeven is de formule y = x°. dy
Bereken voor welke waarden van x geldt dat e >48.

© Noordhoff Uitgevers bv
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23

24

60

Je leert - hoe je de rekenregels voor differentiéren gebruikt

Leerroutes - ondersteunend: 23—24—25—026—027—27—28

« doorlopend: 23—24—25—26—27—28—-29
« uitdagend: 23—25—26—27—28—29—U5
Op vliegvelden zijn lopende banden waarop } 120
passagiers zich kunnen verplaatsen. De rode 105
grafiek laat zien hoeveel meter Jos aflegt als 2 lopende band
hij naast de band loopt. De groene grafiek E %0
laat zien hoeveel meter Jos op de lopende =275
band aflegt als hij stilstaat op de band. 8 60 9
» Met welke snelheid zal Jos zich verplaatsen il 45
als hij gaat lopen op de lopende band?
30
15
0

0 10 20 30 40 50 60
tijd in seconden —

In de _tabzel zie je d_e hezlhngen van de grafieken bij de functies N 1) 2

f(x)=x"en g(x) = 5x-.

a Bij x =1 is de helling van de grafiek van f gelijk aan —3 —6 —30
f(y=2. —2 -4 —20
Hoeveel keer zo groot is de helling van de grafick van g -1 -2 -10
bijx=1? 0 0 0

b Met welk getal moet je de helling van de grafiek van f 1 2 10
telkens vermenigvuldigden om de helling van de grafiek 2 4 20
van g te krijgen? - 6 30

¢ Geef het functievoorschrift van g’. 4 8 40

De graficken horen bij de functies f(x) = x*>en h(x) = x> + 3. y

a Leguit hoe de grafiek van / ontstaat uit die van f. !

b Maak een tabel met functiewaarden en hellingen van de AN
grafieken van fen A. 5

¢ Vergelijk de hellingen van de grafieken van fen /. 4
Wat valt je op? Geef hiervoor een verklaring met behulp
van de grafieken van fen A.

d Geef het functievoorschrift van /r". Z

1
S 4320 2 3 4 57
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25  Gegeven zijn de functies f(x) = x% g(x) = x*en de

somfunctie s(x) = f(x) + g(x), dus s(x) = x> + x°.

a Maak een tabel voor de hellingen van de grafiek van s.
Hoe groot zijn de waarden van s’(—2) en s'(1)?

b Bereken f7(—2) en g’(—2) en controleer dat
S(=2)=f(=2) + g(-2).

¢ Ga op dezelfde manier na dat s'(1) = /(1) + g’(1).

d Welk vermoeden heb je voor s'(x)?

e Onderzoek op dezelfde manier wat de afgeleide van de
verschilfunctie v(x) = f(x) — g(x) is.

Bij het differentiéren gelden de volgende regels.
functie afgeleide functie
glx)=c-f(x) gx) =c-f(x)
gx)=f(x) +c gx) =f(x)
s(x) = f(x) + g(x) s'(x) = f'(x) + &'(x) (somregel)
v(x) = £(x) — g(x) Vi(x) =f'(x) — g(x)
Jfunctie afgeleide
f(x) =4x3 f(x) =4 3x% = 12x2
gx)=x>+2 g/(x) = 5x*
h(x) =x3 +x° h(x) = 3x2 + 5x4
L i(x) =324 — 2x i'x)=4-3x3"2=12:3-2

Ondersteunende route = maak opdracht 026

26 Differenticer de functies.

B 2 =202 e n(x)=0,01x% - 0,07
b F(t)=15¢ f s(r)=0,5¢— 42
¢ A(p)=23p*+9 g Op)=210-34p
d A(u)=-0,75u+ 123 h k(g)=7¢—0.9¢°
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Ondersteunende route = maak opdracht 027

Bereken met de afgeleide functie de helling van de grafiek bij
x=-1.

a f(x)=—6x2+5x— 1 d k(x)=5x2+ 5% +2x
b 2(x)=—-3x>—8x* e =x*—¥+3
¢ A(x)=10x*—28x—6 f m(x)=5x>+38

Een ballonvaarder gooit op 200 meter hoogte een zandzak
als ballast overboord. De hoogte /i van de zandzak in meters
voldoet de eerste 3 seconden aan de formule /4 = 200 — 4,9+
met ¢ in seconden. Vanaf ¢ = 3 verandert de snelheid van het
vallen van de zandzak niet meer.

a Bereken met behulp van differentiéren de snelheid waarmee
de zandzak valt op 7 = 3.

b Hoe hoog is de zandzak op ¢ = 3?

¢ Leg uit waarom vanaf ¢ = 3 voor de hoogte van de zandzak
de formule /2 = at + b geldt.

d Bereken voor de formule uit opdracht ¢ de waarde van a en 5.

e Na hoeveel seconden valt de zandzak op de grond?

Van een functie fis de afgeleide f"(x) = —5 + 6.x.
Geef twee mogelijke functievoorschriften voor f.

Uitdagende route = maak opdracht U5

Hoofdstuk 8A De afgeleide
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Ondersteunende opdrachten

026 Gegeven zijn de functie f(x) = x* g(x) =6+ x* h(x) =8xen

S0y =%+ 8x.

a Bereken f7(x).

b Met welke constante moet je f(x) vermenigvuldigen om
g(x) te krijgen?

¢ Vulin: g(x)=...-f(x)=...

d Bercken /'(x).

e De afgeleide van s(x) = f(x) + A(x) is s'(x) = f(x) + I'(x).
Vul in: s'(x) = f'(x) + A'(x) =4x> + ...

Differenticer de volgende functies.

I f{x)=2x i n()=0.2£°-09
g K(p)=3p'+9p J  P(v)=50—4y?
h t#(a)=-0,5a+ 89 k Tg)=5¢-2¢

027  Gegeven is de functie g(x) = 3x° — x2.
a Bereken de afgeleide g’(x).
b Bereken g’(2).
¢ Hoe groot is de helling van de grafiek van g bij x = 2?

b

Uitdagende opdrachten

U5  Bram doet mee aan een crosscountryloop in de Ardennen.
Hjij bereikt na 2 uur en 48 minuten de finish. Het aantal
kilometers s dat hij na ¢ uur afgelegd heeft, wordt benaderd
door de formule s = £ — 4,5/ + 12¢.
Bereken hoelang de snelheid van Bram lager was dan zijn
gemiddelde snelheid. Geef je antwoord in minuten nauwkeurig.
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8A.5 Maximaen minima

Je leert - hoe je maxima en minima van een functie berekent

Leerroutes «ondersteunend: 30—031—32—033—33—34—35
« doorlopend: 30—31—32—33—34—35—36

- uitdagend: 30—32—33—34—35—36—Ub
. A t 10
& -, - :-3 8
O aa £ 6
i "Q’l—‘( i
U e g4
82
00 12 3 4 5 6
tijd in seconden —
Lieke schiet bij een training de bal recht omhoog. In de
grafiek zie je de hoogte van de bal uitgezet tegen de tijd.
- Wat kun je zeggen over de snelheid van de bal op ¢z = 3?
30 De grafiek hoort bij de functie f(x) = x* — 2x%. y
a Hoe loopt de raaklijn aan de grafiek in de toppen? P

b Hoe groot is de helling van de grafiek in de toppen?
¢ Berekenf'(x).
d Ganadat f(x)=0bijjx=0,bijx=—-1lenbijx=1.
e Hoe loopt de raaklijn aan de grafiek in de punten
waarbij geldt f"(x) =0?
Bereken f7(3). Stijet of daalt de grafick bij x = 3? - X
g Wat weet je van het verloop van de grafiek als f"(x) <0? \_/

-

Bij de x-waarden waar f”(x) positief is, stijgt de FEy=n
grafiek van f. fx)>0 f(x)<0
Bij de x-waarden waar f"(x) negatief is, daalt de Fx)=0
grafiek van f. ] 3 3 ; : X
Bij de x-waarden waar f”(x) gelijk is aan 0, loopt de fx)<0 7x)>0
raaklijn aan de grafiek van f'horizontaal. f'x)=0
Als de grafiek van f'bij x = a overgaat van stijgen in dalen, Bij x = 2 gaat de grafiek over van
heeft f'een maximum dat gelijk is aan f(a). stijgen in dalen, dus f(2) is een
Als de grafiek van f bij x = a overgaat van dalen in stijgen, maximum.
heeft f'een minimum dat gelijk is aan f(a). Bij x = 4,5 gaat de grafiek over van
Maximale en minimale functiewaarden heten extreme dalen in stijgen, dus f(4,5) is een
waarden. minimum.

<

b4 Hoofdstuk 8A De afgeleide © Noordhoff Uitgevers bv



Ondersteunende route = maak opdracht 031

31 De grafiek hoort bij de functie f(x) = %x3 — = B, y
m a Leces af bij welke waarden van x de grafick van feen 2 l
horizontale raaklijn heeft. g NI 3 3 1 5"
b Bereken f”(x) en ga hiermee na dat f”(x) = 0 bij de in ] 15
opdracht a gevonden waarden van x. %
¢ Op welk interval is f7(x) <0? ; f
-8
=10

32  Je gaat de extreme waarden van K(p) = —p* + 3p2 + 7

berekenen.

a Bereken K'(p).

b LosopK'(p)=0.

¢ Ga met een plot van de grafick na of er bij de waarden
van p waarin K’'(p) = 0 sprake is van een minimum of een
maximum van K.

d Bereken het maximum en het minimum van K.

Hoe bereken je de extreme waarden van een functie f?

1 Bereken f’(x).

2 Losop f(x)=0.

3 Ga met een plot na of de grafiek van f bij de
oplossingen van f’(x) =0 een top heeft.

4 Bereken de y-codrdinaat van een eventuele top. Geef
aan of het een maximum of een minimum betreft.

Voorbeeld

Bereken de extreme waarden van de functie f(x) = 2x3 — 24x.

Oplossing

1 fix)=6x2-24 3 Ineen plot zie je dat er een

2 f(x)=0 maximum is bij x =-2 en
6x2—24=0 een minimum bij x = 2.
6x- =24 4 Het maximum van f is f(—2) = 32.
x2=4 Het minimum van f is f(2) = —32.

x=—2enx=2
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Maxima en minima

Ondersteunende route = maak opdracht 033

Bereken de extreme waarden.
a L(m)=-8m>+ 16m ¢ T(g)=—¢+5¢°>—3q

b A(x)=x+4xT+4x d wir)=r'-8r2+6

Gegeven zijn de functies H(g) = (¢ — 6)* 1,59 en

K(x)=—x*>+ 104x + 10.

a Bereken met je rekenmachine het minimum van H. Rond
af op twee decimalen.

b Bereken met de afgeleide het maximum van K.

Een fabrikant levert sleutelhangers. Je ziet de grafieken van
de totale opbrengst TO en de totale kosten 7K in euro’s.
Hierbij is ¢ het aantal sleutelhangers in tientallen.

a Hoe kun je aan de graficken zien dat de winst bij een
productie van 60 sleutelhangers groter is dan de winst bij
een productie van 180 sleutelhangers?

b Leguit hoe je in de figuur de maximale winst terug
vindt en geef aan bij welk aantal sleutelhangers de winst
maximaal is.

¢ Bij de opbrengst hoort de formule 70 = 12¢ — 0,5¢".
Bereken met behulp van differentiéren bij welke waarde
van g de opbrengst maximaal is.

d Voor de kosten geldt de formule TK = 0,14 + 10.

Maak een formule voor de winst TW =TO — TK.

e Bereken met behulp van differentiéren bij welk aantal

sleutelhangers de winst maximaal is.

Een producent verkoopt g eenheden van een product.

De totale opbrengst in euro’s is 70. Bij de grafiek die

het verband tussen 70 en g weergeeft, hoort de formule

TO=-0,01¢>+ k- ¢~

a Bereken met behulp van differentiéren de maximale
totale opbrengst bij k = 3.

b Bij welke waarde van k is 7O maximaal bij ¢ = 300?

¢ Leguit dat bij de gemiddelde opbrengst per eenheid
product de formule GO = —0,01¢” + k * ¢ hoort.

d Neem weer k = 3 en bereken de maximale gemiddelde
opbrengst.

Uitdagende route = maak opdracht Ué

Hoofdstuk 8A De afgeleide
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Ondersteunende opdrachten

031  De grafiek hoort bij de functie f(x)= x> —2x — 3. 201’
a Lees uit de grafiek af bij welke waarde van x de
grafiek een horizontale raaklijn heeft. 1 P
b Waarom geldt voor deze waarde van x dat f"(x) = 0? 10
¢ Ga met een berekening na dat /“(x) = 0 bij de in 5
opdracht a gevonden waarde van x. X
d Bij welke waarden van x daalt de grafiek? i -7*%\1_,2/3 t 56
e Bij welke waarden van x is f"(x) < 0? ;0

033  Je gaat de extreme waarden van de functie

)= %x3 + x? — 8x berekenen.

a Bereken f'(x).

b Ganadat f/(x) =0bijx =—4en bij x=2.

¢ Ga met een plot van de grafiek van fna of er sprake is
van een minimum of maximum bij x = —4 en bij x = 2.

d Bereken de y-codrdinaten van de toppen door het
invullen van x = —4 en x = 2 in de functie f.

b
Uitdagende opdrachten
U6  Gegeven zijn de functies f(x) =x*+x*+x—2en
g(x) = éx3 = Dkt
a Beredeneer dat de grafiek van f'de x-as tussen x =0
en x = | snijdt.
b Beredeneer met behulp van f’(x) dat de grafiek van f
de x-as niet nog een keer snijdt.
¢ Lijn/ gaat door de twee toppen van de grafiek van g.
Stel met behulp van differenti€ren een vergelijking
van de lijn / op.
\
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37 Mevrouw Snoek heeft een rit gemaakt op de snelweg. Haar
tijd-afstand grafiek wordt beschreven door de formule
s=-0,012£ + 0,187 + 1,6¢. Hierin is s de afstand in km en
t de tijd in minuten. De rit duurde 12 minuten.

a
b

38

ow

Plot de grafick van s en beschrijf haar rijgedrag.
Onderzoek met behulp van de afgeleide van s op welk
moment haar snelheid het grootst was.

Hoe groot was de snelheid op dat moment?

Hiernaast is de tijd-snelheid grafiek van meneer Barends
geschetst. Hij reed hetzelfde traject.

Hoeveel kilometer legt hij af in 12 minuten?

Geef een formule voor de afstand s in km die meneer
Barends heeft afgelegd, uitgedrukt in de tijd #in
minuten.

Plot de hellinggrafiek van s = —0,012£% + 0,18# + 1,6¢ en
onderzoek gedurende hoeveel minuten mevrouw Snoek
harder reed dan menecer Barends. Rond je antwoord af
op ¢én decimaal.

Plot de grafiek bij de formule 4 = 27u* — 1° — 168u + 450.

De grafiek lijkt een minimum te hebben bij u = 4.
dA4
Ga met de afgeleide 1, 0 of dat inderdaad het geval is

en bereken het minimum van A.
Gebruik de afgeleide om te onderzoeken of 4 ook een
maximum heeft.

39 Eenzwembad wordt geleegd door een stop in de bodem los
te trekken. De hoeveelheid water in het zwembad voldoet
aan de formule "= 10-(2 - 61—0t)2. Hierin is 7 het volume in

m

an oTow

en ¢ de tijd in minuten.

Hoeveel water bevat het zwembad op het tijdstip ¢ = 0?
Na hoeveel minuten is het zwembad leeg?

Plot en schets de grafick van V.

Waarom is de helling van de grafiek van V" voor elke
waarde van 7 negatief?

Bereken de gemiddelde uitstroomsnelheid over de gehele
periode waarin het zwembad leegloopt.

Op welk moment stroomt het zwembad het snelst leeg?
Laat zien dat je de formule van V" kunt herleiden tot
V=40-31+552

Bereken met de afgeleide het moment waarop de
uitstroomsnelheid precies gelijk is aan de gemiddelde
uitstroomsnelheid.
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De grafiek bij de functie f(x) = %x3 + 3t x—dis

getekend. Ook zijn enkele lijnen getekend met een vergelijking
van de vorm y = —4x + c.

Onderzoek met behulp van de afgeleide voor welke waarden
van ¢ de lijn y = —4x + ¢ de grafick van fraakt.

Hout krimpt in de eerste maanden nadat het is gezaagd. Door
de structuur van het hout krimpt het in de lengte anders dan
in de breedte. Een houten plaat heeft, nadat het pas gezaagd
is, een lengte en een breedte van 60 cm. Voor de lengte L en de
breedte B, beide in cm, gelden de formules L = —0,0135# + 60
en B =60 —0,05z. In deze formules is 7 de tijd in maanden.
a De plaat is op # = 0 een vierkant van 60 cm bij 60 cm.
Onderzoek na hoeveel maanden de plaat weer vierkant is.
b Op welk tijdstip krimpen de lengte en de breedte van de
plaat met dezelfde snelheid?

De belangstelling voor een rit met een zweefmolen is niet
alleen afthankelijk van de prijs, maar ook van de duur van
de rit. Uiteraard is een langere rit aantrekkelijker, maar de
wachttijd neemt dan toe en daardoor zal het aantal klanten
weer afnemen. Er blijkt dat voor het gemiddeld aantal

klanten g de volgende formule geldt: g = 86 — 24 - ‘% —6-t.

Hierin is p de prijs van een rit in euro’s en ¢ de tijdsduur van
een rit in minuten.
a Toon aan dat je de totale prre:ngst;1 TO kunt berekenen

met de formule TO=86'p—24-pT—6't-p.

b Bij een rittijd van 4 minuten is er een prijs p waarvoor de
totale opbrengst maximaal is.
Onderzoek bij welke prijs de totale opbrengst maximaal is.
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Samenvatting

Hellingfunctie, afgeleide functie, differentiéren,

afgeleide waarde

De functie die bij de hellinggrafick van f hoort, heet de
hellingfunctie of de afgeleide functie van f. De notatie voor
de afgeleide functie is f”. (spreek uit als f~accent). Zo is de
afgeleide functie van f(x) = x* gelijk aan f7(x) = 2x.

De afgeleide van de formule K = ¢* wordt genoteerd als

dK

—=2a.

da

De helling in een gegeven punt wordt ook wel de afgeleide
waarde genoemd. In een tijd-afstand situatie is de afgeleide

waarde de snelheid.

Voorbeeld

Gegeven is de functie f(x) = x2.
Bereken de helling van de grafiek van
/in het punt (—4, 16).

Oplossing

De afgeleide functie is f"(x) = 2x.

De helling van de grafiek van f'in het
punt (-4, 16)is f'(-4) =2 x —4 = -8,

S1  Een steen valt van een 45 meter hoge toren. De hoogte van de
steen kun je berekenen met de formule i = 45 — 4,92, Hierin is
h de hoogte in meters en ¢ de tijd in seconden. De afgeleide van

deze formule is % =98¢

a Bereken de helling van de grafiek van /4 in het punt
(1; 40,1).

dh
b Bereken =T bij r = 2.
¢ Welke snelheid heeft de steen op het tijdstip ¢ = 3?

Vaardigheid

Je kunt een helling van een grafiek in een punt benaderen.
1 Kies een klein interval bij x = a,
bijvoorbeeld [a; a + 0,001].

2 Bereken het differentiequotiént oy over het interval.
X

e

Voorbeeld

Benader de helling van de grafiek bij de
functie f(x) =2 - 3* in het punt (2, 18).

Oplossing
1 Kies het interval [2; 2,001].
, A _f200)~/2) _
Ax 2,001 -2
18,019 785... — 18 _
0.001 =~ 19,786
De helling van de grafiek in het
punt (2, 18) is ongeveer 19,786.

S2 Benader de helling van de grafiek in het gegeven punt.
a f(x)=—6yx + 5xin het punt (9, 27)
b g(x)=-3:0,5"in het punt met x = -2
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Vaardigheid

S3

Je kunt met de hellinggrafiek van een functie f een

uitspraak doen over de grafiek van f.

- Ligt de hellinggrafiek boven de x-as, dan zijn de hellingen
van de grafiek van fpositief en dus is de grafick van f
stijgend.

- Ligt de hellinggrafieck onder de x-as, dan zijn de hellingen
van de grafiek van f'negatief en dus is de grafiek van f
dalend.

- Bij de snijpunten van de hellinggrafiek met de x-as heeft
de grafiek van f'een horizontale raaklijn. Er kan dan sprake
zijn van een minimum, een maximum of geen van beide.

Voorbeeld

Gegeven is de hellinggrafiek van functie f.
Wat kun je aan de hand daarvan zeggen over de grafiek van f'?

Oplossing

Voor x < —1 en voor x > 3 stijgt de grafiek van f.
Voor —1 < x < 3 daalt de grafiek van f.

Bij x = —1 heeft feen maximum.

Bij x = 3 heeft f een minimum.

45

4

=3

2

1
_4_3—2—&({\1} 7 5 6

i

£

De hellinggrafieken A, B en C horen bij de functies f, g en /.

2 2 2
t f t
E" 1 g 1 E 1
T T T
“To[ 1 3 NS 6 7 8 “Jio| i 3 5 *SOo[ 1 2 3 4 5 6 7 8

-1 -1 -1

=2 -2 -2

-3 —3 -3

_A -4 -4

0 (B C

a Bij welke waarden van x heeft de grafick van f'toppen?
b Bij welke waarde van x heeft f'een maximum?

¢ De grafick van g heeft een horizontale raaklijn.
Waarom heeft de grafick van g geen top?
d Schets het verloop van de grafiek van 4.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Samenvatting

Je kunt de rekenregels voor differentiéren gebruiken.
Voor een machtsfunctie f(x) = x" geldt de differentieerregel
f(x)=n-x""1,
Voor een lineaire functie f(x) = ax + b geldt f'(x) = a.
Voor een constante functie f(x) = ¢ geldt f"(x) = 0.
Andere regels voor differentiéren zijn:
functie afgeleide functie
g(x)=c-f(x) g'x)=c-f'(x)
gxX)=fx) tec g'x) =f(x)
s(x) =f(x) + g(x) s'(x) = f"(x) + g'(x) (somregel)
v(x) = f(x) — g(x) V() = f(x) — g'(x)
Jfunctie afgeleide functie
) =3x8 f)=16-3x =18
gx)=4x+3 gx)=4
s(x) =x2 + 5x s'(x)=2x+5
Wx) = 3x* — 5x2 V) =3-12x3 7 10r=12x3 - 10x
\
S4  Differentieer de functies.
a f(xj= 165

b H(r)=-2¢+ 3t
¢ Wg=—q+7

S5  Bereken met de afgeleide functie de helling van de grafiek bij

x=3.
a flx)=2x+5x+1
b g(x)=—x*+8x

€ hx)=6x*—10
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Je kunt de extreme waarden van een functie f berekenen.

1 Bereken f"(x).

2 Losop f(x)=0.

3 Ga met een plot na of de grafieck van f'bij de oplossingen
van f’(x) = 0 een top heeft.

4 Bereken de y-codrdinaat van een eventuele top. Geef
aan of het een maximum of een minimum betreft.

Voorbeeld

Bereken de extreme waarden van de functie f(x) = 0,1x° — 1,5x.

Oplossing -
1 f(x)=0,5x%—45x2 3 Ineen plot zie je dat er een
2 f(x)=0 maximum is bij x = -3 en /\
0,5x* — 4,552 =0 een minimum is bij x = 3. . 5 g
0,5x2(x2 —9)=10 Bij x =0 is geen top.
0,5x2=0o0fx2-9=0 4 f(-3) = 16,2 is een maximum van f.
x2=0of 2=9 f(3) =—16.2 is een minimum van f.
x=0otx=-30ofx=3

-9

Sé6  Bereken extreme waarden.
a f(x)=3x"-6x+4
b P(x)=05x —6x—2
¢ H(X)=iv¥-32+6
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T1  De grafiek hoort bij de functie f(x) =3yx+2 — x. y

b
c

d

Bereken de differentiequotiénten van fover de intervallen 3

[2; 2,01] en [2; 2,001].
Hoe groot is de helling van de grafiek bij x = 2? 3
En hoe groot is de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan f 5

de grafiek van f'in het punt (-1, 4)?

Controleer met een berekening of de lijn y = —0,5x + 5.5

de grafick in het punt (7, 2) raakt. 35 ol 1 2 3 45 6§ 1F
-1

T2  Gegeven zijn de functies g(x) = x° en h(x) = xV7.

a Bereken g’(x) en de helling van de grafiek van g in het
punt (=1, 1).

b In welk(e) punt(en) van de grafick van g is de helling gelijk
aan 1927

¢ Bereken /'(x) en de helling van de grafiek van /4 in het
punt (=1, —=1).

d Gegeven is de functie m(x) = 17x — 16.
Los de vergelijking #’(x) = m’(x) op en leg uit wat je
antwoord betekent voor de grafieken van /1 en m.

T3  Je kunt van een rechthoekig stuk karton van 11 cm bij 16 cm . .
een bakje maken. Knip daarvoor bij de hoeken gelijke Imommmmoemmmmmmesmee .
vierkantjes af en vouw langs de stippellijnen. ! ;

a Bereken de inhoud van het bakje als de uitgeknipte i |
vierkantjes 1 cm bij 1 cm zijn. E i e
b Hoe groot is de inhoud van het bakje als de vierkantjes ] !
2 c¢m bij 2 cm zijn? i '
¢ Noem de zijde van de uitgeknipte vierkantjes x cm. . """""""""""" .
Leg uit dat voor de inhoud 7 in cm? van het bakje geldt
I=x(16 - 2x)(11 — 2x). 1fen
d Toon aan dat de formule uit opdracht b te herleiden is
tot I'=4x>— 54x* +'176x.
e Bereken met behulp Ix bij welke waarde van x de
inhoud van het bakje maximaal is. Rond je antwoord af
op één decimaal.
f TIoe groot is de maximale inhoud van het bakje?
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T4

15

T6

17

Je ziet de hellinggrafiek van functie f. '
a Bij welke waarden van x stijgt de grafiek van f? =
b Bij x >4 is de grafiek van ftoenemend dalend. %E Py
Hoe zic je dat aan de hellinggrafick? =2 Jio] { 3 5 6 7 8
¢ Bij welke waarden van x is de grafick van f'afnemend
dalend? -2
d Bij x =4 heeft de grafick van f'een maximum. 3
Hoe zie je dat aan de hellinggrafiek? 2
e Bij welke waarde van x heeft de grafiek van feen
minimum?
f Bij x = 3 heeft de hellinggrafiek een top. 6
Heeft de grafiek van £ bij x = 3 ook een top? -7

Gegeven is de functie f(x) = —3x* + 20x° + 25.

a Bereken f'(x)en los op f’(x) = 0.

b Op welk interval is de grafiek van f'dalend?

¢ Bereken het maximum van f.

d Gegeven is de functie L(p) = 2p* — 3p> — 12p + 5.
Bereken de extreme waarden van L.

Differentieer de functies.
a p(x)= —%xs t 8%

b dp)=9p°
¢ Wy=—+5t-9

Een fabrikant produceert hamers in grote aantallen. De

totale kosten 7K die de fabrikant per week maakt, worden

gegeven door de formule 7K = 0,1¢° — 2¢* + 15¢. Hierin is

TK in honderden euro’s en ¢ de productie in duizendtallen.

a Bereken de totale kosten van de fabrikant bij een
weekproductie van 6000 hamers.

TK —

b Geef de formule van de afgeleide 4

¢ Beredeneer met behulp van de afgeleide dat TK geen
maxima en minima heeft en dat de grafiek van TK overal
stijgend is.

d De fabrikant verkoopt de hamers voor € 1,75 per stuk.
Voor de totale opbrengst 70 in honderden euro’s geldt
dan de formule 70 = 17,5¢ met ¢ in duizendtallen. 0
Onderzoek met differentiéren bij welke productiecomvang 0 q—
de totale winst maximaal is.
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Je kunt een helling van een grafiek in een punt benaderen.

De grafiek hoort bij de functie i(p) = 24p — 1. h

a Benader de helling van de grafiek in het punt met p = 3.
Rond je antwoord af op ¢én decimaal.

b De raaklijn aan de grafick in het punt (2, 2) is getekend.
Benader de richtingscoéfficiént van deze raaklijn.

¢ De grafick van / is afnemend stijgend.
Onderzoek of de helling van de grafiek in het punt met
p = 100 afgenomen is tot onder 0,1.

MNleseese-

Je kunt met de hellinggrafiek van een functie feen
uitspraak doen over de grafiek vanf.

De grafick is de hellinggrafiek van functie f.

a Bij welke waarden van x heeft de grafiek van f'toppen?
b En bij welke waarde van x heeft functie f een maximum?
¢ Bij welke waarden van x is de grafiek van f toenemend

Now

helling —

stijgend? Sro| 1 345 6,7 8 9"
d Bij welke waarden van x is de grafiek van fafnemend -1
dalend? .5

Je kunt de rekenregels voor het differentiéren gebruiken.
a Differentieer de functies.
A h(g)=34*+6 C Kp)=-7p*+1

B S@)=-£+32-8 D Am)=1in+78

b Bereken met de afgeleide functie de helling van de
grafiek bij x = 2.

E flxy="x*+5 F g(x)=3x+8x

Je kunt de extreme waarden van een functie berekenen.
Een producent van grondstoffen voor drop heeft nu vijf
machines en wil dit aantal uitbreiden zodat hij meer
grondstoffen kan verwerken. Hij vraagt zich af bij welke
hoeveelheid grondstoffen de opbrengst maximaal is. Met de
formule 70 = —g° + 244* + 51¢ kun je de totale opbrengst
berekenen. Hierin is TO de totale opbrengst in duizenden
euro’s en 1s ¢ de hoeveelheid grondstoffen in honderden
kilo’s.
a Bereken met de afgeleide de hoeveelheid grondstoffen
waarbij de opbrengst maximaal is.
b Hoe groot is de maximale opbrengst?

Hoofdstuk 8A De afgeleide © Noordhoff Uitgevers bv



ES

Eé

E7

E8

\
\

a.
£
=

w
= =

—8—7—6—5—4/2/—%1(1) 1 2 3 45 6 71 8
ol L] I/ _;

De grafieken 1, 2, 3 en 4 zijn hellinggrafieken van vier

functies.
Welk functievoorschriften hoort bij welke hellinggrafiek?

filx) = %xz +x hx)=—x+3

g(x)=3x+1 i(x) =2 +x+1

Gegeven is de formule H = ¢'°.

a Bereken met de afgeleide de helling van de grafiek in het
punt (2, 8192).

b In welk(e) punt(en) is de helling van grafiek gelijk
aan 137

dH
¢ Bereken d—q bijg=1.7.

De graficken horen bij de functies f(x) = x, g(x) = x*en

h(x) = —x*+ 2. De drie graficken gaan door het punt (1, 1).

a Bereken voor elke grafick de helling in het punt (1, 1).

b Bereken in welk punt de raaklijn aan de grafiek van /
evenwijdig is aan de grafiek van f.

¢ Bij welke waarden van x hebben de graficken van gen &
dezelfde helling?

Herman doet een veldloop. Voor het verband tussen s en ¢
geldt de formule s = 1,12 — 0,027*. Hierin is s de afgelegde
afstand in km en ¢ de tijd in kwartieren.

a Herman finisht na 85 minuten.

Bereken de gemiddelde snelheid van Herman in km per uur.

b Bereken met de afgeleide van s de snelheid van Herman
als hij driec kwartier onderweg is.
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Vorm en ruimte 8C

In dit hoofdstuk

Vorm en ruimte is een onderwerp speciaal voor de
leerlingen die wiskunde C als profiel vak hebben
gekozen. Het bouwt voort op wat je in de
onderbouw geleerd hebt over verhoudingen,
meetkundige figuren, hoeken, ruimtefiguren,
oppervlakte en inhoud.

In dit hoofdstuk zie je dat kunstenaars en architecten
al eeuwen lang in hun werk gebruik maken van
speciale wiskundige verhoudingen en verbanden. Je
leert die verbanden kennen en toepassen. Je leert dat
aanzichten van een ruimtelijk object je veel vertellen
over het object zelf.

In deel 3 wordt deze kennis nog uitgebreid bij het maken en
analyseren van perspectieftekeningen.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Ordenen en structureren opdracht 24
- Abstraheren opdracht 38
- Logisch redeneren en bewijzen opdracht 39
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Voorkennis

V1  Een fotolijstje is rechthoekig met zijden van 15 cm en 10 cm. zijde | kwadraat
Je gaat de lengte van de diagonaal van het fotolijstje met de 10
stelling van Pythagoras berekenen. N
;i 15 s
a Vul het schema verder in. ! =
diagonaal

b Hoe lang is de diagonaal van het fotolijstje? Geef je
antwoord in millimeters nauwkeurig.

Voorbeeld

diagonaal = I

In elke rechthoekige driehoek geldt de stelling van Van AKMN is ZM=90°, KM= 5 en
Pythagoras: a®> + b* = ¢*. Hierin zijn a en b de lengtes van de KN = 6.
twee rechthoekszijden en is ¢ de lengte van de langste zijde. Bereken de lengte van zijde MN.
Oplossing
V2  Bereken voor de driechoeken de lengte van de onbekende zijde. N
a AABCmet ZB=90°, AB=12en BC=9 6
b ADEF met Z/D=90°, DE=7en DF=17 i
K 5 )
APORmet ZR=90° PQ=13en PR=3
¢ QR me PO n zijde | kwadraat
V3  Bereken van vierhoek ABCD de lengte van lijnstuk BD en van KM=5 25
zijde BC. MN=... 11+
5 KN =6 36
9 MN=+11=33
c -
4
g
A 6 B

Bij een vergroting van een figuur blijven de hoeken hetzelfde
en worden alle afmetingen met hetzelfde getal
vermenigvuldigd. Dit getal heet de factor.

Voorbeeld

Drichoek ABC is een vergroting van Oplossing

grEhogu DS, zijden drichock DBE | DE=4 | DB=7 | BE=5
Bereken de lengte van zijde AB en de lengte
van lijnstuk CE. zijden driehoek ABC | AC=6 | 4B=...| BC=..

L TR
De factor is 4= 12.

De lengte van zijde 4B is 7 x 15 = 107
De lengte van zijde BC is 5 x 1% = 7%.
De lengte van lijnstuk CE is 74 — 5 = 2.
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V4

Je kunt in het voorbeeld op de vorige bladzijde driechoek DBE
ook een vergroting noemen van driehoek 4 BC.
Welke factor hoort bij deze vergroting?

V5  Van drichoek ABCis ZABC =90°, ZADB =90°, AB=6e¢n

AD=5.

a Leguit dat drichoek ABC even grote hoeken heeft als
drichock ADB.

b Driehoek ABC is een vergroting van drichoek ADB.
Welke factor hoort bij deze vergroting?

¢ Bereken de lengte van lijnstuk CD.

Vé  Veel gebruikte fotoformaten zijn 20 X 30 cmen 9 X 13 cm.

-

a Zijn deze formaten een vergroting van elkaar?
b Bereken de oppervlakte van elk van deze formaten.

>U

Bij het berekenen van oppervlaktes kun je gebruik maken
van de volgende oppervlakteformules:

opperviakte rechthoek: A =b x h
opperviakte driehoek: A = % xXbxh
opperviakte cirkel: A =n X r?

In deze formules is 4 de oppervlakte, b de basis, i de hoogte
en i de straal.

Bereken de oppervlakte van de
driehoek en de cirkel.

o
1 2

Oplossing
Oppervlakte drichoek is +x 3 x 4 = 6.
Oppervlakte cirkel is © x 22 =41 = 12,6.

V7  Bereken de oppervlakte van de rechthoekige en de gelijkbenige

V8

driehoek. Rond je antwoorden zo nodig af op één decimaal.

10

12

(A (8]

Teken een rechthoek van 6 bij 4 cm.

Bereken de oppervlakte van de grootste cirkel die binnen

deze rechthoek past.

¢ Hoeveel procent van de oppervlakte van de rechthoek is
gevuld met de cirkel?

d Bereken de oppervlakte van de cirkel die door de vier

hoekpunten van de rechthoek gaat.

o w

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte 81




N

82

Je leert - hoe je met vergrotingsfactoren rekent

Leerroutes - ondersteunend: 1—02—3—4—5—6—7—08—9—10
« doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7—8—9—10
« uitdagend: 1—3—4—5—6—7—8—9—10—-U1

Je ziet de route die de bus van het station van
Harderwijk naar het festivalterrein van Lowlands
aflegt. Deze route is 18 kilometer lang.

 Welke schaal heeft deze kaart?

N305 N3I06

\le\uﬁa‘“

N302

Ha avan

Hulshorst
Hierden

i Wa!de("‘;‘p

Zeawolda

Van een fotolijstje van 10 X 24 cm is de lengte van de
diagonaal 26 cm.

Bereken, zonder gebruik te maken van de stelling van
Pythagoras, de lengte van de diagonaal van een rechthoekige
fotolijst van 20 X 48 cm.

Twee figuren heten gelijkvormig als de ene figuur een
vergroting van de andere is. Elke lengte in de ene figuur moet
je met dezelfde vergrotingsfactor vermenigvuldigen om de
overecenkomstige lengte in de andere figuur te krijgen.

Ondersteunende route - maak opdracht 02

Van een foto met afmetingen 18 X 24 cm is een vergroting
gemaakt. De lengte van de diagonaal van de vergroting is
48 cm.

Bereken de vergrotingsfactor en de afmetingen van de
vergroting.

Rechthoek A met afmetingen 10 % 22,5 cm is gelijkvormig

met rechthoek B waarvan één zijde een lengte van 54 cm

heeft.

a Leguit dat de andere zijde van rechthoek B twee
verschillende lengtes kan hebben.

b Bereken de mogelijke lengtes van de andere zijde.

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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4  In trapezium ABCD zie je onder andere de vier drichoeken D 4 c
ABS, BCS, CDSen DAS. 5
a Leguit waarom drichoek ABS en drichoek CD.S
gelijkvormig zijn.
b Bereken de vergrotingsfactor.
¢ Bereken de lengte van lijnstuk CS. 8

5 a Leguit waarom twee vierkanten altijd gelijkvormig zijn.
b Twee rechthoeken hoeven niet gelijkvormig te zijn.
Geefl de afmetingen van twee rechthoeken die niet
gelijkvormig zijn.
¢ Zijn twee cirkels altijd gelijkvormig? Leg uit.

6  Rechthoek C is 5 bij 4 cm. Rechthoek D is een vergroting van
rechthoek C. De vergrotingsfactor is 3.
a Geef de afmetingen van rechthoek D.
b Hoeveel keer zo groot is de oppervlakte van rechthoek D
als die van rechthoek C?

Als twee figuren gelijkvormig zijn met een vergrotingsfactor
k, dan geldt voor de oppervlakie van de twee figuren een
vergrotingsfactor k2.

14 inch

(A] (B

De lengte van de diagonaal van beeldscherm A is 14 inch en

de lengte van de diagonaal van beeldscherm B is 21 inch.

a Beeldscherm B is een vergroting van beeldscherm A.
Bereken de vergrotingsfactor.

b De oppervlakte van beeldscherm A is 160 vierkante inch.
Bereken de oppervlakte beeldscherm B.

¢ Beeldscherm C is ook een vergroting van beeldscherm A en
heeft een oppervlakte van 90 vierkante inch.
Bereken de lengte van de diagonaal van beeldscherm C.

H -
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Ondersteunende route = maak opdracht 08

Het papierformaat dat het meest gebruikt wordt heet A4. Leg je
twee Ad-tjes met de lange zijde tegen elkaar aan, dan krijg je
cen formaat dat A3 wordt genoemd. Halveer je een A4 formaat
over de lange zijde, dan krijg je het zogenaamde A5 formaat.
Op deze wijze doorgaand kennen we onder andere ook de A2,
Al, A0 en A6 formaten. De afmetingen zijn zo gekozen dat elk
formaat gelijkvormig is met elk ander formaat.

a Met welk getal moet je de oppervlakte van een A4 formaat
vermenigvuldigen om de oppervlakte van een A3 formaat
te krijgen?

b Bereken met het antwoord van opdracht a de
vergrotingsfactor van een A4 formaat naar een A3 formaat.
Geef dit getal zowel exact als afgerond op twee decimalen.

¢ De afmetingen van een A4 formaat zijn 210 bij 297 mm.
Hoeveel mm zijn de afmetingen van een A3 formaat?

d Bereken ook de afmetingen van een A5 formaat in mm
nauwkeurig.

Op een wegenkaart staat de aanduiding 1 : 50 000. Dit
betekent dat werkelijke afstanden een vergrotingsfactor
van 50 000 hebben ten opzichte van die op de kaart.
a Tussen twee plaatsen op deze wegenkaart wordt een
afstand van 3,2 cm gemeten.
Bereken de werkelijke afstand in meters nauwkeurig.
b De oppervlakte van een bosgebied is in werkelijkheid
8.7 ha.
Hoeveel cm? is de oppervlakte van dit bos op de
wegenkaart?

Muziek wordt onder andere op cd en op Ip uitgebracht. Beide
formaten zijn cirkelvormig en zijn dus gelijkvormig.
a Meet de diameter van de cd en van de lp in de foto en
bereken hiermee de vergrotingsfactor.
b Een cd heeft een diameter van 12 cm.
Bereken de oppervlakte van een Ip.

Uitdagende route = maak opdracht U1

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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b

02  Van een foto met afmetingen 15 X 20 cm is een vergroting
gemaakt. De lengte van de diagonaal van de vergroting is
45 cm.
a Bercken de lengte van de diagonaal van de foto.
b Laat met een berekening zien dat de vergrotingsfactor
1,8 is.
¢ Bercken de afmetingen van de vergroting.

Ondersteunende opdrachten

08  Het papierformaat dat het meest gebruikt wordt heet A4.
Leg je twee A4’tjes met de lange zijde tegen elkaar aan,
dan krijg je een formaat dat A3 wordt genoemd. De
afmetingen van de formaten zijn zo gekozen dat ze
gelijkvormig zijn.

a Met welk getal moet je de oppervlakte van een
A4 formaat vermenigvuldigen om de oppervlakte

Ad

A3

Ad Ad

van een A3 formaat te krijgen?

b Noem de vergrotingsfactor waarmee je de afmetingen
van de zijden van het A4 formaat moet
vermenigvuldigen om dat van het A3 formaat te krijgen k.
Leg uit waarom geldt k% = 2.

¢ Bereken k. Geef dit getal zowel exact als afgerond op
twee decimalen.

d De afmetingen van een A4 formaat zijn 210 bij 297 mm.
Bereken de afmetingen van een A3 formaat in mm
nauwkeurig.

Uitdagende opdrachten

U1 Een spiegelreflexcamera maakt foto’s met een breedte : hoogte
verhouding van 3 : 2. Als deze foto getoond wordt op een
breedbeeldscherm met een breedte : hoogte verhouding van
16 : 9, dan past de foto niet. Er komen links en rechts van de
foto grijze randen. Ga uit van een breedbeeldscherm met eecn
beelddiagonaal van 37 inch. (1 inch = 2,54 cm)

a Laat met een berekening zien dat het scherm ongeveer
82 cm breed en ongeveer 46 cm hoog is.

b Een 3 : 2 foto past precies in de volle hoogte van het
scherm.
Hoe breed zijn de grijze randen links en rechts van de foto
samen?

¢ Hoeveel cm hoger zou het scherm moeten zijn om de foto
precies in het hele scherm te kunnen tonen?

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat de gulden snede is

Leerroutes - ondersteunend: 11—12—013—14—015—15—16—17

 doorlopend: 11—12—13—14—15—16—17—18
« uitdagend: 11—12—13—14—15—17—18—U2
Bij het maken van het schilderij ‘Parade de W W W W W W N W W

Cirque’ is de Franse schilder Georges Seurat
(1851 - 1891) uitgegaan van een rechthoek. Deze
rechthoek verdeelde hij in een vierkant en een
nieuwe rechthoek, die hij ook weer
onderverdeelde in een vierkant en een rechthoek.
Dit proces herhaalde hij nog ¢én keer. Op de foto
zijn in zijn schilderij deze vierkanten en
rechthoeken met blauwe lijnen aangegeven.
- Onderzoek of er gelijkvormige rechthoeken

te vinden zijn.

a Teken met je liniaal of geodrichoek een rechthoek met een
mooie verhouding tussen de lengte en de breedte.

b Meet van jouw rechthoek de lengte en de breedte.

¢ Hoe groot is bij jou de verhouding tussen de lengtes van de
beide zijden? Schrijf je antwoord in de vorm
lengte langste zijde : lengte kortste zijde = ... : ...

d Vergelijk jouw uitkomst met die van je medeleerlingen.
Valt je iets op?

De Duitse psycholoog Gustav Fechner (1801 - 1887) heeft .
onderzoek gedaan naar wat mensen een mooie rechthoek HE | I
vinden. Hiernaast kun je zien uit welke tien rechthocken men 1:1 65 54 43 10:7 3:2 8523:132:1 5:2
de favoriete mocht aangeven. In de grafiek is op de verticale as

bij elke rechthoek af te lezen welk percentage van de t 40

deelnemers deze rechthoek als favoriet had. 2 30

a Vulin. % 20
Voor de rechthoek die het meest favoriet is geldt: é 10
lengte langste zijde : lengte kortste zijde = ... 1 ...

b Je kunt deze verhouding ook schrijven als g : 1. 01;1 65 5:4 43 10:7 3:2 8:523:132:1 5:2
Bereken g. verhouding langste zijde : kortste zijde —

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte © Noordhoff Uitgevers bv



Ondersteunende route = maak opdracht 013

13 a Meetin mm nauwkeurig de lengte van de lijnstukken AC,
BCen AB.
A C B

b Ga met de antwoorden van opdracht a na dat de volgende
verhouding ongeveer geldt: AC: BC=A4AB: AC.

De gulden verhouding of gulden snede is de verhouding
1,618...: 1. Als je een lijnstuk verdeelt in twee delen die zich

tot elkaar verhouden zoals het hele lijnstuk zich verhoudt tot
het grootste deel, dan ontstaat de gulden snede.

Kies je de lengte van het kleinste lijnstuk gelijk aan 1, dan is de
lengte van het grootste lijnstuk bij benadering gelijk aan 1,618.
In de wiskunde wordt het getal 1,618... vaak aangegeven met
het symbool ¢ (spreck uit als “fi°).

L5

14 Leg uit dat in de figuur ¢ gelijk is aan 2,618.

Laat zien dat voor het lijnstuk in de figuur geldt dat de
verhouding 2,618 : 1,618 gelijk is aan de verhouding
16185 1.

De gulden snede wordt door architecten soms gebruikt bij
het ontwerpen van gebouwen of tuinen. Ook kunstenaars
en designers bedienen zich soms van de gulden snede bij
hun creaties. Een gulden rechthoek is een rechthoek waarbij
de verhouding van de lengte en breedte gelijk is aan ¢ : 1.

oo

N

Ondersteunende route = maak opdracht 015

m ontwerpen vaak een gulden rechthoek gebruikt. Je ziet het *
door hem ontworpen ‘Paviljon de 1."Esprit’. De raampartij £
aan de voorzijde rechts is opgebouwd uit twee soorten
gulden rechthoeken.

De kleinste rechthoek heeft een korte zijde van 35 cm.
Bereken in cm nauwkeurig de afmetingen van de zijden
van de grote rechthoek.

15  De architect Le Corbusier (1887 - 1965) heeft in zijn T e Se— 0
—a Ty TR
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8C.2 De gulden snede

16 De gulden snede verhouding komt ook in de natuur voor en
eveneens in het menselijke lichaam.

17

18

b

Meet de afstand van je navel tot de grond en bereken
eigen lengte

vervolgens
& afstand navel tot grond

Vergelijk je nitkomst van opdracht a met die van je
medeleerlingen en met het getal ¢. Wat is je conclusie?

Je ziet een foto van een slakkenhuis waarin een spiraalvorm is
te zien. De tekening onder het slakkenhuis is gemaakt door te
beginnen met twee kleine vierkantjes met zijde 1 cm op elkaar.
Daarnaast is een vierkant met zijde 2 cm getekend, daaronder
een vierkant met zijde 3 cm, dan een vierkant met zijde 5 cm

enzovoort.
a Teken op het werkblad de uvitbreiding van deze figuur door
de volgende twee vierkanten erbij te tekenen.
b In elk vierkant zijn kwartcirkels getekend.
Teken op het werkblad in de twee vierkanten die je erbij
getekend hebt eveneens kwartcirkels zodat de spiraalvorm
nog groter wordt.
¢ In de tabel is steeds de uitkomst te zien van de deling van
twee opvolgende stralen van de kwartcirkels, te beginnen
bij de kleinste twee, dan de op één na kleinste en op twee
na kleinste, enzovoort.
Vul de tabel verder in. Rond de uitkomsten steeds af op
drie decimalen.
1 1 2 3 5
1,000 | 2,000 | 1,500 | .|| ..]..]...] ...
d Wat valt je op bij de uitkomsten op de onderste rij?
a Teken een gulden rechthoek waarbij de kortste zijde 4 cm is.
b Teken een gulden rechthoek waarbij de langste zijde 4 cm is.
¢ Laat met een berckening zien dat de verhouding

lengte grote rechthoek : breedte kleine rechthoek gelijk is
aan ¢2: 1. Je kunt een verhoudingstabel gebruiken.

Uitdagende route = maak opdracht U2

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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Ondersteunende opdrachten

013 Lijnstuk 4B wordt door punt C verdeeld in een stuk van 55 mm
en een stuk van 89 mm.

A C B

a Ga na dat de verhouding tussen de lengte van lijnstuk AC
en de lengte van lijnstuk BC ongeveer is gelijk aan
1,618 : 1.

b Bereken ook de verhouding tussen de lengte van
lijnstuk 4B en de lengte van lijnstuk AC. Schrijf de
verhouding als ... : 1.

¢ Ga met de antwoorden van de opdracht a en b na dat de
volgende verhouding ongeveer geldt: AC: BC=AB : AC.

015  Jeziet twee gulden rechthoeken naast elkaar. Rechthoek B 42 cm
heeft een kortste zijde van 42 cm.
a Leguit waarom de lengte van de langste zijde van
rechthoek B gelijk is aan 42 x ¢ = 67,956 cm.
b Hoe lang is de kortste zijde van de rechthoek A? A (B
c Bereken de lengte van de langste zijde van rechthoek A.

\
U2  Je kunt het gulden snede getal ¢ exact berekenen. Q+1
Het lijnstuk is verdeeld volgens de gulden snede, dus co - *:
in twee stukken die zich verhouden als ¢ : 1. De totale ! !
lengte van het lijnstuk is gelijk aan ¢ + 1. & 1
a Volgens de gulden snede geldtg: 1 =(p+ 1) : .
Leg uit dat de verhouding ¢ : 1 ook gelijk is aan
9. el kwadratisch
b Leg uit dat uit opdracht a volgt dat p>=¢ + 1. & OP??@”QSE ¥atlgall, sWRal-ISoNs
¢ Herleid de vergelijking ¢*>=¢ + 1 op nul en vergelijking ax= + bx+ ¢ = O zijn
gebruik de abe-formule om aan te tonen dat . Yo AL ol =
[ ERV ol 2a
= of p= oplossingen zijn van
? 3 ¢ P 24 ] g m
deze vergelijking. A= 5
d Leg uit dat de ene oplossing niet voldoet en laat
zien dat de andere oplossing inderdaad ongeveer
gelijk is 1,618.
A
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Je leert - hoe je van een ruimtelijk object aanzichten maakt

Leerroutes «ondersteunend: 19—20—21—022—23—-24
« doorlopend: 19—20—21—22—23—-24
« uitdagend: 19—21—22—23—24—U3

Je ziet twee foto’s van een kunstwerk dat uit zes
even lange buizen bestaat. De rechterfoto is recht
van voren genomen.

+ Weet je nu hoe het kunstwerk eruitziet?

19  Van een piramide en een kubus zijn twee foto’s gemaakt. Bij

90

het maken van de foto’s zijn de kubus en piramide niet
verplaatst. Op foto A zie je de kubus links van de piramide en
op foto B zie je de kubus rechts van de piramide.

Geef hiervoor een verklaring.

Om meer inzicht te krijgen hoe een ruimtelijk object eruitziet
of hoe de positie van verschillende voorwerpen ten opzichte
van elkaar is, zijn meerdere foto’s of tekeningen nodig. In de
wiskunde heten dit aanzichten.

Voorbeeld
Teken het vooraanzicht, het rechter Oplossing
zijaanzicht en het bovenaanzicht van dit huisje.

— vooraanzicht

voor

rechter zijaanzicht bovenaanzicht

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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20  Teken bij het kubusbouwsel het vooraanzicht,
het rechter zijaanzicht en het bovenaanzicht.

voor

21  Op de foto zie je een bijzonder huis. De foto geeft geen

m volledige informatie over hoe het huis eruitziet.

Schets een mogelijk vooraanzicht, een mogelijk rechter

zijaanzicht en een mogelijk bovenaanzicht.

nodig.

Als je in plaats van een schets de aanzichten van een ruimtelijk
object precies wilt tekenen, dan heb je de afmetingen ervan

Van piramide 7. 4BCD ligtde top T
recht boven het midden van ribbe AD.
De afmetingen zijn in cm.

Teken het vooraanzicht, het rechter
zijaanzicht en het bovenaanzicht.

Oplossing

T D (o

3

4
.M
AMD 4 B,C 3
vooraanzicht

1 A 4 B

bovenaanzicht

BA 3 M 3 GD
rechter zijaanzicht
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8C.3 Aanzichten

Ondersteunende route = maak opdracht 022

22 Ruimtefiguur A linksonder heeft een vierkant

m grondvlak 4 BCD. Hoekpunt F ligt recht boven hoeckpunt D en
hockpunt E ligt recht boven hoekpunt B. De afmetingen zijn
in cm.

Teken op ware grootte het vooraanzicht, het rechter zijaanzicht
en het bovenaanzicht.

T
’f
A
’ 1
S
7 1
’,;-----N!' ----- G
PL” . 3
o
E e c
‘,’-'D
“"’ 6
A 4 B
el
voor
(B

23 Ruimtefiguur B rechtsboven is opgebouwd uit een balk en een
piramide. De top 7 ligt recht boven het midden M van ribbe
HG. De punten P en Q zijn de middens van ribbe EH en ribbe
FG. De afmetingen zijn in cm. De totale hoogte van het
ruimtefiguur is 5 cm.
Teken op ware grootte het vooraanzicht, het rechter zijaanzicht
en het bovenaanzicht.

Vanuit acht richtingen zijn aanzichten getekend.

24 Op een tafel zijn twee speelgoedblokjes tegen elkaar aangezet.
Welke kijkrichting hoort bij welk aanzicht? | ‘ \ |7

(B LF
- Im
(C) (G
|’ [T]
| M
Uitdagende route = maak opdracht U3 (D} (H
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Ondersteunende opdrachten

022 Het grondvlak van de ruimtefiguur is een vierkant. De G
hoekpunten E, Fen G liggen recht boven de hoekpunten A4,
Ben C. De afmetingen zijn in cm. Als je in de richting van
de pijl kijkt, krijg je het vooraanzicht.

Onder de ruimtefiguur is een begin gemaakt met het tekenen

van het vooraanzicht. In dit vooraanzicht zie je onder andere

de ribben AE en BF op ware grootte. Er zijn ook ribben die
je niet op ware grootte ziet, zoals bijvoorbeeld ribbe EG.

a Welke ribben zie je nog meer op ware grootte als je in de
richting van de pijl kijkt?

b In het vooraanzicht vallen de hoekpunten 4 en D samen.
Welke hoekpunten vallen in het vooraanzicht nog meer voor
samen?

¢ Leg uit dat in het vooraanzicht ribbe BF samenvalt met E
een deel van ribbe CG.

d Welke ribben vallen in het vooraanzicht nog meer
(gedeeltelijk) met elkaar samen?

e Maak het vooraanzicht verder af.

f Teken op dezelfde manier ook het rechter zijaanzicht en
het bovenaanzicht.

AD 4 B ...
vooraanzicht

\
Uitdagende opdrachten

U3 Het klimtoestel op de foto is opgebouwd uit 16 buizen met een
lengte van drie meter
’(L ¥ 3

.....
______

-

In de tekening worden de bollen als punten voorgesteld en de
buizen als rechte lijnstukken. Het klimtoestel past in een
denkbeeldige kubus met grondvlak ABCD. De punten E, F, G
en H zijn snijpunten van de diagonalen van de zijvlakken.
Punt 7 'is het snijpunt van de diagonalen in het bovenvlak.
a Bereken de hoogte van het klimtoestel.
b Teken op schaal 1 : 100 het vooraanzicht en het
bovenaanzicht van het klimtoestel.
(Ontleend aan CE havo wiskunde B 2007, le tijdvak).
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Je leert - hoe je met aanzichten het bijbehorende ruimtelijk object beschrijft

Leerroutes - ondersteunend: 25—026—27—28—29—30
« doorlopend: 25—26—27—28—29—-30
« uitdagend: 25—26—27—29—-30—U4

Je ziet een foto van een ruimtelijk object.
» Bedenk drie mogelijke ruimtefiguren waaruit
het ruimtelijk object op de foto opgebouwd
kan zijn. e

25  Je ziet drie aanzichten van een auto. De afmetingen zijn in mm.

™ 1465 1 ' 2455
4220

a Geef de afmetingen van het bovenaanzicht van de auto.
b Teken het bovenaanzicht van de auto en geef hierin de
afmetingen aan.

Aanzichten, met soms wel en soms geen afmetingen daarin,
worden vaak gebruikt om te verduidelijken hoe een ruimtelijk
object er in werkelijkheid uit ziet. Vanuit gegeven aanzichten
kun je vaak een goede voorstelling maken van hoe een
ruimtelijk object er uit ziet.

Voorbeeld

Van een ruimtelijk object zijn drie aanzichten getekend. Oplossing

Maak een schets van dit ruimtelijke object. In het bovenaanzicht kun
je zien dat de zijvlakken
van het ruimtelijk object
twee rechte en twee
gebogen vlakken zijn.

vooraanzicht  rechter zijaanzicht bovenaanzicht

voor
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26

27

28

Ondersteunende route = maak opdracht 026

a Bedenk een kubusbouwsel bij deze aanzichten waarbij
je zo veel mogelijk kubusjes gebruikt. Geef in het
bovenaanzicht met getallen aan hoeveel kubusjes op
elkaar staan.

vooraanzicht rechter zijaanzicht bovenaanzicht

b Hoeveel kubusjes heb je in totaal nodig in opdracht a?
¢ Maak de opdrachten a en b ook voor het geval je zo
weinig mogelijk kubusjes gebruikt.

Een kunstwerk is opgebouwd uit 16 rode buizen en past precies
in een kubus met ribben van 40 cm. Van het kunstwerk zie je
het bovenaanzicht en het rechter zijaanzicht. Het vooraanzicht,
achteraanzicht en het linker zijaanzicht zijn gelijk aan het
rechter zijaanzicht.

bovenaanzicht rechter zijaanzicht ~
voor

a Teken het kunstwerk in de kubus.
b Teken op schaal 1 : 10 het aanzicht als je kijkt in de richting
van een diagonaal van het grondvlak van de kubus.

Je ziet een vooraanzicht en rechter zijaanzicht van een
ruimtelijk object.
a Wat voor ruimtelijk object is dit?

b Teken het bovenaanzicht van dit ruimtelijke object.

© Noordhoff Uitgevers bv
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29  Het kunstwerk op de foto bestaat uit stalen buizen die samen
een ruimtefiguur vormen. De vier denkbeeldige zijvlakken
hebben de vorm van een gelijkbenige drichock met twee zijden
van 2 meter en ¢één zijde van 1 meter. De overige twaalf buizen
zijn zo bevestigd dat ze de buizen van 2 meter in vier gelijke
stukken verdelen. Naast de foto staat een tekening van het
kunstwerk met letters bij de hoekpunten. Punt M is het midden
van ribbe AC.

a Laat met een berekening zien dat de afstand tussen
hoekpunt Ben punt M ongeveer 194 cm is.

b Bereken de oppervlakte van het grensvlak ABC.

¢ Leguit dat hoekpunt D even ver van punt M af ligt als
hoekpunt B.

d Teken op schaal 1 : 40 een zijaanzicht van dit kunstwerk,
waarbij de kijkrichting evenwijdig is aan ribbe AC.

30 In Noord-Nederland staat een aantal kerktorens met een
spits zoals op de foto. De toren heeft een vierkant grondvlak
met zijden van 6 meter. De spits van de toren bestaat uit vier
ruitvormige dakvlakken en is 10 meter hoog. De hele toren is
40 meter hoog.

a Teken op schaal 1 : 100 het bovenaanzicht van de hele
toren.

b Teken ook op dezelfde schaal een zijaanzicht van de
torenspits waarbij de kijkrichting recht op een muur is.

Uitdagende route = maak opdracht U4

26 Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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Ondersteunende opdrachten

026 a Uit hoeveel kubussen bestaat het kubusbouwsel?

b Teken het vooraanzicht, het rechter zijaanzicht en het
bovenaanzicht bij het kubusbouwsel.

¢ Welke aanzichten veranderen als je de rode kubus
weghaalt?

d Hoeveel kubussen kun je weghalen zonder dat het
bovenaanzicht verandert?

e Van een ander kubusbouwsel zie je hieronder het
vooraanzicht, het rechter zijaanzicht en het bovenaanzicht.
Bedenk een kubusbouwsel bij deze aanzichten waarbij je zo
veel mogelijk kubusjes gebruikt. Geef in het bovenaanzicht
met getallen aan hoeveel kubusjes op elkaar staan.

vooraanzicht rechter zijaanzicht bovenaanzicht

f Hoeveel kubusjes heb je in totaal nodig in opdracht e?
g Maak de opdrachten e en f ook voor het geval je zo
weinig mogelijk kubusjes gebruikt.

Uitdagende opdrachten

U4 Jeziet drie aanzichten, één met de vorm van een cirkel, één
met de vorm van een vierkant en één met de vorm van een
gelijkbenige drichoek. De middellijn van de cirkel, de zijde van
het vierkant en de basis van de drichoek zijn even lang.

Maak een schets van het ruimtelijk object of beschrijf
hoe het ruimtelijk object er uit ziet als:

A je alleen de eerste twee aanzichten hebt.

B je alle drie de aanzichten hebt.
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Je leert - hoe je verschillende vormen van symmetrie herkent

Leerroutes - ondersteunend: 31—32—033—34—35—36—37—38
« doorlopend: 31—32—33—34—35—36—37—38
« uitdagend: 31—33—34—35—36—37—Ub—Uéb

Je kunt op heel veel verschillende manieren een vloer of een pad betegelen.

Je ziet twee voorbeelden van een deel van een vloer.
» Vind je dat hier sprake is van symmetrie? Zo ja, omschrijf wat die
symmetrie inhoudt.

31 e ziet een foto van Villa Nora, een ontwerp van architect
Robert van Hoff (1887 - 1979).
Waarom wordt dit gebouw lijnsymmetrisch genoemd?

Gebouwen of figuren vertonen soms symmetrie.

- Bij lijnsymmetrie spiegel je een figuur in een lijn waarbij
de figuur niet verandert.

- Bij puntsymmetrie spiegel je een figuur in een punt
waarbij de figuur niet verandert.

- Bij draaisymmetrie draai je een figuur om een punt over
een bepaalde hoek waarbij de figuur niet verandert.

Puntsymmetrie is hetzelfde als draaisymmetrie over 180°.

98 Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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Voorbeeld

De gelijkbenige drichock Het parallellogram is De regelmatige zeshoek is
is lijnsymetrisch in lijn /. puntsymmetrsch in punt P. draaisymmetrisch over 60°.
8
32 a Leguit waarom de regelmatige zeshoek in het voorbeeld
draaisymmetrisch is over 60°.
b De regelmatige zeshoek is ook lijnsymmetrisch.
In hoeveel lijnen is de regelmatige zeshoek lijnsymmetrisch?
Ondersteunende route = maak opdracht 033
33 Noem alle vormen van symmetrie van:
m a een gulden rechthoek ¢ een parallellogram
b een cirkel d een ruit
Een regelmatige veelhoek is een veelhoek waarvan alle zijden
even lang zijn en alle hoeken even groot. Om de grootte van de
hoeken van een regelmatige veelhoek te berekenen kun je
gebruikmaken van de draaisymmetrie.
Voorbeeld
Bereken de grootte van de hoek van een regelmatige vijthoek. D

Oplossing

Gevraagd wordt hoek 4BC te berekenen.

Een regelmatige vijthoek is draaisymmetrisch in punt P.
De vijthoek kun je verdelen in vijf even grote gelijkbenige
driehoeken, waarvan punt P de tophoek is.

Hoek P is 360° : 5 = 72°. De basishoek van één zo'n
gelijkbenige driehoek is (180° — 72°) : 2 = 54°,

Hoek ABC is precies twee maal een basishoek, dus 2 x 54° = 108°.

34  Bereken de grootte van de hoek van een regelmatige zeshoek.
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36

37

38

100

a Geef alle vormen van symmetrie van de regelmatige D
vijfhoek ABCDE. Teken bij draaisymmetrie het draaipunt
en geef de grootte van de kleinste draaihoek aan. Teken bij c
lijnsymmetrie de symmetrieassen en bij puntsymmetrie het
punt van symmetrie.
b Meet zo nauwkeurig mogelijk de lengte van diagonaal 4D
en de lengte van zijde AB. E
¢ Deel de lengte van diagonaal 4D door de lengte van
zijde A B. Wat valt je op?

De architect Henry Elliott (1823 - 1892) ontwierp dit

achthoekige huis. De buitenste rand van het bovenaanzicht

is een regelmatige achthoek met zijden van 6 meter.

a Bereken de grootte van de hoek van een regelmatige
achthoek.

b Teken de achthoek op schaal 1 : 200.

¢ Geef alle vormen van symmetrie van de achthoek. Geef
bij draaisymmetrie de grootte van de kleinste draaihoek
aan en geef in geval van lijnsymmetrie het aantal
symmetrieassen.

d De hoogte van het huis is 10 meter.
Teken op schaal 1 : 200 een zijaanzicht van dit huis
waarbij de kijkrichting recht op één van de zijmuren is.
Maak gebruik van je bovenaanzicht. De ruimte op het
dak en de schoorstenen op het dak hoef je niet mee te
nemen.

e Bereken de oppervlakte van het achthoekige dak. Rond
je antwoord af op een geheel aantal m2.

Je ziet een foto van een deksel van een in Syri€ vervaardigd
houten kistje. In dit deksel is een patroon verwerkt. De dikke
zwarte lijnen vormen een regelmatige achtpuntige ster.

Geef alle vormen van symmetrie van deze ster. Geef bij
draaisymmetrie de grootte van de kleinste draaihoek aan en
geef in geval van lijnsymmetrie het aantal symmetricassen.

Teken een figuur die lijnsymmetrisch en draaisymmetrisch is,
maar niet puntsymmetrisch.

Uitdagende route - maak opdracht U5 en Ué
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Ondersteunende opdrachten

033 a De rechthoek is lijnsymmetrisch in twee lijnen.
m Teken deze twee symmetrielijnen.

b De rechthoek is ook draaisymmetrisch.

Teken het draaipunt en bereken de grootte van de

kleinste draaihock.

Is de rechthoek ook puntsymmetrisch? Leg uit.

Geef alle vormen van symmetrie van het parallellogram.

Geef bij draaisymmetrie de grootte van de kleinste

draaihoek aan en geef in geval van lijnsymmetrie het

aantal symmetrieassen.

e Maak opdracht d ook voor de vlieger en de ellips.

f Waarin verschilt de symmetrie van de ellips met de
symmetrie van een cirkel?

an

Uitdagende opdrachten

U5 Je kunt een vloer niet met ronde tegels betegelen zonder
dat er tussenruimtes overblijven. Met tegels in de vorm
van bijvoorbeeld een rechthoek, een vlieger, of een ruit
lukt dat wel. Een betegeling van een vlak zonder
tussenruimtes heet een vlakvulling. Om een vlakvulling
te maken is het noodzakelijk dat de hoeken die in één
punt samenkomen samen 360° zijn. Je ziet een
vlakvulling gebaseerd op gele, oranje en blauwe ruiten.
a Is hier sprake van symmetrie? Maak onderscheid of

je wel of niet rekening houdt met de kleuren.
b Kies een punt waar drie tegels samenkomen.
Hoe groot zijn de hoeken van de tegels daar?

U6  De grootte van een hoek in graden van een regelmatige
n-hoek kun je berekenen met de formule Ahoek = 180 — o

a Controleer deze formule voor een regelmatige
drichoek, regelmatige vierhoek en regelmatige vijfhoek.

b Leg uit dat deze formule voor elke regelmatige
veelhoek geldt.
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8C.6

Je leert - hoe je de inhoud van een ruimtelijk object berekent

- hoe je met de vergrotingsfactor de inhoud van gelijkvormige figuren berekent

Leerroutes - ondersteunend: 39—040—41—42—043—44
- doorlopend: 39—40—41—42—43—44
« uitdagend: 39—40—41—42—43—U7

De liter-kan heeft een cirkelvormige bodem met
straal 5 cm en is 15 cm hoog. Een fabrikant wil
ook een halfliter-kan gaan fabriceren. Hij zou de
liter-kan in hoogte of in de breedte kunnen
halveren, maar dat wil hij niet. Hij wil dat de
halfliter-kan gelijkvormig is met de liter-kan.
» Welke afmetingen moet de halfliter-kan dan
krijgen?

39  Je ziet een balk ABCD. EFGH van 20 cm bij 30 cm bij 40 cm.

102

a Bereken de inhoud van de balk.

b De punten P en Q zijn de middens van de ribben EF en HG.
Ruimtefiguur A BP.DCQ is een prisma.
Waarom is de inhoud van het prisma gelijk aan de helft van
de inhoud van de balk?

¢ Hoe groot is de oppervlakte van driechoek ABF?

d Laat met een berekening zien dat je de inhoud van het
prisma ook kunt berekenen door de oppervlakte van

driehoek A BP te vermenigvuldigen met de lengte van
ribbe BC.

40 cm

De inhoud van een balk, een prisma en een cilinder bereken
je met de formule 7 = G X h.

De inhoud van een piramide en een kegel bereken je met de
formule 7 = % X G X h.

In deze formules is 7 de inhoud, G de oppervlakte van het
grondvlak en / de hoogte.

Voorbeeld

Bereken de inhoud van de cilinder. Oplossing

@D

24 em Het grondvlak van de cilinder is een cirkel.

De cirkel heeft een straal van 8 cm.

De oppervlakte G van het grondvlak is n x 82 = 641 cm?2.
De inhoud van de cilinder is 64n x 24 ~ 4825 cm?.

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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40

Ondersteunende route = maak opdracht 040

In de balken van 15 cm bij 30 em bij 15 cm passen precies een
cilinder en een piramide.

— — G - G
. &4 -7
[ b, i -~
E P e i
E it 5 E ‘-%
LIeY , " it I
DL il #5| Dh o nann s €
- - 4 -y
5 3 2=422=
15cm e 15¢m L) b i
i 2,
30 cm ™ 30cm
A 15um B A 15wm B

Bereken de inhoud van de cilinder.

Hoeveel procent van de inhoud van de balk wordt door de
cilinder ingenomen?

Punt §'is het snijpunt van de diagonalen AF en BE.
Bereken de inhoud van de piramide S. DCGH.

Een kegel heeft het punt S als top en als grondvlak een
cirkel die door de punten D, C, Gen H gaat.

Bereken de inhoud van de kegel.

41

Ruimtelijke objecten zijn soms te splitsen in delen waarvan
je met een formule de inhoud kunt berekenen.

b

Bereken de inhoud van ruimtefiguur A die is
samengesteld uit een balk en een piramide.

Ruimtefiguur B is een kubus waar een cilindervormig gat
doorheen is geboord.

Hoeveel cm? is de inhoud van ruimtefiguur B?

Ruimtefiguur C is ontstaan door van een kubus met ribben

van 8 cm op 2 cm van alle hoekpunten stukjes af te zagen.
De afgezaagde stukjes hebben de vorm van een piramide.
Bereken de inhoud van ruimtefiguur C.

5cm
3cm
8 8 cm
-
8cm 2cm 4em 2 am
(A] B
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42  De Rubikkubus op de foto is 6 cm bij 6 cm bij 6 cm en bestaat

uit allemaal kleine kubusjes van 2 cm bij 2 cm bij 2 cm.

a De Rubikkubus is een vergroting van zo’n klein kubusje.
Geef de vergrotingsfactor.

b Bereken de inhoud van de Rubikkubus en de inhoud van
zo’'n klein kubusje.

¢ Hoeveel keer zo groot is de inhoud van de Rubikkubus
vergeleken met de inhoud van zo’n klein kubusje?

d Hoe had je het antwoord van opdracht ¢ ook direct met de
vergrotingsfactor van opdracht a kunnen berekenen?

Zijn twee ruimtelijke objecten gelijk vormig met
vergrotingsfactor &, dan geldt voor de inhoud de
vergrotingsfactor k3. Als de afmetingen van een ruimtelijk
object k keer zo groot worden, dan is de inhoud van het
hierdoor ontstane ruimtelijke object &3 keer zo groot.

Ondersteunende route = maak opdracht 043

43  De piramide is opgebouwd uit tien even hoge lagen. De
bovenste laag is een piramide. Samen met de laag daaronder
geeft dit een tweede piramide waarvan de afmetingen twee
keer zo groot zijn als de eerste piramide. De bovenste piramide
heeft een inhoud van 3 cm?.

a Bereken de inhoud van de vierde piramide.

b Bereken de inhoud van de onderste laag.

L&  Een architect heeft een maquette gemaakt van een huis dat
m in werkelijkheid een inhoud heeft van 550 m3. De maquette
heeft een inhoud van 3,52 dm?.
a Laat met een berekening zien dat de inhoud van het huis
156 250 keer zo groot is als de inhoud van de maquette.
b Bereken de schaal waarop de maquette is gemaakt.

Uitdagende route = maak opdracht U7
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Ondersteunende opdrachten

040  In de balken van 20 cm bij 20 cm bij 40 cm passen precies H - H G

een cilinder en een piramide. . ' £ 1

a Bereken de inhoud van de balk en de inhoud van de v eIk i
cilinder. Vo ” ;' >

b Hoeveel procent van de inhoud van de balk wordt E E e . E ' ': LI
ingenomen door de cilinder? o ‘,‘ 5% '-‘

¢ Punt Sis het snijpunt van de diagonalen EG en HF. Vo g \
Bereken de inhoud van piramide S. 4ABCD. ¢ :r,P—J oA ""'{m‘: ;: . i i '2'0 crcn'

d Een kegel heeft het punt S als top en als grondvlak A 20cn B 2 A 20cm B
een cirkel die door de punten 4, B, C en D gaat.
Laat met een berekening zien dat de diameter van de
cirkel gelijk is aan m =~ 28,3 cm.

e Bereken de inhoud van de kegel.

043  Jeziet een kegelvormige pilon met vijf even hoge lagen. ~ commmmmmmee
De bovenste laag (1) is een kegel met een inhoud van 1
16 cm?. Samen met de laag daaronder (2) geeft dit een
tweede kegel waarvan de afmetingen twee keer zo groot
zijn als de eerste kegel.

a De cerste kegel en de tweede kegel zijn gelijkvormig.
Waarom is de vergrotingsfactor gelijk aan 27

b Met welk getal moet je de inhoud van de eerste kegel
vermenigvuldigen om de inhoud van de tweede kegel
te krijgen?

¢ Bereken de inhoud van de tweede kegel.

d Waarom is de vergrotingsfactor van de eerste en de
derde kegel gelijk aan 3?

e Bereken de inhoud van de derde kegel.

f Hoe groot is de inhoud van de vierde kegel?
De inhoud van laag 3 is gelijk aan de inhoud van de
derde kegel min de inhoud van de tweede kegel.
Bereken de inhoud van laag 3.

Uitdagende opdrachten

U7  De drie poppetjes hebben precies dezelfde vorm. De
inhouden van de poppetjes zijn 117, 55 en 20 cm?3.
a Het middelste poppetje is 7 cm hoog.
Bereken de hoogte van de andere poppetjes.
b Het kleinste poppetje heeft een oppervlakte van 44 cm?.
Bereken de oppervlakte van de andere poppetjes.

© Noordhoff Uitgevers bv Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte 105



45

106

De beroemde Nederlandse architect Gerrit Rietveld

(1888 - 1964) heeft in zijn ontwerpen veel gebruikgemaakt van

meetkundige vormen. Bij een ontwerp van een zomerhuis ‘ 0 il

gebruikte Rietveld een regelmatige twaalfhoek als _ Lvid

uitgangspunt. Op de foto zie je het ontwerp. #
a Bereken de grootte van de hoek van een regelmatige ‘
twaalfhoek. 4

b De regelmatige twaalfhoek bestaat uit twaalf gelijkbenige
driehoeken. De afmetingen van elke gelijkbenige driehoek
zijn in werkelijkheid 3,5 meter bij 3,5 meter bij 1,8 meter.
Bereken de oppervlakte van de twaalfhoek.

¢ De hoogte van het zomerhuis is 2,3 meter.

Bereken in hele m3 de inhoud van het zomerhuis.

De Nederlandse schilder Piet Mondriaan (1872 - 1944) heeft
veel gewerkt met rechthoeken. Je ziet één van zijn schilderijen
met rechthoeken. Michel heeft dit schilderij op canvas laten
drukken. Reken in deze opdracht de zwarte randen niet mee.
a Ga door meten en bereken na dat er gulden rechthoeken
voorkomen in dit schilderij en geef er een aantal aan.
b Het schilderij op canvas is in werkelijkheid 180 cm breed
en 120 cm hoog.
Bereken op welke schaal het hier is weergegeven.

Het patroon op de foto is te vinden op één van de
binnenmuren van het Alhambra in Granada. Het bestaat
uit slechts één figuur, een achthoek, die in twee richtingen
steeds wordt herhaald, zodat een vlakvulling ontstaat. Op
het werkblad is een begin gemaakt met een tekening van dit
patroon.

a Breid de tekening naar rechts en naar boven uit met een
aantal van deze achthoeken.

b Geef alle vormen van symmetrie van de achthoek. Geef
bij draaisymmetrie de grootte van de kleinste draaihoek
aan en geef in geval van lijnsymmetrie het aantal
symmetrieassen.

¢ De vierkantjes van het roosterpapier op het werkblad
hebben zijden van 1 cm.

Bereken de lengten van de zijden van de achthoek in hele
mm nauwkeurig.

d Teken een zo klein mogelijke rechthoek om één van de
getekende achthoeken en bereken de verhouding
opperviakte achthoek : oppervlakte rechthoek.
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De figuur bestaat uit een patroon van rechthoeken. De rode
rechthoek is een gulden rechthoek. Rechthoek 1 heeft een
breedte die ¢ keer zo groot is als die van de rode rechthoek.
Net zo heeft rechthoek 2 een breedte die ¢ keer zo groot is als
rechthoek 3. Op dezelfde manier wordt van boven naar
beneden bij elke volgende rechthoek de lengte steeds met
factor ¢ vermenigvuldigd.

i 12 (3]

a Leguit waarom er in de figuur drie vierkanten voorkomen.
b Onderzoek of er behalve de aangegeven rechthoek nog
meer gulden rechthoeken in de figuur zitten.

a Teken op lijnstuk PQ een punt R zo dat het lijnstuk
verdeeld wordt in de gulden snede waarbij geldt
PR:QR=0:1

b Waarschijnlijk heb je in opdracht a gebruik gemaakt van
het getal ¢ = 1,618. Je kunt punt R met meten nooit precies
tekenen, omdat het getal 1,618 een benadering is van ¢.

In deze opdracht ga je de plaats van punt R met construeren
bepalen. In de tekening zie je hoe dat gedaan is.
Uitgangspunt is lijnstuk PQ en lijnstuk QS dat daar
loodrecht op staat, waarbij geldt PO=2en QS = 1.

Punt 7 is het snijpunt van lijnstuk PS en een cirkel met
middelpunt S en straal 1.

Teken punt 7.

¢ Punt R op lijnstuk PQ is het snijpunt van lijnstuk PQ met
een cirkel met middelpunt P en straal PT.
Teken punt R.

d Toon met een berekening aan dat PR = \B - 1.

e Toon aan dat punt R lijnstuk PQ verdeelt volgens de gulden
snede.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Gulden snede

De gulden verhouding of gulden snede is de verhouding
1.618...: 1.

Als je een lijnstuk verdeelt in twee delen die zich tot elkaar
verhouden zoals het hele lijnstuk zich verhoudt tot het grootste
deel, dan ontstaat de gulden snede.

Kies je de lengte van het kleinste lijnstuk gelijk aan 1, dan is de
lengte van het grootste lijnstuk bij benadering gelijk aan 1,618.
In de wiskunde wordt het getal 1,618... vaak aangegeven met
het symbool ¢ (spreek uit als “fi’).

Een gulden rechthoek is een rechthoek waarvan de lengtes van
de zijden zich tot elkaar verhouden als ¢ : 1.

i

1,618

a:b=c:a

a Teken een gulden rechthoek met een kortste zijde van 5 cm.
b Teken ook een gulden rechthock waarvan de langste zijde
Scmis.

Vaardigheid

Je kunt met vergrotingsfactoren rekenen.

In twee gelijkvormige figuren kun je elke lengte in de ene
figuur met dezelfde vergrotingsfactor vermenigvuldigen om de
overeenkomstige lengte in de andere figuur te krijgen.

Bij twee gelijkvormige figuren met vergrotingsfactor k geldt
voor de oppervlakte van de twee figuren vergrotingsfactor k>
en voor de inhoud vergrotingsfactor k°.

De balk heeft een oppervlakte van 118 cm? en een inhoud
van 70 cm3. Van de balk wordt een vergroting gemaakt.
De vergroting heeft een lengte van 21 cm.

Bereken de vergrotingsfactor en van de vergroting de
oppervlakte en de inhoud.

Oplossing

De vergrotingsfactor is 21 : 7= 3.

De oppervlakte van de vergroting is 118 » 32 = 1062 cm?2.
De inhoud van de vergroting is 70 x 33 = 1890 cm?.

7cm
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S2 Op de foto zie je een maquette van een kubuswoning. De
lengte van de ribbe van de kubus is in werkelijkheid 7,5 meter.
In het model is de lengte van de ribbe 15 cm.
a Bereken de vergrotingsfactor.
b De oppervlakte van het dak is bij de maquette 675 cm?.
Hoeveel m? is de oppervlakte van het dak in werkelijkheid?
¢ De inhoud van het woongedeelte is bij de maquette
3200 ecm?.
Bereken de inhoud van het woongedeelte van een

kubuswoning in m>.

Vaardigheid

Je kunt aanzichten van een ruimtelijk object maken.
Door van verschillende kanten naar een ruimtelijk object te
kijken kun je aanzichten maken.

Voorbeeld

De gegeven afmetingen Oplossing
van het ruimtelijk object .2
zijn in cm. EH "2 RG FE 2 GH
Teken het vooraanzicht en
het rechter zijaanzicht. 3 3
AD 5 B C B A 4 CD
vooraanzicht rechter zijaanzicht

\_

S3  Teken van het ruimtelijk object in het voorbeeld op ware
grootte een bovenaanzicht.

Vaardigheid

Je kunt met aanzichten het bijbehorende ruimtelijke object
beschrijven.

Vanuit gegeven aanzichten kun je vaak een goede

voorstelling maken van hoe een ruimtelijk object er uit ziet.
Soms heb je meerdere aanzichten nodig om een goed beeld

te krijgen van een ruimtelijk object.

A o
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Samenvatting

Voorbeeld

Je ziet een vooraanzicht en een bovenaanzicht van een
ruimtelijk object.
Welke ruimtelijke objecten passen bij deze aanzichten?

Oplossing
Het ruimtelijk object zou een balk of een prisma kunnen
zijn. Een zijaanzicht moet uitsluitsel geven.

vooraanzicht bovenaanzicht

b

S4 a Stel het ruimtelijk object in het voorbeeld is een prisma.
Teken het bijbehorende rechter zijaanzicht.
b Van een ander ruimtelijk object zie je drie aanzichten.

bovenaanzicht vooraanzicht rechter zijaanzicht

Maak een schets van het ruimtelijk object of beschrijf hoe
het ruimtelijk object eruitziet.

Vaardigheid

Je kunt verschillende vormen van symmetrie herkennen.

Er zijn drie vormen van symmetrie:

- lijnsymmetrie, spiegelen in een lijn geeft dezelfde figuur

- puntsymmetrie, spiegelen in een punt geeft dezelfde figuur

- draaisymmetrie, draaien om een punt over een bepaalde
hoek geeft dezelfde figuur.

Puntsymmetrie is hetzelfde als draaisymmetrie over 180°.

Voorbeeld

Geef alle vormen van symmetrie van een vierkant. Teken bij .
draaisymmetrie het draaipunt en geef de grootte van de N ;
kleinste draaihoek aan. Teken bij lijnsymmetrie de 5 i vs
symmetrieassen en bij puntsymmetrie het punt van symmetrie. . i

Oplossing "
Een vierkant is lijnsymmetrisch en heeft vier symmetrieassen. 74

Een vierkant is draaisymmetrisch in het snijpunt van de .
diagonalen over een hoek van 90°. ’
Een vierkant is puntsymmetrisch in het snijpunt van de diagonalen.

.
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S5

Vaardigheid

.

Voorbeeld

Geef alle vormen van symmetrie van de regelmatige
zevenhoek. Teken bij draaisymmetrie het draaipunt en geef de
grootte van de kleinste draaihoek aan. Teken bij lijnsymmetrie
de symmetrieassen en bij puntsymmetrie het punt van

symmetrie.

Je kunt de inhoud van een ruimtelijk object berekenen.

De inhoud van een balk, een prisma en een cilinder bereken je
met de formule 7= G X /.

De inhoud van een piramide en een kegel bereken je met de
formule 7= % X G X h.

In deze formules is 7 de inhoud, G de oppervlakte van het
grondvlak en / de hoogte. Ruimtelijke objecten zijn soms te
splitsen in delen waarvan je met een formule de inhoud kunt
berekenen.

De bodem van een koffiekan heeft een diameter van 16 cm.
De hoogte van de koffiekan tot aan het maatstreepje is 9 cm.
Hoeveel liter koffie past er in de kan tot aan het maatstreepje?

Oplossing

De koffiekan heeft de vorm van een cilinder.

De oppervlakte van het grondvlak is 1 x 0,8% = 0,641 dm?.

De inhoud van de koffickan is 0,641 x 0,9 = 1,8 dm3.

Tot aan het maatstreepje past ongeveer 1,8 liter koffie in de kan.

Sé6

Je ziet een tekening van een huis. De begane grond heeft de
vorm van een balk en de eerste verdieping heeft de vorm van
een prisma. Het grondvlak van het prisma is een gelijkzijdige
driehoek.

Bereken in hele m3 de inhoud van het huis.
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In een winkel liggen drie gelijkvormige tegels. Tegel A heeft

een lengte van 70 cm en een oppervlakte van 3150 cm?.

Tegel B heeft een lengte van 56 cm. De oppervlakte van

tegel C is 6174 cm?.

a Tegel B kun je zien als een vergroting van tegel A.
Bereken de vergrotingsfactor.

b Bereken de oppervlakte van tegel B.

¢ Bereken de lengte van tegel C.

d Bereken de breedte van tegel A en onderzoek of deze tegel
de vorm van een gulden rechthoek heeft.

vooraanzicht rechter zijaanzicht bovenaanzicht

a Bedenk een kubusbouwsel bij de aanzichten waarbij je zo
veel mogelijk kubusjes gebruikt. Geef in het bovenaanzicht
met getallen aan hoeveel kubusjes op elkaar staan.

b Teken het linker zijaanzicht.

Een fabrikant brengt een tablet op de markt met een scherm
met een diagonaal van 12,2 inch. In het persbericht staat dat het
schermoppervlak ongeveer 50 % groter is dan het bestaande
model met een 10 inch diagonaal. De schermen van de tablets
zijn gelijkvormig.

Ga met een berekening na of deze bewering klopt.

De vijfpuntige ster bestaat uit een regelmatige vijfhoek

ABCDE en vijf gelijkbenige drichoeken.

a Is de vijfpuntige ster lijnsymmetrisch? Zo ja, teken alle
symmetrieassen.

b Ts de vijfpuntige ster puntsymmetrisch? Zo ja, teken het
punt van symmetrie.

¢ Is de vijfpuntige ster draaisymmetrisch? Zo ja, teken het
draaipunt en bereken de kleinste draaihoek.

d Bereken de grootte van de scherpe hoek bij de punten van
de ster.

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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17

T8

Van de gulden rechthoek ABCD is AB = 10 cm.

a Bereken de lengte van zijde AD. Rond je antwoord af op
twee decimalen.

b Van rechthoek 4 BCD wordt vierkant EBCF afgehaald.
Laat met een berckening zien dat rechthoek 4 EFD ook een
gulden rechthoek is.

Een autodesigner heeft een schaalmodel van een auto gemaakt
met een inhoud van 32 dm?>. In werkelijkheid heeft de auto een
inhoud van 8 m?.

Bereken de schaal van het model.

Je ziet twee aanzichten van een ruimtelijk object.

vooraanzicht bovenaanzicht

a Maak cen schets van het ruimtelijk object of beschrijf hoe
het ruimtelijk object er uit ziet.
b Teken het rechter zijaanzicht.

De ruimtefiguur is ontstaan door van een balk twee gelijke

stukken af te zagen. De afmetingen zijn in cm.

a Teken op ware grootte het vooraanzicht en het rechter
zijaanzicht van de ruimtefiguur.

b De oorspronkelijke balk heeft vierkant A BCD als grondvlak
en een hoogte van 5 cm. De van de balk afgezaagde
stukken hebben de vorm van een piramide.

Laat met een berekening zien dat de inhoud van één zo’n
piramide gelijk is aan 8 cm?.

¢ Bereken de inhoud van de ruimtefiguur. Rond je antwoord
af op een geheel aantal cm?.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je kunt met vergrotingsfactoren rekenen.

Op de foto zie je een klok die de vorm heeft van een piramide.

Het grondvlak van de klok is een vierkant met zijden van

12 em. De klok is 12,4 ecm hoog. Door het kleurverschil van het
materiaal zie je drie piramides. De lengtes van de opstaande

zijden zijn achtereenvolgens 2,5 cm, 11.5cmen 15 cm.
Bereken de inhoud van de klok.

Bereken de hoogte van de bovenste piramide.
Bereken de inhoud van de bovenste piramide.

anNn ow

piramide.
Bereken de oppervlakte van de cijferplaat.

Je kunt aanzichten van een ruimtelijk object maken.
Op het dak van een woning is een dakkapel geplaatst.
Het dak rust op een rechthoekige vloer van 6 meter bij
& meter.

Teken op schaal 1 : 100 het vooraanzicht en het
bovenaanzicht van het dak met de dakkapel.

Je kunt met aanzichten het bijbehorende ruimtelijk object
beschrijven.

De cijferplaat van de klok is het grondvlak van de tweede

vooraanzicht bovenaanzicht

Je ziet het vooraanzicht en het bovenaanzicht van een

kunstwerk.

a Maak een schets van het kunstwerk of beschrijf hoe het
kunstwerk er uit ziet.

b Teken het linker zijaanzicht van dit kunstwerk.

Je kunt verschillende vormen van symmetrie herkennen.
Het tegelpatroon van een vloer in een moskee in Istanbul
bestaat onder andere uit een regelmatige zeshoek en
regelmatige zespuntige ster.

Geef alle vormen van symmetrie van de regelmatige
zespuntige ster. Teken bij draaisymmetrie het draaipunt en
geef de grootte van de kleinste draaihoek aan. Teken bij
lijnsymmetrie de symmetrieassen en bij puntsymmetrie het
punt van symmetrie.

Hoofdstuk 8C Vorm en ruimte
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Je kunt de inhoud van een ruimtelijk object berekenen.
De dakkapel van opdracht E2 bestaat uit het prisma
ABG.DCH, het prisma ADE. BCF en de piramide 7. ADE.
De afmetingen zijn in meter.

Bereken in m? nauwkeurig de inhoud van de dakkapel.

Je ziet de plattegrond van een ontwerp van de architect
Gerrit Rietveld (1888 - 1964) voor de uitbreiding van een
woning. De vloer van deze uitbreiding bestaat uit twee
cirkelsectoren en een driehoek. De twee cirkelbogen hebben
hetzelfde middelpunt. De stralen van de beide cirkels zijn
6,55 meter en 2,5 meter en de hoeken van de cirkelsectoren
zijn 72° en 160°. De hoogte van de drichoek is 1,3 meter.

' huis

a Ga door een berekening na dat punt P de straal van de grote
cirkel verdeelt volgens de gulden snede.

b Hoeveel m? is de oppervlakte van de uitbreiding? Rond je
antwoord af op ¢én decimaal.

a Isde figuur lijnsymmetrisch? Zo ja, teken de
symmetrieassen.

b Ts de figuur puntsymmetrisch? Zo ja, geef het punt van
symmetrie aan.

¢ Is de figuur draaisymmetrisch? Zo ja, bereken de kleinste
draaihoek.

d De blauwe delen bestaan uit parallellogrammen. Eén
zo'n parallellogram kun je verdelen in twee driehoeken
met basis drie hokjes en hoogte twee hokjes.

Hoeveel procent van de tegel is blauw?

© Noordhoff Uitgevers bv
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Historische kansen

In de zestiende en zeventiende eeuw nam de belangstelling toe
voor vraagstukken van kansen en risico’s. Dat kwam enerzijds
door de opkomst van de overzeese handel. Schepen vergingen
en daarmee kostbare investeringen. De vraag was hoe dit risico
te dekken. Anderzijds waagde men ter ontspanning graag een
gokje in het koffichuis. De ridder de Mér¢ was zo’n gokker en
hij legde in 1654 de Franse geleerde Blaise Pascal enkele vragen
voor. Pascal besprak ze met Pierre de Fermat en daarmee werd
de grondslag van de kansrekening gelegd.

%
-

De Méré's eerste probleem

Bij hoeveel worpen met twee dobbelstenen heb je een kans

van een half of meer op minstens één dubbelzes? Volgens De
Méré’s berekeningen kon het zowel 24 als 25 zijn. Daarom
stelde hij dat de wiskunde met zichzelf in tegenspraak was.
Pascal liet zien dat dit niet zo was. Hij schreef alle mogelijke
worpen systematisch uit en bij 24 worpen bleek de kans op een
dubbelzes 0,491. Te klein, het moest dus 25 zijn.

De Méré's tweede probleem

Het tweede was een verdelingsvraagstuk, een bekend type
probleem in de zeventiende-eeuwse gokwereld. Hier ging het
om twee dobbelaars. Elk gewonnen spel levert een punt op.
Wie het eerst drie punten heeft wint de pot. De gokkers hebben
ieder 32 ‘pistoles’ ingezet. Zij moeten het spel echter voortijdig
afbreken. Hoe kunnen ze de pot op een eerlijke manier
verdelen?

In zijn brief aan Fermat op 29 juli 1654 zette Pascal de
mogelijkheden op een rijtje. Stel, de ene speler heeft twee
punten, de andere één. Wat kan er bij de volgende worp
gebeuren? Als de eerste speler wint is de pot van 64 “pistoles’
van hem. Als hij verliest is de score twee-twee en zouden

ze beiden 32 “pistoles’ moeten krijgen. Op basis van deze
verwachting kan de eerste speler dus zeggen: “Tk ben zeker van
32 ‘pistoles’ en op de andere 32 hebben we evenveel kans. Laten
we die gelijk verdelen. Tk krijg dus in totaal 48 “pistoles’ en

j1j 16.” Op dezelfde manier bekeek Pascal de andere gevallen:
wanneer de stand twee-nul of één-nul is.

Opdracht

- Laat met een berekening zien dat na 25 keer gooien met twee
dobbelstenen de kans op minstens één dubbelzes voor het
eerst groter is dan 0,5.

- Bereken op de manier van Pascal de verdeling van de “pistoles’

bij de stand twee-nul en één-nul.
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CE | In dit hoofdstuk

Dit hoofdstuk is een vervolg op het hoofdstuk
verbanden en machtsfuncties uit deel 1.

A Behalve de verbanden die daar aan de orde komen,

is er aandacht voor wortelverbanden. Het oplossen
van vergelijkingen is geen doel op zich, maar een
hulpmiddel voor het aanleren van de technieken die
nodig zijn voor het herleiden van formules. Tot slot
leer je formules herleiden door middel van het
vervangen van een variabele door een andere formule.

Bij de vaardigheden en in de analyse hoofdstukken
van deel 3 en deel 4 wordt het manipuleren met
formules uitgebreid en onderhouden.

| .
Voorbeelden van WDA in dit hoofdstuk
- Problemen oplossen en analytisch denken opdracht 7
- Ordenen en structureren opdracht 26
- Abstraheren opdracht 18
- Logisch redeneren en bewijzen opdracht 22

=

LR Y
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Schrijf zonder haakjes.
a y=3(x+2)

b y=3x2x-1) d y=-2x(12—3x?%

V2 a Op het blaadje zie je hoe je de formule
y = (x +4)> = 2(4x — 5) kunt herleiden tot y = x? + 26.
Omschrijf bij elke stap welke bewerking is gedaan.

b Herleid de formules op dezelfde manier.
A K=5+2n—3) C a=0bB+3)b+7)
B P=3g-2q-7) D g=hh+5)+3(h-2)

o %99

y=(x+4)2 - 2(4x-5)

y=X+4)(x+4)+-8x+10 1
y=x2+8x+16-8x+10 2
y=x2+26 S

Breuken kun je bij elkaar optellen of van elkaar aftrekken door
de breuken gelijknamig te maken.

Breuken kun je vermenigvuldigen door de tellers met elkaar te
vermenigvuldigen en de noemers met elkaar te
vermenigvuldigen.

Je kunt breuken vereenvoudigen door teller én noemer door
hetzelfde getal te delen of met hetzelfde getal te
vermenigvuldigen.

Voorbeeld 2

Herleid en schrijf als één breuk: Herli:id eSn scélrijf als één breuk:
—_— § — i = e b m— o —
73 7% 2 3 x
Oplossing Oplossing
_8.x 35 1.8 .6
173°x "3 1772 32 &
& 15 186
97 3x 3« 9=2.3x2. x
_8—15 48 _ 8
=3 q=6—x30fwelq—;

Voorbeeld 3

Herleid en schrijf als één breuk:
w261
y=p 3x
Oplossing
_6 xtl
YTT1 T 3x
6(2x +1
= (3 )
X
Pz 12x + 6 0fwely=4X+ 2
3x *

=373 2 6k
s 35 2q
= -4 — e O
b =g+ f k=3 =
k—g+i —l.i
ST, € =5,
3 5 2 p
d a=>-—— h m=——-=~L
“Tb 2 M4y
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Voor het rekenen met machten gelden de volgende rekenregels.

@=1 (&= g (aby=an by
- gl =ghtd e (ﬂ)"—“_"

g =g i o) =2

& g gi=4lg

2
Voorbeeld 1 Voorbeeld 2

2
Schrijf [x3)-rx2] als één macht.|  Schrijf (p2 - Jp)* als één macht.

Oplossing OPlOSSIT Ly
3, BV2 i 5Y2 (P> \p)'=(p* pD)*=
XoXT || A 28
FE e | e
8 A
V4  Schrijf als één macht.
a x3+x! d qs.\@
3

b (x)"? e p-p-vp
c X f i

xF w0 s\s

V5 Schrijf als één wortel.

a \2a-36 ¢ \2g°\3g-3h VA B =VA~B
\6 8k A_NA
b 12 a B 55
\3p V2
V6  Schrijf als K = ¢ *\p. Rond ¢ zo nodig af op twee decimalen.
a K=425 c K=124+\3p

b K=@ d K=25-v1p

2°+ 64> —4g -5

V7  Op het blaadje zie je hoe je de formule w =

27 @ - 29°+64°-49-5
kunt herleiden. @ 2q
Herleid de formules op dezelfde manier. @®!| w= ﬁg . @{ ﬂ _ 2
© 12p* — 6p? 0 -4k +3 f* - 29 29 29 2q
a K=e——— E K= = 42 —o_old 1
3 2k w q. ¢ Bg-[2 —2 >4
b a_—4b5+3b2+b q t_5x5—8x3+2x2 )
B b B e
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Je leert - hoe je een lineaire formule herleidt

Leerroutes - ondersteunend: 1—02—2—3—4—05—6

« doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7
- uitdagend: 1—2—3—4—5—7—U1

De tijd die nodig is voor een bergwandeling is te

berekenen met de regel van Naismith:

neem de tijd die voor dezelfde afstand op een

viaklce weg nodig is en tel er 20 minuten per

100 meter stijging bij op.

Freek en Yael maken een wandeling van 4 uur.

Op vlak terrein is hun wandeltempo 5 km per uur.

* Leg uit dat het verband tussen de afstand @ in km
en het aantal gestegen meters /2 wordt gegeven

door de formule 4 = %a + ﬁh.

Op het blaadje is een begin gemaakt met het oplossen

van de vergelijking 3x + 5(6 — 2x) = 14 — 4(%x +1).

a Welke bewerking is bij stap 1 gedaan?

b En welke bij stap 2 en stap 3?

¢ Losde vergelijking verder op.

d Los op dezelfde manier de vergelijking
2x+3(4-x)=5-4(3x— 1) op.

Bx+5(6 - 2x) =14 - 4(Zx+1)
Bx+50-10x=14-2x-4 1
-7x+20=10-2x 2
~5x+30=10 3

Lineaire vergelijkingen of eerstegraads vergelijkingen
kun je oplossen met de balansmethode: links en rechts
van het gelijkteken voer je dezelfde bewerking uit.
Daarmee vereenvoudig je de vergelijking zo ver dat

de onbekende nog maar aan ¢én kant van het gelijkteken

staat. Soms moet je eerst breuken en/of haakjes wegwerken.

Voorbeeld |

Losop:2x+%=1*%(*x*4)

Oplossing

2x +% = %x +3  haakjes weggewerkt
20x +4=5x+30 links en rechts x 10

15x+4 =30 links en rechts — 5x
15x =26 links en rechts — 4
r =20 1{—1 links en rechts : 13

Ondersteunende route = maak opdracht 02

Los de vergelijkingen op.

a 8x—4=3x+7 d 2x+1=2x-3
b 9x=6x—52-3x) e 2x+4=2-(¢x+7)
c 15-(Q2x-6)=Tx+4 f ix=113-x

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden
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3 Een Friese staartklok wordt aangedreven door een gewicht.
Als de tijd verloopt, zakt het gewicht. Om 9.00 uur hangt het
gewicht op een hoogte van 140 cm. De hoogte van het gewicht
voldoet aan de formule 7= —0,15¢+ 147, met Ain cmen ¢ in
minuten na 9.00 vur.

a Met welke vergelijking kun je berekenen na hoeveel
minuten het gewicht op de grond komt?

b Hoe laat zal de klok gaan stilstaan?

¢ Bereken de tijdstippen bij de volgende hoogten: 120 cm en
33 cm.

d Om bij een gegeven waarde van /2 de bijbehorende waarde
van ¢ uit te rekenen, is het handig om een formule te hebben
waarbij /7 1s vitgedrukt in 7.

Leg uit waarom uit de gegeven formule volgt dat
—0,15¢=h—147.

e Uit de formule van opdracht d volgt r=...h + ...

Vul op de puntjes de juiste getallen in.

4 Bij lijn / hoort de formule 5x + 2y = 8. Op het blaadje zie je

hoe deze formule herleid is tot de vorm y =a - x + b. T Sx+2y=8
a Leguit wat er in stap 1 is gebeurd. :
A @ | 2y=-5%x+8& 1
b En wat is er in stap 2 gebeurd? 1
¢ Herleid de formule 5y — 8 = 7x totde vorm y=a . x + b. Q| Y= 2?X+4 2
d Herleid de formule 3(2g — p) =8 totdevormg=... + .... e
De formule 2w — 3v = 14 wordt ook wel een vergelijking van
een lijn genoemd. De vergelijking is te herleiden tot
w= l%v + 7. In deze formule is w uitgedrukt in v.
Bij het herleiden gebruik je, net als bij het oplossen van
vergelijkingen, de balansmethode.
Herleid de vergelijking 3a = 12 — 2b waarbij je b Herleid de vergelijking 8% + 2p = 15 waarbij je p
uitdrukt in a. uitdrukt in £.
Oplossing Oplossing
12-2b=3a links en rechts verwisseld 2p=-8k+15 links en rechts — 8k
2h=3a—12 links en rechts — 12 p=—4k+ 7% links en rechts : 2
b= _% a+6 links en rechts : -2

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 9 Formules herleiden

127




(4]

128

Ondersteunende route = maak opdracht 05

Herleid de formules waarbij je ¢ uitdrukt in p.

a 8p—49g=9 e 4g+16=20p
b p+2¢g=0 f 3(g+1)=6p+5
c I5p=3¢+27 g 2p—%q=1

d 5¢+3p=6 h 2p+tg)=p—¢q

Inwoners van de provincie Groningen betalen voor hun

waterverbruik € 0,925 per m3. Daarnaast betalen ze € 30,- vaste

kosten per jaar. Deze vaste kosten voor het verbruik van water

noem je vastrecht. Inwoners van de provincie Drenthe betalen

€ 40,- vastrecht en € 0,88 per m> water.

In deze opdracht is b het te betalen bedrag in euro’s en is w het

waterverbruik in m?.

a Leguit dat voor de provincie Groningen de formule
b =30+ 0,925w geldt.

b Geef ook de formule voor de provincie Drenthe.

¢ Met welke vergelijking kun je berekenen bij welk
waterverbruik het te betalen bedrag in beide provincies
even hoog is?

d Bij welk waterverbruik is het te betalen bedrag in de
provincie Drenthe kleiner dan het te betalen bedrag in de
provincie Groningen?

Een meubelfabriek maakt twee soorten stoelen. Voor stoel A

is 0,5 uur machinetijd nodig en voor stoel B 1,5 uur. Per dag

draait de machine 15 uur. Het aantal stoelen van model A is

a en het aantal stoelen van model B is b.

a Hoeveel stoelen A kunnen er per dag maximaal worden
geproduceerd?

b Is het mogelijk om elf stoeclen A en zeven stoelen B op
¢én dag te produceren?

¢ Hoeveel productietijd is nog beschikbaar nadat er negen
stoelen A en vijf stoelen B zijn gemaakt?

d Teguit dat voor een dagproductie geldt 0,5« + 1,56 = 15.

Druk a uit in b.

Onderzoek welke verschillende verdelingen van de

aantallen stoelen A en B mogelijk zijn als de productietijd

van 15 uur volledig benut wordt.

-~ M

Uitdagende route = maak opdracht U1

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden
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Ondersteunende opdrachten

02  Op het blaadje is een begin gemaakt met het

oplossen van de vergelijking 3(2¢ —4) + a = 2(a — 1). . . .

a Leguit wat er in stap 1 is gebeurd. e

b In stap 2 worden de gelijksoortige termen Ga-l2+a=2a-2 1
samengenomen. 7a-12= .. 2
Maak de vergelijking in stap 2 af. Ba—l.2= .} 3

¢ Leguit wat er in stap 3 is gebeurd.

d Los de vergelijking verder op.

05  Op het blaadje zie je hoe de vergelijking

7(p — 3) = 6 + 2q is herleid zodat g uitgedrukt 7(p-3)=6+2q

el . . 7p-21=6+2q 1

a Noteer bij elke stap welke bewerkingen zijn G+2q=7p-21 >
gedaan. 2447p- 37 5

Herleid de volgende vergelijkingen zodat ¢ g= 5% p=1 5% 4

uitgedrukt wordt in p.

b 8 +6p=12 f 4p—-2¢g=p+9
5p+15¢=0 g 12p+12=2(g+7)

d 3p+5¢=18 h 5-2(¢q-3)=4p+8

e 2p+tg=3p+2g-—4 i p+3(p—-2)=10g+8

\

Uitdagende opdrachten

[J1  Abel, Bert en Chris hebben hetzelfde contract bij het
energiebedrijf voor het leveren van elektriciteit.
Ze betalen een vast bedrag per jaar en maken gebruik
van het dubbeltarief. Dat wil zeggen dat je tijdens
daluren (in het weekend en ‘s nachts) goedkopere
stroom hebt dan tijdens normale uren.

tarief elektriciteit

kWh prijs inclusief belastingen

Bij de jaarafrekening blijkt dat Bert evenveel k Wh tijdens normale uren €023
daluren heeft afgenomen als Abel maar 10% meer kWh daluren €0215
vastrecht €85650

tijdens normale uren heeft gebruikt. Bert moet € 23,46 meer
betalen dan Abel. Chris heeft 8% meer kWh van het lage en
het hoge tarief gebruikt dan Abel. Hij betaalt € 39,58 meer
dan Abel.

Hoeveel kWh gebruikt Abel totaal tijdens normale uren? En
hoeveel gebruikt hij tijdens de daluren?
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Je leert - hoe je een gebroken formule herleidt

8—09—-10—11—-12
8—9—10—11-12
8—9—10—12—-U2

- ondersteunend:
« doorlopend:
- uitdagend:

Leerroutes

Voor een stadsuitbreiding is 40 000 m? grond
beschikbaar. De kavels voor de woningen
krijgen allemaal dezelfde oppervlakte. Voor de
groenvoorziening en de wegen is per woning

100 m2 nodig. De oppervlakte per kavel K in m2, / ot

bij het aantal kavels @, kun je bereken met de
40000 — 1004
formule K = —_—
- Als de oppervlakte van de kavels gehalveerd
wordt, kun je dan ook twee keer zoveel kavels
maken?

De firma Wortel produceert onder andere hardhouten

tuinbankjes. De gemiddelde kosten per bankje worden

berekend met de formule GK = 65 + S0g
B+5

Hierin is GK de gemiddelde kosten in euro’s en B het aantal

geproduceerde bankjes.

6000
Met d lijking 65 +
et de vergelijking FEW:

hoeveel bankjes geproduceerd moeten worden zodat de
gemiddelde kosten 75 euro bedragen.
a Je kunt de vergelijking oplossen met je rekenmachine,

=75 kun je berekenen

maar het kan ook zonder. Op het bovenste blaadje zie je

hoe je dat doet.
Leg uit wat er bij elke stap is gebeurt.

b Bereken op dezelfde manier hoeveel bankjes er moeten

worden geproduceerd als GK = 80 en als GK = 70.
¢ Om bij een gegeven waarde van GK de waarde van B

uit te rekenen, is het handig om een formule te hebben
waarin B is uitgedrukt in GK. Op het onderste blaadje is

cen begin gemaakt met de herleiding.
6000

Maak de herleiding af en laat zien dat B = CK—65

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden

65 + 6000 =75
B+5
6000 10
B+b
6000 =10 (B+5)
o00=B+5
B+5=600
B=595
L 3 P p s
B+5
65+ i = GK
+
6000 _CK-65
B+b

6000 = (GK - 65)(
B+5=...
B=...

© Noordhoff Uitgevers bv
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Een formule heet een gebroken formule als er een variabele in
een noemer voorkomt. Een gebroken formule kun je herleiden
en soms vereenvoudigen. Daarbij kun je gebruik maken van:

B_A-B
e o

:E+EenA-

A A
UitEZ Cvolgt A= B-Cendus ookEZB.

A C
Uit—=—volgtA-D=B"-C.
B D

Voorbeeld 1 Voorbeeld 2

Herleid 2 —3a = 1, waarbij je b vitdrukt in a Herleid 4234 *34 _ P waar bij je p uitdrukt in g
Oplossing Oplossing
2
§=I+3a links en rechts + 3a i.l..?ﬁ:ﬁ A+B=ﬁ+§
b A 9 9 -8 & E°E
5=b-(1+3a) g =Cdusd=8.C P )
gt3= vereenvoudigd
b-(1+3a)=5 links en rechts verwisseld —8 )
5 o -8(g+3)=p links en rechts x—8
b= A=B-CdusC=-§ . .
1 +3a p=-8(g+3) links en rechts verwisseld
p=-8¢—-24 haakjes weggewerkt
\
Ondersteunende route - maak opdracht 09
9  Herleid de vergelijkingen waarbij je b uitdrukt in a.
[H | 12 4
=— d —=6a-7
a=- , = 04
b—1_ 5hr=3b
b o 7 e — ) =a +-3
8 7 2a+1
¢ 2a= b+4 f b~ a
3 2 — pl5S 4 8 0.6
10 a Toon aan dat je de formule A4 = Ll L kunt

2p

herleiden tot 4 = 1% P %PU’S +4p™0*,

724
2+4p

b Toon aan dat je de formule O = + % pe \/}; kunt

herleiden tot @ =p - \f;_J =5

© Noordhoff Uitgevers bv

Hoofdstuk 9 Formules herleiden

131




Dit document is gedownload van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

11  Een schaatsenfabriek heeft een nieuw type klapschaats
ontwikkeld. De gemiddelde productiekosten per paar
schaatsen hangen af van het geproduceerde aantal g.

200g + 12000 .
De formule GK = T geeft de gemiddelde

g+t 1

productiekosten in euro’s per paar schaatsen.

a Hoe hoog zijn de gemiddelde productiekosten per paar
als er 200 paar geproducecerd worden? En bij 400 paar?

b Tijdens een strenge winter wordt de productie sterk
opgevoerd. De gemiddelde kosten per paar zijn gedaald
tot € 210,-.
Hoeveel paar schaatsen zijn er geproduceerd?

¢ Hoe groot zijn de totale kosten bij 200 paar schaatsen?
En bij 400 paar?

d Geef de formule voor de totale kosten TK in euro’s bij
het produceren van ¢ paar schaatsen.

e Hoeveel paar schaatsen kun je laten produceren voor

€ 250.000,-?
12  Een schoonmaakbedrijf berekent voor het reinigen van vloeren
. 2 0,13V +0,12
eerst de prijs per m~ met de formule P = =

Hierin is P de prijs in euro’s per m? en ¥ de vloeroppervlakte

in duizenden m?.

a Bereken voor een vloeroppervlak van 2000 m? de prijs
per m? en vervolgens de totale kosten in euro’s.

b T.aat met een berekening zien dat bij een vloeroppervlak

van 580 m? de totale kosten € 195,40 zijn.

. . 0,137 + 0,12
¢ Laat zien dat je de formule P = % unt

0,12
herleiden tot P = 0,13 + ’7

0,12 | ..
d Hoe kun je aan de formule » = 0,13 + =, zien dat de prijs

per m? lager is naarmate een grotere oppervlakte moet
worden schoongemaakt?

e Geef een formule voor de totale kosten 7K voor het
reinigen van een vloeroppervlakte V' met 7K het bedrag in

euro’s en ¥ de vloeroppervlakte in duizenden m?2.

Uitdagende route - maak opdracht U2

132 Hoofdstuk ¢ Formules herleiden © Noordhoff Uitgevers bv



Ondersteunende opdrachten

09  Gegeven is de formule 1 12b = 2a + 3. Op het blaadje

= 19
is een begin gemaakt met een herleiding zodat » wordt ‘ Y

uitgedrukt in a. (
a Omschrijf wat er in elke stap is gebeurd. 12=(2a+3)(1+b) 1
b Maak de herleiding af. ' (22+3)(1 + b =12 2

= Z2a+ a

Herleid de vergelijkingen waarbij je b uitdrukt in a. 3 1+p=12 3

2h—4 @ b=,
(o a—g f a S_T

=

=3a+7 g a*b=4

3 a
— —
+b—4a 8 h 2b—4+d

Uitdagende opdrachten

f brandpunt

1 1 1
UZ  Voor lenzen geldt de zogenaamde lenzenformule — = » +: >

Hierin is ' de brandpuntsafstand, is b de afstand van het beeld
tot de lens en v de afstand van het voorwerp tot de lens. Alle
afmetingen zijn in cm.

a Je wilt cen lampje afbeelden op een scherm dat op 120 cm
afstand van de lens staat. Je gebruikt een lens met f'= 15.
Op welke afstand van de lens moet je het lampje zetten?

b Neem b = 50 en druk v uit in f.

¢ Neem f'= 10 en laat zien dat je de formule kunt herleiden

10v
v—10
d De vergroting N van het voorwerp kun je berekenen met de

toth =

b
formule N = ;

Bereken v en b als gegeven is dat N=1,5en f= 10.
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Je leert - hoe je een wortelformule herleidt

Leerroutes «ondersteunend: 13—14—015—16—17—18
« doorlopend: 13—14—15—16—17—18
« uitdagend: 13—14—15—17—18—U3

De afstand van je ogen tot de horizon kun je
berekenen met de formule d = 3,57 - \h.

Hierin is d de afstand in km en / de ooghoogte in
meters.

Sil staat op een duin, onderaan de vuurtoren van
Texel. Hij kan 12,4 km ver kijken. Samir staat op
de omloop van de vuurtoren. Hij staat drie keer zo
hoog als Sil.

- Hoeveel keer zo ver kan Samir kijken?

13  Het bereik van een zendantenne voor mobiele telefonie hangt

af van de hoogte van de zendantenne. Bij benadering geldt dat

de formule R =3,6 -/ + 0,8.

het bereik R in km afhangt van de hoogte / in meters volgens

b

a ™o o

Hoe groot is het zendbereik als de zender op de grond zou
staan?

Een zendantenne heeft een hoogte van 12 meter en wordt
3 meter hoger gemaakt.

Met hoeveel km neemt het bereik toe?

Welke vergelijking moet je oplossen om te berekenen bij
welke hoogte het zendbereik gelijk is aan 18 km?

Welke waarde heeft \/1 + 0,8 bij R = 18?

En welke waarde heeft 4 + 0,8 bij R = 18?

Hoe hoog is een zendmast met een bereik van 18 km?
Bereken 4 bij R = 36.

14  Gegeven is de formule p =+2¢ — 5.

a
b
c

Bereken ¢ bij p = 3.

Welke waarde heeft ¢ bij p = 6?

Op het blaadje is een begin gemaakt bij het herleiden van
de formule p =+2¢ — 5 zodat ¢ wordt uitgedrukt in p.
Omschrijf wat er in de stappen 1, 2 en 3 is gebeurd.
Maak deze herleiding verder af.

Controleer je antwoorden van de opdrachten a en b met
de formule die je bij opdracht d hebt gevonden.
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Een formule waar een variabele onder het wortelteken
voorkomt, heet een wortelformule.

Een wortelformule herleid je door links en rechts van het
gelijkteken dezelfde bewerking uit te voeren.

Je gebruikt de regel:

Uit /4 = B volgt 4 = B2 (voor B> 0).

Je kunt bij het herleiden van wortelformules dezelfde
technieken gebruiken als bij het oplossen van

wortelvergelijkingen.
Herleid b :% ~a + 1 waarbij je a Herleid 2 -\p — 8 — 1 = 24 tot de vorm
uitdrukt in b. p:a-q2+b-q+c_
Oplossing Oplossing
T Na+1=b links en rechts verwisseld 2-\p-8=2g+]1 links en rechts + 1
Va+1=2bh links en rechts x 2 dp-8)=(2g+1)3 links en rechts gekwadrateerd
a+1=(2b)* links en rechts gekwadrateerd | 4p—32=4¢*+4g+1 haakjes weggewerkt
a+1=4p haakjes weggewerkt 4p = 4q% + 4q + 33 haakjes en rechts + 32
a=4b>—1  links en rechts — 1 pP=q*+q+8% links en rechts : 4

N

Ondersteunende route = maak opdracht 015

15  Herleid de formules waarbij je p uitdrukt in ¢.

m \3p+1 d g=2+4p—1

a ¢g=
b q=%- p+3 e g=\2p—-6+1
c q=%- 2p+5 f g=3-\yp+2-3

16 a Laatziendatuity2p+g=3g— 1 volgt p= 4%(;2 = 3%(; + %
b Laat zien dat uit ¢ + 24/1 —p =6 volgt p = —}ng + 3¢ - 8.
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De waterhoogte in een reservoir dat wordt gevuld met water
kun je beschrijven met de formule H = V0,25¢* + 100.

Hierin is H de waterhoogte in cm en ¢ de tijd in minuten.
a Hoe hoog staat het water op 7 =0?
b Na hoeveel minuten is de waterhoogte 40 cm?

¢ Laat zien dat je de formule H = v0,25# + 100 kunt

herleiden tot H = 0.5 - \/¢* + 400.

d Geef een formule waarbij je 7 uitdrukt in H.

e Het reservoir heeft een hoogte van 1,5 meter.
Hoe lang duurt het vullen van het reservoir?

f Hoelang duurt het voordat de waterhoogte van 50 cm
naar 60 cm is gestegen? Rond af op hele minuten.

Voor de snelheid van het geluid door de lucht geldt bij

benadering de formule v = 20 - 4273 + . Hierin is v de snelheid

van het geluid in meter per seconde en is ¢ de luchttemperatuur

in °C.

a Bereken de snelheid van het geluid bij de luchttemperatuur
van 16°C.

b Bij welke temperatuur is de snelheid van het geluid 335 meter
per seconde?

¢ Herleid de formule zodat ¢ wordt uitgedrukt in v.

325
320
315
310

<

c

< 340

£ 335 :
S

-20-18-16-14-12-10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temperatuur in °C —

d De grafiek hoort bij de formule v = 20 + 4273 + ¢ voor
—20 < £ < 20. De grafick is vrijwel een rechte lijn.
Benader de formule v = 20 + 4273 + ¢ door een formule van
de vorm v=a -t + b. Bereken ¢ en b in één decimaal.

e Bereken het verschil van v tussen de formules bij £ = 10.

Uitdagende route - maak opdracht U3

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden

Vergelijkingen kun je ook oplossen
met je rekenmachine.
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Ondersteunende opdrachten
015  Gegeven is de formule yb — a = 5 + a. Samira heeft een begin
gemaakt met een herleiding zodat b wordt uitgedrukt in a.
a Omschrijf wat er in de stappen | tot en met 3 is gebeurd.
b Maak de herleiding van Samira af.

Samira Sonja
o NP-a=2a+5 _ 2=-1(a-b)

" _ b-a=(a+5)2 1 2 =-a2+4b 1
Chb-a=22+.]+. |2 —a+b=2 2
p b=... 3 T b=a+2 5

¢ Sonja heeft een begin gemaakt met de herleiding van
2=—I(a—+Db).
Omschrijf welke stappen ze heeft gemaakt.

d Laatziendat2=-1(a— '@) te herleiden is tot
b=a*+4a+4.

Herleid de formules waarbij je b uitdrukt in a.

e a=\b+3 h a—5=+4b+3
f a= \fg =27 i a= % . \fm
-1 i V20+1=-2a

=y

=L
g a3

Uitdagende opdrachten

U3  Inopdracht 18 wordt voor de snelheid van het geluid de
formule v =20 - 4273 + ¢ gebruikt. Hierin is v in meter
per seconde en ¢ de temperatuur in °C.

Voor de snelheid van geluid wordt ook wel de formule

y=331 1’1 4 ﬁ b

t
Laat zien hoe je de formule v =331 +4/1 + — kunt herleiden

tot v=20-+273 +¢.
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Je leert - hoe je een machtsformule herleidt

Leerroutes - ondersteunend: 19—020—20—021-22
- doorlopend: 19—20—21—22—-23
- uitdagend: 19—21—22—23—U3

De inhoud van een bol met straal r kun je

berekenen met de formule 7=4,19 « /.

De formule voor de oppervlakte van een bol is

A=12,56-7.

De oppervlakte van de planeet Mars is ongeveer

twee keer zo groot als de oppervlakte van de

planeet Mercurius.

* Is de inhoud van Mars ook twee keer zo groot
als de inhoud van Mercurius?

19  De levensverwachting L van een zoogdier hangt af van
zijn gewicht G. Voor het verband tussen L en G geldt
L=11,75+ G’ met L in jaren en G in kg.
a Bereken de levensverwachting van een olifant van 4000 kg.
b Ga na dat deze formule niet voor mensen geldt.
¢ Met welke vergelijking kun je het gewicht berekenen van
een zoogdier met een levensverwachting van 40 jaar? 1175. 602 40
d Op het blaadje zie je hoe je de vergelijking van opdracht ¢ GO2 = B 404 1
kunt oplossen. i I,
Leg uit wat er in elke stap is gebeurt. G = B.404 G2 2
e Bereken het gewicht als de levensverwachting 80 jaar is. G=A57 3
f Herleid de formule L = 11,75 - G* tot G =0,0000045 - L>.
g Bereken het gewicht als de levensverwachting 60 jaar is.

‘Theorie

Bij het herleiden van formules van de vorm y = ¢+ x¢

gebruik je de rekenregels voor machten. g -gt=g’tt g7= =
In de formule A = 4 - "¢ is A uitgedrukt in s. g 9
Met behulp van de regel x4 = ¢ geeft x = c¢@ kun je de =
formule herleiden naar een formule waarmee je s
uitdrukt in 4. (g")d=gFP1 (a-bf=al-bFf
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Voorbeeld 1

20

2
Schrijf K = 14x 2 inde vorm K= b - x°.
Exﬂ
Oplossing
8x2
K =xﬂ teller en noemer x2
d q
K'=8x2-04 rekenregel -::—g =gP™1
K =8x1.6

\

Voorbeeld 2

Herleid 4 = 4 - 516 waarbij je s uitdrukt in 4.

Oplossing
4.51.6=4 links en rechts verwisseld
sho=1.4 links en rechts : 4
L L.
(516)"=(L - Ay® links en recht tot de machtll—6
L L
s=(2)e. 416 rekenregel (a - b)? = aP - bP

50,42 - 40625

Ondersteunende route = maak opdracht 020

Herleid de formules tot de vorm K = b - x4,
a K=3x06.2x13 d K:%x'\sﬁﬂ'\&
3

b K=—_ . X
T 43 T 2x3

c K=8x!2:2x23:.x f K=(2x2x)p

Ondersteunende route = maak opdracht 021

Herleid de formules tot de vorm p = ¢+ 0% Rond a en ¢ zo

nodig af op twee decimalen.

a 0=8’ d Q-p3=5-p~?
2,5
b 0="% e ;=0
2 Tp=3 - 4p?
c £=3p4 f e
0 2p?

© Noordhoff Uitgevers bv
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23

140

In het algemeen geldt: hoe groter een gebied, des te meer
diersoorten er leven. Voor vogels in Noord-Amerika is het
verband tussen de oppervlakte A in vierkante mijl en het
aantal daar levende vogelsoorten S bij benadering een
machtsformule S =k - 4"

A| 1 | 2 | 3 | 4 | 5
s | 40,0 | 449 | 48,0 | 50,4 | 52.3

a Bij 4 =1 hoort §=40.
Gebruik deze waarden om k te berekenen.

b Bereken de waarde van n met behulp van andere waarden
van A en S en geef de formule.

¢ Geef ook een formule waarbij 4 wordt uitgedrukt in S.

d Yellowstone National Park is ongeveer tien keer zo groot
als Zion National Park.
Onderzoek hoeveel keer zoveel vogelsoorten je in
Yellowstone als in Zion mag verwachten.

Uit onderzoek is gebleken dat een verhoogde

CO,-concentratie in een klaslokaal de leerprestaties

van leerlingen negatief beinvloedt. De relatieve prestatie

P wordt bij een concentratie ¢ van 1500 ppm gesteld

op 100%. Als de concentratie kleiner is, dan is de relatieve

prestatie groter dan 100%. In de figuur is de grafiek van

P =a- % getekend, waabij @ een constante is.

Deze grafiek past redelijk bij de meetgegevens van de

verschillende onderzoeken. Door de waarde van « te

bepalen is het mogelijk om met behulp van de formule

te onderzocken vanaf welke CO,-concentratie de relatieve

prestatie onder de 80% uitkomt.

a Toon aan dat a ongeveer gelijk is aan 320 en bereken met
de formule vanaf welke CO,-concentratie de relatieve
prestatie onder de 80% uitkomt.

b Schrijf de formule P = a - ¢ %'* als een gebroken
formule en beredeneer daarmee dat de grafiek dalend is.

(Ontleend aan CE vwo wiskunde C 2013 2e tijdvak)

Uitdagende route > maak opdracht U4

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden
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Ondersteunende opdrachten

. 8x7 X .
020  Je gaat in deze opdracht de formule 4 = .(27)? herleiden
_x »

tot de vorm 4 = b« x“.

a Schrjf f\t{; als macht van x.

b Neem in de teller de machten van x samen door de
exponenten op te tellen.

¢ Vul in: de noemer (2x')? is gelijk aan 22 - (x!°)> en dus
gelijk aan ... x

d Ga na dat je de formule nu geschreven hebt als

sl

A= B en gebruik de rekenregel g =g’ omde

43 g

formule te herleiden tot de vorm 4 = b - x4,

021  Op het blaadje is een begin gemaakt met de herleiding
van de formule P =2+ 0*° tot de vorm Q@ =a * P".

a Leguit water in stap 1 tot en met stap 3 is gebeurd. @ | P=2-Q22
b In stap 4 is de rekenregel (a * b)? = a” + b? gebruikt. o 2.@25_p
Maak de herleiding tot de vorm Q = a * P’ verder af. : - B 1
Rond a af op twee decimalen. e F°=05- F’l 2
Herleid de formules tot de vorm Q = a+ P’. Rond R=(05-F)" 3
a en b zo nodig af op twee decimalen. L L
o 5 2.3 gl Q=05"F 4
c P=0Qs1 f 3pts=p2-3.0% e 5
d P= SQ“% g P=0,72-04
P 12Q1,S . Q-S
—=5004 h P=—————
€ 0,2 7t 2008

\_

Uitdagende opdrachten

U4  Een groenteboer verpakt kostbare groente en fruit in
piramidevormige doosjes. De oppervlakte 4 in cm?
van deze doosjes kun je berekenen met de formule
A =2,73 r* waarbij r de lengte van de ribben in cm is.
De inhoud 7 in cm3 van de doosjes kun je berekenen met
de formule 7 = 0,236 - 1.
Hoeveel keer zo groot wordt de oppervlakte als de
inhoud » keer zo groot wordt?
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Je leert - hoe je in een formule een variabele vervangt door een andere formule

Leerroutes - ondersteunend: 24—025—26—27—28-—-29
- doorlopend: 24—25—26—27—28—-29
- uitdagend: 24—25—26—28—29—U5

De inhoud van fles A kun je berekenen met -] |

de formule V'=10,78 + h + d*. Hierin is V het

volume in em3, 4 de hoogte incm en d de

diameter in cm. Fles B heeft dezelfde hoogte Ca

maar de diameter is de helft van fles A. Van

fles C is de diameter en de hoogte de helft

van fles A.

» Hoe verhouden de inhouden van de
flessen zich tot elkaar?

24 Een formule om het ideale lichaamsgewicht te berekenen
is die van Hamwi. Volgens deze formule is het ideale
lichaamsgewicht G voor vrouwen G = 45,4 + 0,89L.
Daarbij is G het gewicht in kg. De waarde van L bereken
je met de formule L =7 — 152. In deze formule is / de
lichaamslengte in cm.

a Bereken het ideale gewicht voor een vrouw met lengte
176 cm.

b Inde formule G=454 + 0,89L is G uitgedrukt in L.
In de formule L. =1 — 152 is L uitgedrukt in /.

Om G uit te drukken in / moet je L in de formule il e

G =454+ 0,89L vervangen door [ — 152, L=[-152
Op het blaadje is daarmee een begin gemaakt. G=455+089(/-152)
Maak de berekening af. G=454+ ... [-...

¢ Watis het voordeel van de formule die je bij opdracht b G=...F.]. 1

hebt gevonden?

In een formule kun je een variabele vervangen door een
nitdrukking met een andere variabele. Je noemt dit
substitueren.

Bij het substitueren gebruik je haakjes. Daarna werk je de
haakjes weg en vereenvoudig je, indien mogelijk, de
ontstane formule.
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Substitueer t =—7x + 1 in y = 4¢ + 8 en vereenvoudig Substitueer 7 = Lx — 4 in y = 82 — 41 en vereenvoudig
het resultaat. het resultaat.
Oplossing Oplossing
y=4-Tx+1)+8 substitueren y= 8(51;[ +4)2 -4 (-% x—4)  substitueren
y=-28x+4+8 haakjes wegwerken y=2x2 +32x + 128 —2x + 16 haakjes wegwerken
y=-28x+12 vereenvoudigen y=2x2 +30x + 144 vereenvoudigen

X, \

Ondersteunende route = maak opdracht 025

25  Substitueer formule B in formule A en vereenvoudig het
m resultaat.

a A:y=3r+14 enB:t=5x-6
b A:y=-5+89 enB:¢r=19x+ 18
c A:y=8~+10 enB:x+%t=1
d A:y=6-3t enB:x*=:—4

26 a Substitueer 1 =2x — 6in de formule y = 22 + 8z en
vereenvoudig het resultaat.
b De substitutie # =a+ x + 1 in de formule y = £* + 2¢ heeft
na herleiden als resultaat y = 9x> + 12x + 3.
Onderzoek welke waarde a heeft.

12B—45
20+ 12
Substitucer C =4 en druk K uit in B.
Substitueer K = 1 en druk Cuit in B.
Substitueer K =9 en druk B uit in C.
Neem K = Ben druk C uit in B.

27 Gegeven is de formule K =

N oTw
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uties

28  Bij het leegpompen van een vol vat water geldt voor de

m hoogte van het water de formule 2 = 100 — 0,4V Hierin is &
de hoogte van het water in het vat in cm en is ¥ het volume
van het weggepompte water in liters.

a Hoeveel water zit er in een vol vat?

b FEris een verband tussen de tijd ¢ in minuten en het
volume V van het weggestroomde water. De formule bij
dit verband is V= +2500¢.

Op 1 =0 wordt er gestart met pompen.
Combineer de formules voor /i en ¥ tot een formule
waarbij # wordt uitgedrukt in ¢.

¢ Bereken na hoeveel minuten de hoogte van het
water 40 cm is. Hoeveel liter water is dan uit het vat
weggepompt?

d Bereken na hoeveel minuten het vat leeg is.

29  Voor een bepaald type windmolen geldt de formule
P=04-v} 1%, Hierin is P het afgegeven elektrische
vermogen in watt, v de windsnelheid in meter per seconde op
&én meter hoogte boven de grond en / de hoogte van de as van
de rotorbladen in meters.

a De as van de rotorbladen zit 20 meter boven de grond.
Hoe groot is het vermogen van deze windmolen bij v = 6?

b Met hoeveel procent neemt het vermogen van deze
windmolen toe als de as twee keer zo hoog boven de grond
wordt geplaatst?

¢ Geef een formule waarbij P is uitgedrukt in v voor een

windmolen met de as op een hoogte van 20 meter. ® Pz 755

d Om te bereken met hoeveel procent het vermogen '
toeneemt als de windsnelheid met 10% toeneemt, @| F=578-(11V3
kun je in de formule v vervangen door 1,1 - v. _ | P=3%78:11%. B

Maak de berekening op het blaadje verder af.
e Met hoeveel procent neemt het vermogen toe?
Bereken op dezelfde manier met hoeveel procent P
toeneemt als v met 50% toencemt.

P=..v2

-

Uitdagende route = maak opdracht U5
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Ondersteunende opdrachten

025  Ali substitueert de formule p = 2 — 5w in de formule
K=1—2p. Daarvoor vervangt hij de variabele p door 2 — 5w.
a Waarom is het nodig om bij stap | haakjes te gebruiken?
b Leg uit wat er bij stap 2 is gebeurd.
¢ Maak de herleiding van Ali verder af.

Ali Ronnie
K=1-2pen | K:5p2+p—5enp:2w~5
p=2-5w {
k=1-2(2-5w) q o K=3@w-5)7+(2w-5)-5 1
K=1-4+ 10w 2 1 K= 1. 2

d Welke substitutie heeft Ronnie gedaan?
e Laat zien dat je de formule van Ronnie kunt
herleiden tot K = 12w? — 58w + 65.

Substitueer formule B in formule A en vereenvoudig het
resultaat.

f A:b=4t-13enB:t=-3p
g A:b=-3+9enB:t=2p—8
h Ab=2—5frenB:1—5p>—p

\_

Uitdagende opdrachten

5
U5 a Gegeven zijn de formules 4 = 3h%% en b = -

Geef een formule waarbij ¢ uitgedrukt is in A4.

b Gegeven zijn de formules y = 3 en3x—4y=1.

Toon aan dat voor de y-codrdinaten van de snijpunten
van de bijbehorende grafieken moet gelden dat
4 =5y —6=10.

¢ De substitutie f = ax + b in de formule y =4 — 2t + ¢
heeft na herleiden als resultaat y = 9x? + 18x + 12.
Onderzock welke waarden a en b hebben.
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30 Substitueer formule B in formule A en vereenvoudig het
resultaat.
a A:Q9=-3-9w enB: 11-'=%p—l

b A:Q=w?’-3w enB:w=5—p

31 Herleid de formules waarbij je a uitdrukt in b.

a 2a+3b=12 d h=3-4b

b b=-3a-7 e b=2y3a+2-10
8706 LS

¢ b a a+5 b+6

32  Sylvia woont 10 km van school. Zij fietst elke schooldag
heen en terug. Als er geen wind is, is haar snelheid
constant 20 km per vur. Haar totale reistijd is dan 1 uur.
Meestal waait het echter. Veronderstel dat Sylvia altijd
wind mee heeft op de heenweg en wind tegen op de terugweg
en dat de wind de hele dag constant is. Dan is Sylvia’s
snelheid op de heenweg 20 + w km per uur en
op de terugweg 20 — w km per uur. Hierbij is w de
windsnelheid in km per uur en er geldt 0 < w < 20.

a Opeendagisw=5.
Bereken hoeveel minuten haar totale reistijd die dag
langer is dan 1 uur.

b De reistijd voor de heenweg is uur en voor de

20+ w
t .
erugweg - uur
Laat zien dat Sylvia’s totale reistijd 7 in uren wordt
400
door de fi leT=——
gegeven door de formule 200 — w2

¢ Bereken w als de totale reistijd 1 uur en 20 minuten is.
d Beredeneer met de formule voor T, zonder te rekenen,
dat haar totale reistijd op een dag met wind groter is

dan op een dag zonder wind.
400

e Laatziendat 7= m te herleiden is tot
1
w=2041-—
T
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34
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Elk jaar wordt er onderzock gedaan naar het verband tussen de
schelplengte en het gewicht van het vlees van de gewone mossel
in de Waddenzee. Hiervoor worden van een groot aantal van
deze mosselen de schelplengte en het gewicht van het vlees
gemeten. De resultaten voor het jaar 2006 zijn in de tabel

weergegeven.
L in mm | 30 | 40 | 50 | 60 | 70
Win grammen | 0,12 | 0,28 | 0,55 | 0,95 | 1,51

Bij de tabel hoort een formule van de vorm W=a+ L’
Bereken a en b.
(Ontleend aan CE havo wiskunde B pilot 2011 2e tijdvak)

In de bosbouw wordt voor veel bomen de te verwachten hoogte
berekend met de formule van Chapman-Richards:

h=a(l - b

Hierin is /2 de hoogte van de boom in meters en 7 de leeftijd in
jaren. De waarde van de getallen a, b en ¢ hangen af van de
soort boom. In de tabel zijn deze waarden voor twee
boomsoorten weergegeven.

boom | a | b | c
zomereik ’ 39,143 ‘ 0,9867 ‘ 0,966 67
Amerikaanse eik | 29,026 0,9790 0,808 20

Pas na een groot aantal jaren is de zomereik groter dan de
Amerikaanse eik.

Onderzoek na hoeveel jaren dit volgens deze formule voor
het eerst het geval is.

(Ontleend aan CE vwo wiskunde C 2010 le tijdvak)
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Vaardigheid

Je kunt een lineaire formule herleiden.

De formule 5k + 2p = 10 wordt ook wel een vergelijking van
een h_]n genoemd. De vergelijking is te herleiden tot de formule
p= —2 k + 5. In deze formule is p uitgedrukt in k.

Bij het herie1den gebruik je, net als bij het oplossen van
vergelijkingen, de balansmethode.

Voorbeeld

Herleid 2(4p—5) = p — 2q waarbij je ¢ uitdrukt in p.

Oplossing

8p—10=p—-2¢ haakjes weggewerkt
p—2g=8 —10 links en rechts verwisseld
—2g= 7p -10 links en rechts — p
g=-31 3P +5 links en rechts : -2

Herleid de formules waarbij je k uitdrukt in b.
a 8k+5h=-17

b 76-2k=0

c 6(k+1)-26=-23-1k)

Vaardigheid

Je kunt een gebroken formule herleiden.

Een formule heet een gebroken formule als er een variabele in
een noemer voorkomt. Een gebroken formule kun je herleiden
en vereenvoudigen. Daarbij kun je gebruik maken van:

A+B_A B
C c C
LB_AB
g €
A A
- Uit E—CvoigtA B- Cendusook—-=
A

C
- Uit—=—volgtA-D=58"C.
B D

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden

© Noordhoff Uitgevers bv



Voorbeeld

Herleid % N y%S' waarbij je y uitdrukt in x.
Oplossing 4

Iy +5)="7Tx 4-Lawsda-D=B-C
3y+15="Tx haakjes weggewerkt
Jy=Tx—15 links en rechts — 15

y= Z%x -5 links en rechts : 3

N

S2 Herleid de vergelijkingen waarbij je p uitdrukt in g.

3__ L
q_p+5
3
b —=2¢+5
7 q
p—15
c 4g= T + 3q
7

Vaardigheid

Je kunt een wortelformule herleiden.

Een formule waar een variabele onder het wortelteken
voorkomt, heet een wortelformule.

Een wortelformule herleid je door links en rechts van het
gelijkteken dezelfde bewerking uit te voeren.

Je gebruikt de regel:

Uit A = B volgt A = B (voor B> 0).

Voorbeeld

Herleid V4y + 1 —x — 1 = 0 waarbij je y vitdrukt in x.

Oplossing

Ndy + 1=x + 1 links en rechts + x + 1
dy+1= (x +1)? links en rechts gekwadrateerd
dy+l=x2+2x+1 haakjes weggewerkt

dy = x2+2x links en rechts — 1

y=% N +%x links en rechts : 4

Bl
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S3  Herleid de formules waarbij je p uitdrukt in ¢.

a g=+ypt1

b ¢g=01-2p+1
(o q=%-\fm—2
d g+2=+50-6

Vaardigheid

Je kunt een machtsformule herleiden.

Bij het herleiden van formules van de vorm y = ¢ * x” gebruik
je de rekenregels voor machten.

In de formule K= 0,2+ ¢>” is K vitgedrukt in g.

Met behulp van de regel x* = ¢ geeft x = ¢ kun je de formule
herleiden naar een formule waarmee je g uitdrukt in K.

Voorbeeld

Herleid Q = 2 - P25 waarbij je P uitdrukt in Q.

Oplossing
2-Pl3=0 links en rechts verwisseld
Pl235=3.0 links en rechts : 2
1
P= (-% - Q)i rekenregel x¢ = ¢ geeft x = cT?l'
Lo b
P= (%)"25 ok rekenregel (a - b) P = aP - b

P=0,57- Q08

b

S4  Herleid de formules tot de vorm a = ¢ - K. Rond b en ¢ zo

nodig af op twee decimalen.
a 0,5K=2,5a

— 2
b 2a-va=d*- 3K

150 Hoofdstuk ¢ Formules herleiden
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Vaardigheid

Je kunt in een formule een variabele vervangen door een
andere formule.

In een formule kun je een variabele vervangen door

een uitdrukking met een andere variabele. Je noemt dit
substitueren. Bij het substitueren gebruik je haakjes. Daarna
werk je de haakjes weg en vereenvoudig je, indien mogelijk, de
ontstane formule.

Yoorbeeld

Substitueer x = 1 + 47 in = x> + x — 3 en vereenvoudig
het resultaat.

Oplossing

u=(1+402+(1+49)-3 substitutie x = 1 + 47
u=1+8+16:2+1+4t-3  haakjes weggewerkt
u=162+12r-1 vereenvoudigd

3

S5  Substitueer formule B in formule A en vereenvoudig het
resultaat.

a A:S=F—-t enBit=a+1

b A:S= enB:t=5-2a

c A:S=+vt+t4enB:t=1—-a2
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Herleid de formules waarbij je p uitdrukt in g.

4
_—— + 88— =
Jtpeyg : E g p+6 D

3
b 4+}—)=q+5 d 2(¢g+1)=4p-—5

Herleid de formules tot de vorm @ = ¢ * K”. Rond b en ¢ zo
nodig af op twee decimalen.

a K=74° c K=3g%

3

7
b 2% -rs2 e
2K 2a

Een voorwerp wordt opgehangen aan een slinger.

De bekende 17e-eceuwse natuurkundige Christiaan Huygens

vond de beroemde formule 7= 6,28 - 9.8

Met deze formule wordt de tijd 7 die één slingerbeweging

duurt (in seconden) uitgedrukt in de lengte / van de slinger

(in meters).

a Herleid de formule tot de vorm T =c¢* \ﬁ

b Geef een formule waarbij / wordt uitgedrukt in 7.

¢ Als je de slingertijd wilt verdubbelen, wat moet er dan
met de lengte van de slinger gebeuren?

Op een dag neemt de temperatuur in de atmosfeer tot

op 10 kilometer hoogte lineair af volgens de formule

T=15-6,5h.

Hierin is T de temperatuur in graden Celsius en /2 de hoogte in

kilometers.

a Op welke hoogte is de temperatuur gelijk aan —20 °C?

b Geef een formule waarbij je 4 uitdrukt in 7.

¢ Inde Verenigde Staten wordt de temperatuur uitgedrukt in
graden Fahrenheit. Voor het omrekenen kun je de formule
F=1,8T+ 32 gebruiken.
Hierin is F de temperatuur in graden Fahrenheit.
Geef een formule waarbij je de temperatuur F uitdrukt in
de hoogte 4.

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden
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Biologen hebben onderzocht of er een verband is tussen
het aantal fruitvliegjes per dm? en de vruchtbaarheid

van de fruitvliegjes. Het aantal fruitvliegjes per dm? is de ST
dichtheid d. De vruchtbaarheid v is het aantal eitjes per N
vrouwtje. ~ B 3=

In de tabel staan enkele resultaten van het onderzoek.
d| 1| 10| 50|100|200|400|800
v 16701385262 222 | 188 | 159 | 135

Volgens de onderzoekers is er een verband tussen 4 en v dat

voldoet aan een formule van de vorm v = ¢ * d.

a Gebruik de waarden (1, 670) uit de tabel om de waarde
van ¢ te berekenen.

b Bereken de waarde van ¢ met behulp van andere
waarden voor d en v.

¢ Geef de formule waarbij je v uitdrukt in 4.

d Hoe kun je aan de formule zien dat de vruchtbaarheid v
afneemt als de dichtheid & toeneemt?

e Geef ook cen formule waarbij je d uitdrukt in v.

f Hoeveel keer zo groot wordt d als v halveert?

Voor iedere gemeente is voor basisscholen een opheffingsnorm
vastgesteld. Deze opheffingsnorm is gebaseerd op de
leerlingendichtheid . Dat is het aantal basisschoolleerlingen
per km? in de gemeente. De opheffingsnorm N kan dan
0,6d
0,15+ 0,0027d
a De gemeente Rijswijk heeft een oppervlakte van 14,5 km?2.
In 2012 had de gemeente Rijswijk 3263 basisschoolleerlingen.
Bereken voor 2012 de opheffingsnorm in Rijswijk.
b De gemeente Heerenveen heeft een oppervlakte van
180 km?.
Toon aan dat voor de gemeente Heerenveen de
opheffingsnorm N bij het aantal basisschooléeerlingen a kan
0,6+a
27 +0,0027 * a
¢ Toon aan dat je de opheffingsnorm N voor een gemeente
met een oppervlakte van P kmZen a basisschﬁoolleerlingen
0,6a

0,15P + 0,0027a

berekend worden met de formule N =

worden berekent met de formule N =

kunt berekenen met de formule N =
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Je kunt een lineaire formule herleiden.
Herleid de formules waarbij je » uvitdrukt in k.

a 8k-3n=7 d 6k—6=4n+3
b 5n+2k=0 e 10n—4k=06(k+2)
c I5k=5n+50 f Sn+1)=-11k+20

Je kunt een gebroken formule herleiden.
Herleid de vergelijkingen waarbij je p uitdrukt in q.

12

a g+t2=—
-1

h ==
P

14y 5

c o

r q

Je kunt een wortelformule herleiden.
Herleid de formules waarbij je p vitdrukt in g.

a g=\p+1 e g-3-0lypts
b ¢g=0,1y2p+1 d g+2=+5p—6
Je kunt een machtsformule herleiden.

Herleid de formules tot de vorm p = ¢ * K%. Rond a en ¢ zo
nodig af op twee decimalen.

K=4p
K= 0,5}9‘2’5

= 1
6p023 '\f};—Pl'gK

0.8 . 1.8
P P
0.2

o o

(a]

d K= e

Je kunt in een formule een variabele vervangen door een
andere formule.

Substitueer formule B in formule A en vereenvoudig het
resultaat.

a A:u=8-9r enB:t=3p+1
b A:u=¢*+2genB:dp+2g=5
¢ Aiu=3a—-d*enB:a=1-+p

Hoofdstuk ¢ Formules herleiden
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Het volume V" van een bepaald model glas kun je berekenen

met de formule V'=0,26« D*> h.

Hierin is ¥ het volume in cm?, 4 de hoogte in cm en D de

diameter in cm.

a Geef een formule waarbij je de diameter D uitdrukt in de
hoogte 4 en het volume V.

b Glas A heeft hetzelfde volume als glas B. De diameter
van glas A is de helft van de diameter van glas B.
Hoeveel keer zo hoog is glas A als glas B?

Koppelingsplaten van een motor bestaan uit twee ronde platen
met een gat voor de as erin. Bij het schakelen worden de platen
tegen elkaar aangezet en drijven daarmee de wielen aan.
Daarvoor moet de oppervlakte van de platen groot genoeg zijn.
Voor het verband tussen de straal » in cm en de oppervlakte A4

in cm? van de koppelingsplaat geldt de formule r = - +0.

a Een koppelingsplaat heeft een oppervlakte van 50 cm?.
Bereken hoe groot de straal is van deze koppelingsplaat.

b Van een andere koppelingsplaat is de straal gelijk aan 6.23 cm.
Bereken hoe groot de oppervlakte van deze koppelingsplaat is.

¢ Herleid de formule waarbij je A in r uitdrukt.

Bij een mens is de huidoppervlakte onder andere afhankelijk
van het gewicht en de lengte. De huidoppervlakte kun je
benaderen met de formule H = 0,006 681 * G425+ 10725,

Hierin is H de huidoppervlakte in m%, G het gewicht in

kilogrammen en L de lengte in centimeters.

a Bereken met behulp van de formule het gewicht van iemand
die 160 cm lang is en een huidoppervlakte heeft van 1,5 m2.

b Voor iemand met een lengte van 180 cm kun je een formule
afleiden met de vorm H = ¢ - G4,

Bereken ¢ en rond af op twee decimalen.

¢ Geef een formule waarmee je voor mensen met een lengte
van 180 cm het gewicht G uitdrukt in H.

d FEen man en een vrouw hebben dezelfde huidoppervlakte.
De vrouw is 180 cm lang en weegt 75 kg. De man is slechts
150 cm lang.

Bereken het gewicht van de man.

e lemand is na een vermageringskuur 20% van zijn gewicht
kwijtgeraakt.

Met welk percentage is zijn huidoppervlakte verminderd?
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Verdelingen en steekproeven (met ICT) 10

In dit hoofdstuk

In hoofdstuk 3 heb je gezien dat er verschillende
manieren zijn om statistische gegevens te
verwerken. Je hebt geleerd hoe je op zoek kunt gaan
naar verschillen tussen groepen en variabelen.

In dit hoofdstuk leer je meer over een veel
voorkomende vorm van een verdeling, de
zogenaamde normale verdeling. Bij deze verdeling
horen vuistregels. Met deze vuistregels kun je
berekenen hoeveel procent van een populatie aan
cen bepaalde eigenschap voldoet.

Aan de hand van de resultaten van een steekproef
kun je uitspraken doen over de populatie.

In hoofdstuk 11 zie je hoe de normale verdeling een
rol speelt bij de kansrckening.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Probleem oplossen en analytisch denken opdracht 36
- Ordenen en structureren opdracht 15
- Abstraheren opdracht 19

o) Ll
r‘,MlAu'l:«-.‘i |
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De dataset geeft informatie over het weer in de Bilt in 2013.
a Waarom heeft het geen zin het gemiddelde te berekenen bij
de variabele dag van de maand?
b Beantwoord de volgende vragen. Sorteer daarvoor de
variabelen.
A Op welke dag is de laagste gemiddelde temperatuur
gemeten?
B Werd op die dag ook de laagste maximale temperatuur
gemeten?
C Op welke dag was het verschil in maximum en
minimum temperatuur het grootst?
¢ Zoek uit voor welke gemiddelde dagtemperatuur
geldt dat de helft de dagen van 2013, de gemiddelde
dagtemperaturen niet hoger was dan dit gemiddelde.

Statistische variabelen kun je verdelen in kwantitatieve en
kwalitatieve variabelen. De waarde van een kwantitatieve
variabele is een getal, die van een kwalitatieve variabele geeft
een kenmerk weer en hoeft niet in cen getal te zijn uitgedrukt.
Frequenties kun je absoluut of relatief weergeven. De
absolute frequentie is het getelde aantal, de relatieve
freguentie is de verhouding van het getelde aantal tot het
totaal. Deze kan worden weergegeven als een getal tussen

0 en 1 of als een percentage.

De waarneming met de grootste frequentie heet de modus.
Van een rij waarnemingen die op volgorde staan van klein
naar groot heet de middelste waarneming de mediaan.
Modus, mediaan en gemiddelde heten centrummaten.

In de tabel staat het aantal huisdieren van
de 23 leerlingen uit klas 4B.

O‘ 1‘2
frequentie ‘12 ’ 10‘ 1

huisdieren

De variabele is kwantitatief.

De relatieve frequentie van één huisdier
is 10 : 23 = 0,43.

De modus is 0 huisdieren.

De mediaan is de 12e waarneming dus
ook gelijk aan 0 huisdieren.
(12x0+10x1+1x%x2):23~=0,52
Het gemiddelde is 0,52 huisdieren.

Geef een voorbeeld van een kwantitatieve en een kwalitatieve
variabele uit de dataset.

a Geef een schatting van de gemiddelde jaartemperatuur in
2013 door gebruik te maken van de gemiddelde
temperatuur van de dagen.

b Geef de mediaan van de gemiddelde dagtemperatuur in 2013.

(2]

Geel de modus van de gemiddelde dagtemperatuur.

d Hoe groot is de frequentie van het aantal dagen met een
maximale dagtemperatuur groter of gelijk aan 20 °C?

e Hoe groot is de relatieve frequentie van het aantal dagen

met een maximale dagtemperatuur groter of gelijk aan 30 °C?
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V4 a Janice telt het aantal leerlingen met een e-bike.

Welke aantallen zitten in de klasse 50-55?

b De lengtes van leerlingen wordt afgerond op hele cm.
Geef de intervalnotatie bij de klasse 150-155.

¢ Geef de intervalnotatie bij de leeftijd van kinderen in de
klasse 6-12 jaar.

d Geef bij de opdrachten b en ¢ ook het klassenmidden en
de klassenbreedte.

V5  Op een online filmforum gaven mensen een score van 1 tot
E en met 100 aan de nieuwste James Bond-film. In de dataset

Vé

zijn deze gegevens opgenomen.

a Maak staafdiagrammen van de waarderingen van de
jongeren en van de ouderen.

b In welke groep zijn de meningen het meeste verdeeld
over de film? Licht je antwoord toe.

¢ Maak boxplots van de waarderingen van de jongeren en
van de ouderen.
Hoe zie je het verschil in waarderingen van de jongeren
en de ouderen terug in de boxplots?

Met spreidingsmaten geef je aan hoe ver gegevens van
elkaar af liggen. De eenvoudigste spreidingsmaat is de
spreidingsbreedte, dat is het verschil tussen het grootste

en het kleinste waarnemingsgetal.

Een andere spreidingsmaat is het verschil tussen het derde
kwartiel Q, en het eerste kwartiel Q,, de kwartielafstand of
interkwartielafstand.

De standaardafwijking of standaarddeviatie is een
spreidingsmaat die iets zegt over de spreiding rond het
gemiddelde.

Bij welke groep is de interkwartielafstand het grootst?

Waarom is de spreidingsbreedte hier niet een geschikte

maat om de spreiding weer te geven?

¢ Leguit hoe je aan de staafdiagrammen kunt zien bij welke
groep de standaardafwijking het grootst is.

d Geef de standaardafwijking van beide groepen.

oo
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Je leert - wat de verschillende vormen van een frequentieverdeling zijn

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—3—4—05-—-5
« doorlopende: 1—2—3—4—5—6
- uitdagend: 1—2—4—5—-6—U1

700
600 —
500
400
300
200 4
100

0 T T T T T T T 1 T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
inkomen x 1000 euro —

aantal huishoudens x 1000 —

In het diagram zie je de inkomensverdeling in Nederland.

- Vind je dat de inkomens in Nederland eerlijk verdeeld zijn? Geef
argumenten voor je mening.

» Maak een schets van een inkomensverdeling waarbij de inkomens
volgens jou eerlijk verdeeld zijn.

Welke variabelen bevat de dataset?
Welke variabelen zijn kwantitatief en welke zijn
kwalitatief?
¢ Maak staafdiagrammen bij de volgende variabelen.

A inkomen ouders, met de eerste klasse [10, 15).

B geboorte maand.

C lIengte, met de eerste klasse [155, 160).

D gewicht, met de eerste klasse [40, 45).
d Welke staafdiagrammen zijn min of meer symmetrisch?
e Bij welke variabelen in opdracht ¢ komen waarden voor die
sterk afwijken van de meeste andere waarden?

oo

Datasets kun je ordenen in bijvoorbeeld frequentietabellen of
staafdiagrammen. Dit zijn beide voorbeelden van een frequentieverdeling.
De vorm van een staafdiagram geeft informatie over de frequentieverdeling.
Een klokvormige verdeling is een symmetrische verdeling met in het
midden de hoogste staaf. Bij een klokvormige verdeling zijn de modus, de
mediaan en het gemiddelde aan elkaar gelijk.

Bij een scheve verdeling ligt de hoogste staaf meer naar links of naar rechts.
Bij een uniforme verdeling zijn alle staven ongeveer even hoog.

Bij een meertoppige verdeling zie je in het staafdiagram meer dan één top.
Een waarneming die erg afwijkt van de andere waarnemingen

noem je een uitschieter.
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Voorbeeld

F

klokvormig scheef met staart naar links scheef met staart naar rechts en
een uitschieter

el | e

uniform meertoppig klokvormig

2 a Welke verdelingen in het voorbeeld zijn min of meer
m symmetrisch?
b Bij welke verdeling zijn de modus, de mediaan en het
gemiddelde gelijk aan elkaar?
Schets een meertoppige verdeling met één uitschieter.

[g]

Welke vorm hebben de staafdiagrammen die je vond in
opdracht 1?

Voorspel de vorm van het staafdiagram bij de variabele
vergooien.

Controleer het antwoord van opdracht b door het maken
van een staafdiagram waarbij de eerste klasse [6, 9) is.

EE .
o

[a]

4  Fen computerfabrikant onderzoekt de levensduur van twee
E type accu’s voor laptops. De levensduur is daarbij afgerond
op hele uren.

a Van hoeveel accu’s onderzoekt de fabrikant de
levensduur?

b Maak een staafdiagram bij de variabele levensduuir.
Neem als klassenbreedte 1 uur. Welke vorm heeft je
staafdiagram?

¢ Welke vormen hebben de staafdiagrammen die je krijgt
als je splitst op de variabele type?

d Eriséén uitschieter.

Van welk type is deze uitschieter?

e Hoe groot is de spreidingsbreedte en de kwartielafstand
van de twee type accu’s?

f Hoe verandert de spreidingsbreedte en de
kwartielafstand door het weglaten van de uitschicter?
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Frequentieverdelingen

Ondersteunende route = maak opdracht 05

frequentie —

(3]

Je

a
b

6 In de figuur zie je de verdeling van de gemiddelde slaapduur
van de Nederlandse bevolking.

a
b
c

]
o

1416 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52
inkomen in euro's x 1000 —

ziet de frequentieverdeling van de netto maandinkomens

van de huishoudens in een dorp.

Hoe karakteriseer je de vorm van deze verdeling?
Welke klasse is bij deze klassenindeling de modale
klasse?

Geef de mediaan en het gemiddelde.

Zock uit hoeveel procent van de huishoudens meer
verdient dan het gemiddelde.

Welke centrummaat zal veranderen door de vijf hoogste
inkomens uit de dataset te verwijderen? Verklaar je
antwoord.

Verwijder de vijf hoogste inkomens uit de dataset en
bereken opnieuw het gemiddelde en de mediaan.

Hoe karakteriseer je de vorm van deze verdeling?

Welke klasse is de modale klasse?

Leg uit hoe je zonder berekening kunt zien dat
Nederlanders gemiddeld korter dan modaal slapen.
Mensen met een slaapduur van minder dan 6 uur hebben
een grote kans op een chronisch slaaptekort.

Hoeveel procent van de Nederlandse bevolking behoort
ongeveer tot deze groep?

percentage —

Uitdagende route = maak opdracht U1 4 5 6 7 8 9 10 M

gemiddelde slaapduur in uren —
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Ondersteunende opdrachten

w
o
J

frequentie —
[\ ]
=
1

b
=]
I

9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48
afstand in meters —»

05 a Jeziet een staafdiagram bij de variabele vergooien waarbij

E de eerste klasse [9, 12) is.

Welke vorm heeft het staafdiagram?
b De modale klasse is de klasse met de hoogste frequentie.

Geef de modale klasse.

Zoek uit wat het gemiddelde is.

Sorteer de leerlingen op de variabele vergooien en ga na

hoeveel leerlingen verder hebben gegooid dan het

an

gemiddelde.
e THoeveel procent van de leerlingen heeft verder dan het
gemiddelde gegooid?
\_
Uitdagende opdrachten
U1 Geef bij de volgende situaties aan welke vorm het som
bijbehorende staafdiagram heeft. Verklaar je antwoord. .o
a De schoenmaten van een groep kinderen bestaande : : ! 8 I ol el e
uit evenveel 6-jarigen als 12-jarigen. (& ]
b Het eindcijfer wiskunde van een groep leerlingen g B 1 B - 0 u
die goed in wiskunde zijn. & &
¢ De uitkomsten van het totaal aantal ogen bij100 é & 5 6 1 8 9 10
keer werpen met twee dobbelstenen. F
. 4 5 6 7 8 9
i
- ° N
3 4 5 6 7 8
L. >
. 2 3 4 5 6 T
8 8 AR RN
L ® L] L)
° ° ® ol ofl o o]
b
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Je leert - wat een continue en wat een discrete variabele is

Leerroutes - ondersteunend: 7—08—9—10—11—12
« doorlopende: 7—8—9—10—11-12
« uitdagend: 7—8—10—11—12—U2

Een docent Frans geeft altijd een SO waarbij je

15 punten kunt verdienen. Het valt Claire op dat

er in haar klas met 20 leerlingen altijd twee of

meer leerlingen zijn met hetzelfde cijfer.

» Hoe kan het dat er steeds twee of meer
leerlingen hetzelfde cijfer hebben?

Bij een speelterrein is op een dag elk uur genoteerd hoeveel
kinderen er waren en wat de temperatuur was.

Op de linker as kun je met het staafdiagram het aantal
kinderen aflezen. Op de rechter as kun je met het rode
lijndiagram de temperatuur aflezen.

18 temperatuur en aantal kinderen

= 16 26._T,
E o
214 £
£ 5
=12 23 3
TEm ©
c 7]
m Q.
L] 205

6

4 17

2

0

9.00 10.00 11.00 12.00 13.00 14.00 15.00 16.00 17.00 1
tijdstip —

a Welke minimum temperatuur en welke maximum
temperatuur is er gemeten?

b lLeguit dat de temperatuur alle waarden tussen de
minimum en maximum temperatuur heeft aangenomen.

¢ Hoeveel kinderen waren er minimaal en hoeveel
kinderen waren er maximaal op het speelterrein
aanwezig?

d Welke waarden kan het aantal kinderen hebben
aangenomen?
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Bij variabelen maak je onderscheid tussen discrete en
continue variabelen. Een discrete variabele neemt alleen
bepaalde waarden aan. Een continue variabele kan in principe
alle waarden op een interval aannemen.

Je kunt de mogelijke waarden van een continue variabele
voorstellen door een aaneengesloten (continue) lijn.

De mogelijke waarden van een discrete variabele kun je
voorstellen met losse punten.

Voorbeeld 1 Voorbeeld 2

De voetlengte in cm van peuters is een continue De schoenmaat van peuters is een discrete
variabele. variabele.
@ T T . , == - -9 - —— -0 —— -~ ———O——— -
12 14 16 18 20 20 20,5 21 21,5 22 225 23 235
voetlengte in cm—» schoenmaat —
N

Ondersteunende route = maak opdracht 08

8  Zijn de volgende variabelen discreet of continu? Licht je

m antwoord toe.
a De score die iemand haalt op multiplechoicetest met

50 vragen.
De duur van een broedperiode van zwanen.
Het gewicht van een bospaddenstoel.
De lengte van de dikke darm van een persoon.
Het aantal zonnebloempitten in een zonnebloem.

T on o

Geef twee voorbeelden van continue variabalen.
Geef twee voorbeelden van discrete variabelen.

o w

10 In de dataset staat informatie over de houtproductie in een
E productiebos.
a Welke variabelen zijn kwantitatief?
b Ga na welke van de kwantitatieve variabelen in de dataset
continu zijn en welke discreet. Licht je antwoord toe.
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Continue en discrete variabelen

1 - = gewicht in kg el t
E- 25 = aantal L 250 ;é
= I~
¥ 5
E 21 200 5
[
T 150 ®
14 100
0,54 - 50
0 Lo

plantnummer

11  Bij een onderzoek naar de opbrengst van tien
spruitjesplanten is gekeken naar het totale gewicht van de
spruitjes per plant en het aantal spruitjes per plant.

a Welke variabele is continu? En welke variabele is discreet?
b Hoeveel planten hebben een opbrengst van meer dan

200 spruitjes?

Welke plant heeft gemiddeld de zwaarste spruitjes?

En welke plant heeft gemiddeld de lichtste spruitjes?

e IHieronder is een begin gemaakt van een kruistabel.

Vul deze kruistabel verder in.

o n

aantal gewicht in kg
[1;1,5) [1,5;2) [2: 2,5)
[100, 150) 0 1
[150, 200)
[200, 250)

f Hoeveel planten met meer dan 200 spruitjes hebben een
opbrengst van meer dan 1,5 kg?

12  In de frequentieverdeling is het gewicht in grammen van

potloden weergegeven.

a Is de variabele gewicht discreet of continu?

b Hoe groot is het gemiddelde gewicht van deze potloden?

¢ Welk gewicht is de mediaan?

d Hoe karakteriseer je deze verdeling?

e Waarom is de kans groter op een potlood met een ; i @ g w5 i
gewicht tussen 4 gram en 4,4 gram, dan op een potlood 32 34 36 38 4 42 44 46 48 5 52
met een gewicht tussen 3,2 gram en 3,6 gram? gewicht in grammen —-

frequentie —

Uitdagende route = maak opdracht U2
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Ondersteunende opdrachten

Iemand gooit met een dobbelsteen en noteert het aantal ogen.

a Geef de mogelijke uitkomsten weer op een getallenlijn.

b Is het aantal ogen van een dobbelsteen een continue of een
discrete variabele?

w B wu
o O O

oy
o

(=]

snelheid in km per uur—
[
(=]

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
tijd in seconden —

¢ In de grafiek zie je de snelheid van een auto die uit stilstand
optrekt.
Welke snelheden worden aangenomen?

d Geef de snelheden weer op een getallenlijn.

Is de snelheid een continue of een discrete variabele?

Zijn de volgende variabelen discreet of continu? Leg uit.

A Het aantal winegums in een zakje.

B De duur van een winterslaap van een bruine beer.

C Het gewicht van een stuk kaas.

D Het cijfer dat iemand haalt voor een toets.

0

Uitdagende opdrachten

(B

a Waarom is de variabel kleur in afbeelding A een
kwalitatieve variabele?

b In afbeelding B kun je kleur opvatten als een kwantitatieve
variabele. Leg uit waarom.

¢ Is de variabele kleur in afbeelding B discreet of continu?
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Je leert - wat de normale verdeling is
- hoe je kunt nagaan of een variabele normaal verdeeld is

Leerroutes - ondersteunend: 13—14—015—16—17—18—19
 doorlopende: 13—14—15—16—17—18—19
- uitdagend: 13—14—15—17—18—19—U3

Op een sportdag worden de leerlingen ingedeeld
op hun lengte. De gymsectie heeft poortjes
gemaakt met lengtes van 150-160 cm tot en met
200-210 cm. De poortjes staan op volgorde van
klein naar groot. Leerlingen moeten een rij
vormen bij het poortje van hun lengte.

» Schets hoe een bovenaanzicht van de rijen

eruit zal zien.

13 In Nederland worden van baby’s allerlei kwantitatieve

E variabelen zoals gewicht, lengte en hoofdomtrek gemeten. Dat
gebeurt op een zogenaamd consultatiebureau. In de dataset
staan de gewichten in grammen van baby’s van 3 maanden
oud. Je ziet de gegevens van de eerste week van januari, van de
maand januari en van het hele jaar.

a Maak achtereenvolgens staafdiagrammen met
klassenbreedte 200 gram bij de data van de eerste week
van januari, van de maand januari en van het hele jaar.

b Welke van de staafdiagrammen heeft het meest een
klokvorm?

¢ Hoe komt het dat het staafdiagram van de data van een
week niet klokvormig is maar het staafdiagram van de data
van een jaar wel?

d Hoe kun je aan het staafdiagram zien dat bij de gegevens
van het hele jaar het gemiddelde en mediaan ongeveer
gelijk zijn?

14 In de dataset zie je de gegevens van de variabele hoofdomtrek
E van baby’s van drie maanden oud.
a Maak een staafdiagram met klassenbreedte 1 cm bij de
variabele hoofdomtrek.
Is het staafdiagram klokvormig?
b Geef het gemiddelde p en de standaardafwijking ¢ van
de hoofdomtrek. Rond af op één decimaal.
¢ Bereken met behulp van een frequentietabel het percentage
baby’s met een hoofdomtrek tussen g —Gen u + G.
d Bereken het percentage baby’s met hoofdomtrek die
niet meer dan tweemaal de standaardafwijking van het
gemiddelde afwijkt.

Voor het gemiddelde wordt
vaak het symbool p gebruikt.
Yoor de standaardafwijking of
standaarddeviatie wordt vaak
het symbool ¢ gebruikt.
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De frequentieverdeling van een variabele kun je vaak

benaderen met een klokvormige grafiek. De belangrijkste

kenmerken van zo’n grafick zijn:

- de grafick is symmetrisch

- de symmetrieas ligt bij het gemiddelde p

- het gemiddelde, de mediaan en de modus vallen samen

- de standaardafwijking o is de afstand van de symmetricas
tot de buigpunten van de grafiek.

Bij een normale verdeling gelden de volgende vuistregels. / \

1 van de data ligt ongeveer 68% tussen p—Gen p + G. 68%

2 van de data ligt ongeveer 95% tussen p — 2 en p + 26.

In een buigpunt verandert een
toenemende stijging (of daling) in

buigpunt

De klokvormige verdeling wordt de normale verdeling G..0
genoemd. Fen variabele waarvan de frequentieverdeling H=0C 1L U+0
benaderd kan worden door de normale verdeling heet normaal
verdeeld.

Om na te gaan of een variabele normaal verdeeld is, controleer
je of het bijbehorende staafdiagram klokvormig is. Om meer
zekerheid te hebben, kun je controleren of de le en de 2e

vuistregel kloppen bij de frequentieverdeling. — o= - N

n-2c n L+2c

95%

een afnemende stijging (of daling).

Ondersteunende route = maak opdracht 015

Onderzoek of de lengte van drie maanden oude baby’s
normaal verdeeld is door te controleren of de grafiek
klokvormig is en of aan de twee vuistregels voldaan is.

0] =

LY

a Maak cen staafdiagram bij de variabele armlengte.
E b Waarom kun je op basis van het staagdiagram meteen
zeggen dat de armlengte niet normaal verdeeld 1s?
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170

Je ziet zes grafieken die bij zes statistische variabelen horen
die normaal verdeeld zijn.

1

frequentie —

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 160 'I'iO
X —»
a Welke verdeling heeft het grootste gemiddelde? En welke
het kleinste?
b Welke verdeling heeft de grootste standaardafwijking? En
welke de kleinste?
¢ Geef van elke grafiek het gemiddelde en de
standaardafwijking.

Controleer je antwoorden van opdracht 17 met de animatie.

a Wat gebeurt er met de grafiek van een normale verdeling
als het gemiddelde kleiner wordt en de standaardafwijking
gelijk blijft?

b En wat gebeurt er met de grafiek van een normale verdeling
als de standaardafwijking kleiner wordt en het gemiddelde
gelijk blijft?

Uitdagende route = maak opdracht U3

Hoofdstuk 10 Verdelingen en steekproeven (met ICT)
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Ondersteunende opdrachten

015 Inde dataset staan data over baby’s van drie maanden.
E Je gaat onderzoeken of de bhorstomvang normaal
verdeeld is.
a Maak een staafdiagram bij de variabele borstomvang
waarvan de eerste klasse [30, 32) is.
Is de verdeling klokvormig?
b Geef het gemiddelde p en de standaardafwijking G.
Rond af op gehelen.
Bereken p —cenp +G.
Maak een relatieve frequentietabel waarbij de eerste
klasse [28, 32) is.
e Bereken het percentage baby’s met een borstomvang
tussenpu —cenp+ Gis.
f Bereken het percentage baby’s met een borstomvang
tussen p —2c en p + 20 is.
g Vind je dat de borstomvang van baby’s van drie
maanden normaal verdeeld is?

an

A
Uitdagende opdrachten
y 10004 i
.-.E
?g’_ 800 -
600 4
400 -
200 .
3 4 5 6 1 8 9 10 1 12 13
gewicht in kilogrammen —
U3 Van 3625 biggen van vier weken oud is het gewicht gemeten.
E Het gewicht is afgerond op hele kg.
a Geef de intervalnotatie van het gewicht van de
biggen van 7 kg.
b Onderzock met het bestand en de vuistregels of het
gewicht van de biggen normaal verdeeld is.
-
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Je leert - hoe je met de vuistregels van een normale verdeling rekent

Leerroutes - ondersteunend: 20—21—022—023—-24
» doorlopende: 20—21—-22—-23—-24

- uitdagend: 20—22—23—24—U4
De resultaten voor de rekentoets zijn in de t
grafiek weergegeven. Zo kun je zien dat 84% £
van de leerlingen een 5,5 of hoger heeft gehaald. 5
De resultaten van de rekentoets zijn normaal &£
verdeeld.
» Hoe kun je op basis van deze grafiek het i

gemiddelde en de standaardafwijking van de
resultaten van de rekentoets bepalen?

Tot 1996 kende Nederland militaire dienstplicht. Elk jaar
werden jonge mannen opgeroepen voor de dienstkeuring.
Daarbij werden allerlei gegevens zoals bijvoorbeeld lengte en
gewicht gemeten. Van de laatste groep dienstplichtigen was de
gemiddelde lengte 181 cm en de standaardafwijking 8 cm. Ga
ervan uit dat de variabele lengte normaal verdeeld is.

165 173 181 189 197
lengte in cm —»

a Waarom staat bij de horizontale as 181 onder de top van de
grafiek?

b En waarom staat bij de horizontale as onder de
buigpunten van de grafick 173 en 189?

¢ Volgens de le vuistregel hadden 68% van de
dienstplichtigen een lengte tussenp— Gen p + G.
Verklaar waarom onder de grafiek twee keer 34% staat.

d Gebruik de 2e vuistregel om de andere vier percentages
onder de grafiek uit te rekenen en vul deze op de puntjes in.

e Hoeveel procent van de dienstplichtigen had een lengte
tussen 173 en 197 cm?

f Hoeveel procent van de jongens was langer dan 189 cm?

Hoofdstuk 10 Verdelingen en steekproeven (met ICT)
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Met de vuistregels kun je de oppervlakte onder de
grafiek van een normale verdeling opsplitsen in zes
stukken. Bij het maken van opdrachten waarin gegeven
is dat een variabele normaal verdeeld is, is het handig 2,5%
om een schets te maken van de grafick van de l
bijbehorende normale verdeling.

1t = gemiddelde

© = standaarddeviatie

13,5%
n-2c u-o i L+c u+2c

Een monteur onderzoekt de temperatuur van 300 kopjes
koffie uit een koffiezetapparaat. De temperatuur van de
kopijes koffie is normaal verdeeld. Het gemiddelde is 78 °C en
de standaardafwijking is 2,5 °C.

temperatuur in °C —

a Vul bjj de schets op de puntjes de juiste waarden in.
b Hoeveel procent van de kopjes koffie is warmer dan 80,5 °C?
¢ De ideale temperatuur voor een kopje koffie ligt tussen

73 °Cen 80,5 °C.

Hoeveel kopjes koffie hebben een ideale temperatuur?

Ondersteunende route = maak opdracht 022

Een supermarkt verkoopt waspoeder in pakken van 4 kg.
Een consumentenorganisatie controleert het gewicht van
500 pakken. Het gemiddelde gewicht blijkt 4,06 kg te zijn,
met een standaardafwijking van 0,12 kg. Neem aan dat de
gewichten van de pakken waspoeder normaal verdeeld zijn.
a Maak een schets van de grafiek bij de normale verdeling.
b Bereken het aantal pakken met een gewicht tussen
3,94 kg en 4,30 kg.
¢ Twintig procent van de pakken blijkt zwaarder te zijn
dan 4,16 kg.
Welk gewicht hebben de twintig procent pakken met het
laagste gewicht?
d Geef een schatting van het percentage pakken met een
gewicht minder dan 4 kg.
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€ normate veraelting

Ondersteunende route = maak opdracht 023

23 Ineen kantoorgebouw worden lampen gebruikt met een

m brandtijd van gemiddeld 1400 uur en een standaardafwijking
van 150 uur. Neem aan dat de variabele brandtijd normaal
verdeeld is. Alle lampen worden tegelijk vervangen om
arbeidsloon te besparen. Pas als 16% van de lampen stuk is,
mag er vervangen worden.

a Na hoeveel branduren is dat het geval?

b Na een aantal jaren besluit de directie om over te
stappen op ledverlichting. De brandtijd van deze lampen
is normaal verdeeld met een standaardafwijking van
75 uur.

Na 3200 branduren is 2,5% van deze lampen stuk.
Bereken de gemiddelde brandtijd van deze lampen.

24 Kinderartsen gebruiken zogenaamde groeidiagrammen om de
groei van kinderen in de eerste maanden van hun leven bij te
houden. Het gewicht van jonge kinderen is bij benadering
normaal verdeeld. In het groeidiagram kun je bijvoorbeeld
aflezen dat het gewicht van baby’s van vier maanden
gemiddeld 6,5 kg is met een standaardafwijking van 0,75 kg.

KG 9 NORMATIEF

8

— U+20

| u+o

1
- 1-2G

/

7 //
. SZ=
/

\
AN

TR
\

L
> % o B s
=
L=
’ LEEFTIJD IN MAANDEN |
0 1 2 3 4 5 6

a Geef het gemiddelde en de standaardafwijking van het
gewicht van baby’s van twee maanden.

b Bartis vijf maanden oud en behoort tot de 2,5% zwaarste
baby’s.
Hoe zwaar is Bart minstens?

¢ Hoe kun je aan het diagram zien dat de standaardafwijking
steeds groter wordt naarmate de leeftijd toeneemt?

d Leg uit wat dit betekent voor het gewicht van de baby’s.

Uitdagende route = maak opdracht U4
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Ondersteunende opdrachten

022  Een machine vult flesjes met 500 mL shampoo. Bij een
controle van 1000 flesjes is de gemiddelde inhoud 512 mL
en de standaardafwijking 8 mL. Neem aan dat de inhoud
van de flesjes normaal verdeeld is.

a Vul bij de horizontale as de juiste waarden in.

b Hoeveel procent van de flesjes heeft een inhoud tussen
504 mL en 520 mL? Hoeveel flesjes zijn dat? 49 504

¢ Het lijntje dat hoort bij 500 mL ligt precies tussen inhoud in mL —
496 mL en 504 mlL..
Waarom is het percentage tussen 496 mlL. en 500 mL
toch kleiner dan 6,75%?

d Geef een schatting van het percentage flesjes met

minder dan 500 mL.
e Van 20% van de flesjes is de inhoud 519 mL of meer. 20%
Gebruik de symmetrie van de grafiek om de inhoud van
de 20% flesjes met de minste inhoud te bepalen. inhoud in mL —

023  De lampen van de lantaarnpalen bij een snelweg hebben
een levensduur van gemiddeld 4800 uur en een
standaardafwijking van 250 uur. Neem aan dat de variabele
levensduur van de lampen normaal verdeeld is.

a Vul de schets verder in.
b Hoeveel procent van de lampen is na 4800 uur defect?
¢ Alle lampen worden in één keer vervangen als 2,5% van e e 4800
de lampen defect is.
Na hoeveel uren is dat het geval?
d Na een aantal jaren wordt er overgestapt op een ander
merk lamp. De levensduur van deze lampen is normaal
verdeeld met een standaardafwijking van 175 uur.
Na 4000 uren is 2,5% van deze lampen defect.
Bereken de gemiddelde levensduur van deze lampen.

34%

levensduur in uren —

A\

Uitdagende opdrachten

- —

1 2 3 4 5 6 7

UL a Legmet behulp van de vuistregels uit dat deze boxplot
niet bij een normale verdeling kan horen.
b Leg uit dat de kwartielafstand bij een normale verdeling
altijd kleiner is dan het verschil tussen p + cen . — o.
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Je leert - wat een aselecte en representatieve steekproef is
Leerroutes -ondersteunend:  25—26—27—28—29—030—30
- doorlopend: 25—26—27—28—29—30—31
- Uitdagend: 25—26—27—29—30—31—U5

In een kleine gemeente vraagt de gemeenteraad
zich af of er draagvlak is voor een autoloze
binnenstad. Om antwoord te krijgen op deze
vraag werd er een advertentie in een lokale krant
geplaatst met de oproep om online te stemmen.
Van de 452 reacties waren er 230 tegen een
autoloze binnenstad.
» Mag men nu concluderen dat er geen
draagvlak is voor een autoloze binnenstad?

25  De directie van een school met 1425 leerlingen beweert dat

60% van de leerlingen minder dan 8 kilometer van school
woont. Een paar vwo leerlingen willen nagaan of het
percentage klopt. Het ontbreekt ze aan tijd om dit aan elke
leerling afzonderlijk te vragen.

a Aan vijf willekeurige leerlingen vragen ze hoe ver ze van
school wonen. Twee van de vijf wonen minder dan 8 km
van school.

Mag je nu concluderen dat de directie niet gelijk heeft?

b TIs het mogelijk dat geen enkele van deze vijf leerlingen
minder dan 8 km van school woont?

c Stel dat ze dezelfde vraag stellen aan 25 willekeurige
leerlingen.

Is het mogelijk dat geen enkele van deze leerlingen minder

dan 8 km van school woont?

Om iets te weten te komen over een groep onderzoek je
meestal slechts een deel van de groep. Je noemt dat een
steekproef. De uitslag van een steekproef wordt voor een
deel door het toeval bepaald. Door de steekproefomvang
groter te maken, krijg je een betere schatting. Om juiste
conclusies te kunnen trekken over een populatie, moet de
steekproef aselect zijn. Dat wil zeggen dat iedereen (of
ieder ding) uit de populatie evenveel kans moet hebben
om in de steekproef terecht te komen. Een steekproef die
representatief is, vormt een goede afspiegeling van de hele
populatie.

Hoofdstuk 10 Verdelingen en steekproeven (met ICT)

Een bestuur van een vereniging wil een
onderzoek houden onder haar 1168 leden
naar de waardering van de activiteiten.
De voorzitter stelt voor de mening van de
34 aanwezigen op de vergadering te
peilen.

De secretaris wil willekeurige 60 namen
uit de ledenlijst prikken en die leden een
vragenlijst laten afnemen.

De steckproef in het voorstel van de
voorzitter is niet aselect, die van de
secretaris wel.
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Bekijk het voorbeeld op de vorige bladzijde. Waarom levert
het voorstel van de voorzitter geen aselecte steekproef op en
het voorstel van de secretaris wel?

Om na te gaan of je conclusies kunt trekken uit het resultaat
van een steekproef ga je het nemen van een aselecte
steckproef simuleren. Met een computer kun je het nemen
van een steekproef van vijf leerlingen simuleren. Daarbij
is de kans op een leerling die minder dan 8 km van school
woont 60%.
a Simuleer 2000 keer het trekken van een steekproef van
5 leerlingen.
Noteer het resultaat in de tabel.
b In hoeveel van de 2000 keer komt het voor dat geen
enkele leerling in de steekproef minder dan 8 km van
school woont?

a Kies ecen steekproefgrootte van 25.
Welke percentages van leerlingen die minder dan 8 km van
school wonen zijn nu mogelijk?
b Simuleer 2000 keer het trekken van een steekproef van
25 leerlingen.
¢ In hoeveel van de 2000 keer komt het voor dat geen
enkele leerling minder dan & km van school woont?

Door toeval komt het resultaat van een steekproef meestal
niet overeen met wat voor de hele populatie geldt. Je kunt
er zelfs flink naast zitten. In de praktijk houdt men bij

de conclusie altijd een zekere marge aan. De kans op een
steekproefresultaat binnen die marge is bij een grote
steckproef groter dan bij een kleine steckproef. Vandaar
dat een goede steekproefomvang van belang is.

percentage
leerlingen met
afstand kleiner
dan 8 km

frequentie

In de doos met 250 knikkers zitten 120 blauwe knikkers.

Sanne trekt 100 knikkers uit de vaas en telt het aantal blauwe

knikkers.

a Hoeveel blauwe knikkers zal ze naar verwachting trekken?

b Met een computer kun je het trekken van knikkers
simuleren. In het bestand zie je het resultaat van 1000
steekproeven met een steekproefomvang van 100.
Maak een staafdiagram bij het aantal blauwe knikkers.

¢ Is het staafdiagram min of meer klokvormig?

d Hoe groot is het gemiddelde en de standaardafwijking
van de van het aantal blauwe knikkers?

e Bij hoeveel procent van de steekproeven ligt het aantal
tussenp—cenp+o?

0
20
40
60
80

100
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Door een groot aantal simulaties uit te voeren, zie je
dat de resultaten van de steekproeven normaal verdeeld zijn.
Je noemt dit de steekproevenverdeling.

Ondersteunende route = maak opdracht 030

Het bedrijf Popsi wil een nieuwe frisdrank op de markt
brengen. Om in de fabriek het productieproces te
controleren, gaat men dagelijks een steekproef nemen. Men
vraagt zich af wat een goede steekproefomvang is, 50 blikjes
(A), 100 blikjes (B), 200 blikjes (C) of 500 blikjes (D).

Van een steekproef wordt nagegaan hoeveel procent van de

blikjes voldoende frisdrank bevat.

a Geef een voordeel en een nadeel van steekproefomvang
A en van steeckproefomvang D.

b Om te besluiten welke methode Popsi zal gebruiken,
wordt eerst voor elke steekproefomvang een simulatie
van 1000 steckproeven gemaakt. Bij deze simulatie
gaat men er van uit dat 90% van de blikjes voldoende
frisdrank bevat. In de dataset zie je de resultaten.

Maak een staafdiagram van het percentage blikjes met
voldoende frisdrank. Neem een klassenbreedte van 2%
en splits op methode.

¢ Hoe verandert de vorm van het staafdiagram als de
steekproefomvang toeneemt?

d ILegaan de hand van de staafdiagrammen uit dat het
percentage blikjes met voldoende frisdrank beter te
schatten is naarmate de steekproefomvang groter is.

In een frisdrankfabriek wordt gedurende drie jaar iedere dag
cen steckproef van 100 blikjes genomen. Van de steekproef
wordt het percentage blikjes waarin voldoende frisdrank zit
berekend. De data staan in de dataset.

a Eris een dag waarop het percentage het kleinst is.
Hoeveel blikjes met te weinig frisdrank waren er die dag
in de steekproef™?

b Geef het gemiddelde en standaardafwijking van de
steekproevenverdeling.

¢ Tussen welke waarden ligt de middelste 68% van de
resultaten van de steekproeven?

Uitdagende route = maak opdracht U5

Hoofdstuk 10 Verdelingen en steekproeven (met ICT)
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Ondersteunende opdrachten

030  De NS houdt bij hoeveel procent van de treinen op
tijd rijdt. Elke dag neemt de NS een steekproef bij
200 treinen of ze op tijd rijden. Dit doen ze 400 dagen
lang. In de steekproevenverdeling zie je de resultaten.
a Bij cen steckproef is het percentage treinen dat op

tijd rijdt gelijk aan 80%.

Hoeveel van de 200 treinen zijn dat?

De steekproevenverdeling is normaal verdeeld.
In een normale verdeling is het gemiddelde gelijk
aan de modus en de mediaan.

Hoe groot is het gemiddelde van de
steekproevenverdeling?

Schat op basis van deze steekproevenverdeling
hoeveel procent van de treinen op tijd rijdt.

De standaardafwijking van deze
steekproevenverdeling is ongeveer 3%.

Tussen welke waarden ligt de middelste 68% van de
steckproefresultaten?

frequentie —
= (=3} (o] S
= o o o

(o)
o

.

78 79 80 81 82 83 84 85 86 87
percentage treinen —

b

Uitdagende opdrachten
U5 In een vaas met 10 000 knikkers waarvan er 2000 blauw
E zijn, worden een aantal knikkers getrokken. Met de
computer is dit kansexperiment gesimuleerd met steeds
een andere steekproefomvang n.

Hoeveel procent blauwe knikkers verwacht je in een
steekproef?

Maak een staafdiagram van het percentage blauwe
knikkers met klassenbreedte 2 en splits op
steekproefomvang.

Hoe verandert het staafdiagram als de steekproefomvang
toeneemt?

Vul de tabel in met o(#) op drie decimalen nauwkeurig.

Controleer met de tabel dat bij benadering geldt:
0.4
o(n) =—=

\n

Leg met behulp van de formule van opdracht d

uit dat je het percentage van een populatie dat een
bepaalde eigenschap heeft beter kunt schatten bij een
grotere steckproef.

n ‘ 100 ’ 200‘ 300 ‘ 400 ‘ 500
S I N R

© Noordhoff Uitgevers bv
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In de dataset is informatie opgenomen over de lengte van
leerlingen in de eerste klas en leerlingen in de zesde klas.

a

Onderzoek met een staafdiagram van de gegevens wat de
kenmerkende vorm is van de verdeling bij de variabele
lengte.

Geef een verklaring voor deze kenmerkende vorm.
Maak staafdiagrammen van de groepen afzonderlijk.
Welke vorm hebben deze staafdiagrammen?

Bij welke groep is de standaardafwijking het grootst?
Bereken het gemiddelde, de mediaan en de
standaardafwijking van de groepen atzonderlijk. Rond
af op hele centimeters.

Tussen welke waarden ligt de middelste 68% van de
lengtes van de leerlingen uit de zesde klas?

Is de lengte van de leerlingen uit de zesde klas normaal
verdeeld? Verklaar je antwoord.

Uit onderzocek is gebleken dat leerlingen gemiddeld ruim

& uur per week aan huiswerk besteden en dat meisjes meer
tijd aan huiswerk besteden dan jongens. De tijd in uren die
leerlingen per week aan hun huiswerk besteden, noemen
we de huiswerktijd. In de figuur zie je de resultaten van het
onderzoek.

a

b

Hoeveel procent van de meisjes besteedt 8 uur of meer
per week aan het huiswerk? Licht je antwoord toe.

Ga ervan uit dat de huiswerktijd van de meisjes normaal
verdeeld is met een gemiddelde van 8,8 uur en een
standaardafwijking van 3,2 uur.

Hoeveel procent van de meisjes besteedt minstens 12 uur
per week aan huiswerk?

De huiswerktijd van de jongens is ook normaal
verdeeld. Het gemiddelde is 7,5 uur. Verder is gegeven
dat 16 procent van hen minder dan 5 uur per week aan
huiswerk besteedt.

Bereken de standaardafwijking van de huiswerktijd van
de jongens.

Men heeft een soortgelijk onderzoek gedaan onder
studenten. Daarbij is gekeken naar de tijd die mannelijke
en vrouwelijke studenten thuis aan hun studie besteden.
Het onderzoek wijst uit dat vrouwen per week meer

tijd aan ‘huiswerk’ besteden dan mannen. De spreiding
in huiswerktijd bij de mannen is kleiner dan bij de
vrouwen.

Welk van de figuren past het best bij de gegevens over de
studenten? Licht je antwoord toe.

(Ontleend aan CE havo wiskunde A 2007, tijdvak 2)

Hoofdstuk 10 Verdelingen en steekproeven (met ICT)
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Je ziet twee grafieken van een cumulatieve
frequentiepolygoon van een normaal verdeelde variabele.
De tweede grafiek is uit de eerste ontstaan door de verticale 84%
as aan te passen.

Zowel boven als onder de 50% is de as in toenemende mate
opgerekt. Hierdoor is de kromme in grafiek A een rechte lijn 50%
geworden in grafiek B.

a Ga na dat de graficken met elkaar overcenstemmen.

97,5%

: . 16%
b In grafiek A ligt op de verticale as de waarde 67% 2.5% J
precies midden tussen de waarden 50% en 84%. (A) oy 1 3 39 i
Leg uit waarom dat in grafiek B niet het geval is. 0750 | |

¢ Lees het gemiddelde en de standaardafwijking van de
data af. 84%
d De data ondervinden een aanpassing zo, dat elke
waarneming 4 groter wordt.
Leg voor beide grafieken uit hoe ze veranderen. 16%

50%

e De data ondervinden een aanpassing zo dat de
sy 2,5%
standaardafwijking tweemaal zo groot wordt.
Leg voor beide grafieken uit hoe ze veranderen.
(B 27 31 35 39 M43

Een assenstelsel met een schaalverdeling zoals bij grafiek B in

opdracht 34 noem je een normaalwaarschijnlijkheidspapier.

In de dataset zie je de resultaten van een Engels onderzoek

naar de lengte van mannen.

a Maak een frequentietabel met als eerste klasse [57, 60).

b Onderzoek met normaalwaarschijnlijkheidspapier hoe
groot de gemiddelde lengte en de standaardafwijking is.

¢ Controleer je antwoord van opdracht b met de data op
de computer.

In een meubelfabriek worden planken gemaakt. De
zaagmachine produceert planken waarvan de lengte
normaal verdeeld is met een gemiddelde van 800 mm en een
standaardafwijking van 2 mm. De planken horen 800 mm
lang te zijn, maar als ze hoogstens 2 mm langer of korter
zijn, is het ook goed. Planken die langer dan 802 mm zijn,
worden met de hand op maat gemaakt. Planken die korter
zijn dan 798 mm zijn onbruikbaar. Op elke goede plank
maakt de fabriek € 3,25 winst. Het op maat maken van een
te lange plank kost € 1,50. Elke onbruikbare plank levert een
verliespost van € 2,- op.

Er komt een bestelling binnen voor 1000 planken.

Hoe groot is het verschil van de winstverwachting als de
machine wordt ingesteld op een gemiddelde lengte van

802 mm in plaats van 800 mm? Ga ervan uit dat de extra
kosten voor het hout te verwaarlozen zijn.
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\/

Frequentieverdeling, klokvormige verdeling, scheve

verdeling, uniforme verdeling, meertoppige verdeling,
uitschieter

Datasets kun je ordenen in bijvoorbeeld frequentictabellen of
staafdiagrammen. Dit zijn beide voorbeelden van een
frequentieverdeling. De vorm van een staafdiagram geeft
informatie over de frequentieverdeling.

Een klokvormige verdeling is een symmetrische verdeling met
in het midden de hoogste staaf. Bij een klokvormige verdeling
zijn de modus, de mediaan en het gemiddelde aan elkaar gelijk.
Bij een scheve verdeling ligt de hoogste staaf meer naar links of
naar rechts.

Bij een uniforme verdeling zijn alle staven ongeveer even hoog.
Bij een meertoppige verdeling zie je in het staafdiagram meer
dan één top.

Een waarneming die erg afwijkt van de andere waarnemingen
noem je een uitschieter.

Voorbeeld

klokvormig scheef met staart naar links scheef met staart naar rechts en
een uitschieter

uniform meertoppig klokvormig

S1 e ziet de gegevens van 404 jongeren.
E a Welke vorm heeft het staafdiagram bij de variabele lengte,
met de eerste klasse [130, 135)?
b Welke vorm heeft het staafdiagram bij de variabele gewicht, met
de eerste klasse [30, 40)?
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Continu, discreet

Een discrete variabele neemt alleen bepaalde waarden
aan. Een continue variabele kan in principe alle waarden
op een interval aannemen.

Je kunt de mogelijke waarden van een continue variabele
voorstellen door een aaneengesloten (continue) lijn.

De mogelijke waarden van een discrete variabele kun je
voorstellen met losse punten. Een discrete variabele kun je
voorstellen met losse punten.

B

Voorbeeld

Het aantal glazen limonade is een
discrete variabele.

- ——9- - ————0——— -
7 8 9 10 11 12 13 14
aantal glazen —

De hoeveelheid limonade in cL in een
glas is een continue variabele.

-
-

v T T T

20 25 30 35 40
inhoud in cL —

S2 Autohandelaar Zwartjes verkoopt tweedehands Tesla’s. Hij

heeft vijf verschillende types op voorraad. De minimum
leeftijd is 40 weken. Alle auto’s hebben meer dan 32 000 km
gereden. De kleuren zijn rood, blauw, zwart en grijs.

Welke variabelen zijn discreet en welke variabelen zijn continu?

Normale verdeling

De frequentieverdeling van een variabele kun je vaak
benaderen met een klokvormige grafiek. De belangrijkste
kenmerken van zo’n grafiek zijn:

de grafiek is symmetrisch

de symmetrieas ligt bij het gemiddelde p

het gemiddelde, de mediaan en de modus vallen samen
de standaardafwijking o is de afstand van de
symmetrieas tot de buigpunten van de grafiek

Bij een normale verdeling gelden de volgende vuistregels.
1 wvan de data ligt ongeveer 68% tussen u — G en 4 + G.
2 van de data ligt ongeveer 95% tussen p — 26 en u + 26.

Deze verdeling wordt de normale verdeling genoemd.

Een variabele waarvan de frequentieverdeling benaderd kan
worden door de normale verdeling heet normaal verdeeld.

Om na te gaan of een variabele normaal verdeeld is, controleer
je of het bijbehorende staafdiagram klokvormig is. Om meer
zekerheid te hebben, kun je controleren of de le en de 2e
vuistregel kloppen bij de frequentieverdeling.

b

In een buigpunt verandert een
toenemende stijging (of daling) in
een afnemende stijging (of daling).

buigpunt

95%

20

n-2c
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S3  Van een normaal verdeelde dataset is bekend dat de
meest voorkomende waarde gelijk is aan 12 en dat bij de
frequentieverdeling de afstand van de symmetrieas tot het
buigpunt gelijk is aan 3.

Tussen welke waarden ligt 95% van de data?

Steekproef, steekproefomvang, aselect, representatief

Om iets te weten te komen over een groep onderzoek je
meestal slechts een deel van de groep. Je noemt dat een
steekproef. Om juiste conclusies te kunnen trekken over een
populatie, moet de steekproefomvang groot genoeg zijn en
moet de steekproefl aselect zijn. Dat wil zeggen dat iedereen
(of ieder ding) uit de populatie evenveel kans moet hebben
om in de steekproef terecht te komen.

Een steekproef die representatief is, vormt een goede
afspiegeling van de hele populatie.

De directie van een school met 2200 leerlingen wil
onderzoeken of het beter is om de school om 8.30 uur te laten
beginnen in plaats van om 8.15 uur.
Ze nemen twee steekproeven.
A Ze ondervragen bij de fietsenstalling de eerste
200 leerlingen die daar aankomen.
B Ze kiezen willekeurig 200 leerlingen uit het
leerlingenbestand.
Steekproef A is niet aselect en steekproef B wel.

S4 a Waarom is steekproef A in het voorbeeld niet aselect?
b Hoe groot is in beide steekproeven de
steekproefomvang?

S5  Een fastfoodketen onderzoekt het percentage klanten dat
E met pin betaalt. Op honderd dagen wordt in een steekproef
van 50 klanten bekeken hoeveel procent van de klanten met
pin betaalt.
a Op cen bepaalde dag is het aantal klanten dat met pin
betaalt in de steekproef het grootst.
Hoeveel klanten in de steekproef betalen die dag met pin?
b Maak een staafdiagram bij de variabele percentage dat
met pin betaalt.
¢ Schat hoeveel procent van de klanten gemiddeld met pin
betaalt.
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Vaardigheid

Je kunt nagaan of een variabele normaal verdeeld is.

Om na te gaan of een variabele normaal verdeeld is,
controleer je of het bijbehorende staafdiagram klokvormig is.
Om meer zekerheid te hebben, kun je controleren of de le en
de 2e vuistregel kloppen bij de frequentieverdeling.

S6é6  Van 154 leerlingen zijn bij het onderdeel vergooien de
E resultaten genoteerd. De resultaten staan in de dataset.
a Zijn de prestaties bij het onderdeel vergooien normaal
verdeeld?
b Zijn de prestaties van de jongens op het onderdeel
vergooien normaal verdeeld?

Vaardigheid

Je kunt met de vuistregels van een normale verdeling

rekenen.

Met de vuistregels kun je de oppervlakte onder de grafiek van
een normale verdeling opsplitsen in zes stukken. Bij het maken
van opdrachten waarin gegeven is dat een variabele normaal
verdeeld is, is het handig om een schets te maken van de grafiek
van de bijbehorende normale verdeling.

temperatuur in °C —

S7 Inecen onderzoek van een fastfoodketen blijkt dat het bedrag
dat een mannelijke klant uitgeeft bij een bestelling normaal
verdeeld is met een gemiddelde van € 7,19 en een
standaardafwijking van € 0,34.

a Hoeveel procent van de manelijke klanten geeft tussen de
€ 6,85 en de € 7,87 uit?

b Van de vrouwelijke klanten is bekend dat 50% meer dan
€ 6,63 uitgeeft en 2,5% meer dan € 7,19 uitgeeft. Ook hier
is sprake van een normale verdeling.

Bereken de standaardafwijking van het bedrag dat een
vrouwelijke klant vitgeeft.
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Zijn de volgende variabelen discreet of continu? Licht je

antwoord toe.

a De tijdsduur die een vertegenwoordiger doorbrengt bij een
klant.

b Het aantal vakantiewoningen dat jaarlijks in Friesland
gebouwd wordt.

¢ Het aantal schoolboeken van een 6 vwo leerling.

d Het gemiddelde benzineverbruik per 100 kilometer van een
personenauto.

De directie van een school meent dat slechts 30% van de

leerlingen het huiswerk dagelijks op orde heeft. Twee

leerlingen in 5 vwo denken dat dit percentage hoger is.

a Op welke manier kunnen de leerlingen een aselecte
representatieve steekproef organiseren?

b In een aselecte representatieve steekproef onder
163 leerlingen blijkt dat 38% het huiswerk dagelijks wel op
orde heeft.
Hoeveel leerlingen in de steekproef hadden hun huiswerk
op orde?

¢ Om te kijken of de 38% van de steckproef op toeval kan
berusten, simuleren de leerlingen steekproeven op de
computer. In deze simulatie wordt 1000 keer een steekproef
genomen van 163 leerlingen uit een populatie waarvan 30%
het huiswerk op orde heeft. In de dataset zie je de resultaten.
In hoeveel steekproeven was het percentage 38% of hoger?

Een autofabrikant is van plan een nieuw type autoband
op de markt te brengen. Natuurlijk wordt een nieuw type
band uitvoerig getest. Onder allerlei omstandigheden wordt
er 35 000 km met de banden gereden en daarna wordt de
profieldiepte opgemeten. In de dataset staan de testgegevens
van 1000 banden.
a Maak cen staafdiagram bij de variabele profieldiepte
waarbij de eerste klasse [0,60; 0,80) is.
b Ts het staafdiagram bij benadering klokvormig?
¢ Onderzoek met de le en 2e vuistregel of de profieldiepte
van de 5000 banden normaal verdeeld is.
d De profieldiepte van een ander merk band, met de
merknaam Excellent, is na 35 000 km normaal
verdeeld met een gemiddelde van 1,75 mm en een
standaardafwijking van 0,1 mm.
Volgens de wet wordt een band met een profieldiepte
van minder dan 1,6 mm afgekeurd.
Geef een schatting van het percentage banden van dit
merk dat na 35 000 km wordt afgekeurd.
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In de dataset vind je gegevens van kinderen in de leeftijd van
12 tot 16 jaar. O\ .
a Maak staafdiagrammen bij de variabelen leeftijd, \ \ \""-,\
schoenmaat en handspan. L \‘\
b Beschrijf de karakteristicke vorm van elke verdeling. o \{%
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In een textielfabriek worden rollen linnen gemaakt. Elke

rol hoort 100 meter stof te bevatten. Er worden 400 rollen

precies nagemeten. Het resultaat is een gemiddelde per rol

van 102,1 meter met een standaarddeviatie van 2,1 meter.

a Er worden 9000 rollen stof per dag afgeleverd.

Hoeveel meter verwacht je dat er per dag gemiddeld te
veel wordt afgeleverd?

b Veronderstel dat de lengte van een rol normaal verdeeld is.
Maak een schets van de grafiek van deze normale verdeling.

¢ Hoeveel procent van de rollen bevat te weinig linnen?

d De directie vindt dat te veel rollen te weinig linnen
bevatten. Zij wil het percentage terugbrengen tot 2,5%.
Dat kun je doen door de gemiddelde lengte per rol te
verhogen.

Op welke lengte moet het gemiddelde worden afgesteld zo
dat aan de wens van de directie wordt voldaan?

Verkeersdrempels zijn bedoeld om de snelheid van
automobilisten te beinvloeden. Afhankelijk van de gewenste
snelheid worden de drempels steiler of minder steil gemaakt. e

De drempel met V84=50 is zo ontworpen dat 84% van de
automobilisten de drempel passeert met een snelheid van

minder dan 50 km per uur. In de praktijk blijkt dat de
passeersnelheid bij een drempel normaal verdeeld is. Bij de V84 = 20
drempel met V84=50 werd een gemiddelde passeersnelheid

van 43,2 km per uur gevonden, met een standaardafwijking

van 6,8 km per uur.

a Laat zien dat bij deze verdeling inderdaad 84% van de
automobilisten niet harder dan 50 km per uur rijdt.

b Voor een test zal de snelheid van 1200 automobilisten
worden gemeten bij een drempel met V84=50.
Bij hoeveel van deze 1200 metingen kan op grond van
eerdere ervaringen een snelheid van meer dan 36,4 km per uur
worden verwacht?

¢ Ineen kinderrijke buurt worden verkeersdrempels met
V84=20 aangebracht. De passeersnelheid is weer normaal
verdeeld met een standaardafwijking is 2.1 km per uur.
Bereken de gemiddelde passeersnelheid bij dit type drempels.

(Ontleend aan CE havo wiskunde A 1990, tijdvak 1)
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Je kunt nagaan of een variabele normaal verdeeld is.
In een onderzoek onder 404 kinderen is onder andere het

gewicht en de schoenmaat opgemeten.

a Maak cen staafdiagram bij de variabele schoenmaat
waarbij de eerste klasse [0, 2) is.

b Ts het staafdiagram bij benadering klokvormig?

¢ Bereken het percentage kinderen met een schoenmaat
tussenpl—Genpy+ G.

d Hoeveel procent van de kinderen heeft een schoenmaat
tussen u — 2c en p + 26?7

e Is de schoenmaat van de kinderen normaal verdeeld?

Onderzoek of het gewicht van deze kinderen normaal

verdeeld is.

-

In een fabriek worden metalen buizen voor de industrie

geproduceerd. De buizen worden na productie tot op de

tiende millimeter opgemeten met behulp van lasers.

a Is het staafdiagram bij de variabele lengte min of meer
klokvormig?

b Onderzoeck met de le en de 2¢ vuistregel of de lengte van
de buizen normaal verdeeld is.

Je kunt met de vuistregels van een normale verdeling

rekenen.

Een tomatenteler weet uit jarenlange ervaring dat het

gewicht van de tomaten die hij oogst normaal verdeeld is.

Het gemiddelde gewicht van de tomaten is 68 gram met een

standaardafwijking van 18 gram. Tomaten die minder wegen

dan 50 gram worden geselecteerd om verwerkt te worden tot
tomatenpuree. Tomaten met een gewicht tussen 50 gram en

104 gram zijn bestemd voor de binnenlandse handel en

tomaten met een gewicht van meer dan 104 gram zijn

bedoeld voor de export.

a Bereken welk percentage van de tomaten voor puree is,
welk percentage in Nederland wordt verkocht en welk
percentage voor de export bestemd is.

b Een andere teler gebruikt meer kunstmest. Het
gemiddelde gewicht van zijn tomaten is 86 gram en de
standaardafwijking van de gewichten is ook 18 gram.
Deze teler heeft een opbrengst van 4 200 000 tomaten.
Bereken hoeveel kg van deze tomaten verwerkt worden
tot puree.

Hoofdstuk 10 Verdelingen en steekproeven (met ICT)
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Een jamfabrikant heeft twee vulmachines. Machine A

die tamelijk precies afgesteld kan worden zodat de

standaardafwijking van het gewicht 6 gram is en machine B

waarbij de standaardafwijking 15 gram is.

Op de wikkel van de jampotjes komt te staan dat het netto

gewicht 340 gram is. Machine A wordt op een gemiddelde

van 346 gram en machine B op cen gemiddelde van 355 gram
afgesteld.

De gewichten zijn bij beide machines normaal verdeeld.

a Schets in één figuur voor beide machines de grafiek van
de normale verdeling.

b Aan welke machine geef jij als consument de voorkeur?
Waarom?

¢ Ga voor beide machines na hoeveel procent van de
potjes minder dan 340 gram zal wegen.

d De fabrikant besluit machine B te vervangen door een
nieuwe. De machine die nu wordt aangeschaft vult de
potjes met een standaardafwijking van 3,5 gram. De
machine wordt zo afgesteld dat maximaal 2,5% van de
potjes een gewicht onder de 340 gram heeft.

Op welk gemiddelde gewicht wordt de machine afgesteld?

a Geef de modus van de leeftijd van de docenten die in 2012
werkzaam waren in het Voortgezet Onderwijs.

b Wat is de modus van docenten dat in 2002 in het vo
werkzaam waren?

¢ Hoe zie je dat de leeftijdsverdeling van docenten
werkzaam in het vo in 2012 niet normaal verdeeld is?

d Bereken hoeveel procent van de docenten werkzaam in
het vo in 2012 ouder was dan 50 jaar.

Een omroepvereniging hield een enquéte onder haar leden om

de waardering voor haar programma’s te onderzocken. Aan

2000 leden werd een enquéteformulier toegestuurd met

25 vragen. Het formulier werd teruggestuurd door 1143 leden,

waarvan er 973 tevreden waren.

a Uit welke populatie is deze steekproef getrokken?

b Hoe groot is de steekproef?

¢ Waarom is het niet zeker dat de meerderheid van de leden
van de omroepvereniging tevreden is?

d Zeggen de resultaten van de steekproef iets over de
waardering van alle Nederlanders voor de programma’s van
die omroep?
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Steekproeven
Over het algemeen zal een grote steekproef een betrouwbaarder | E—
resultaat geven dan een kleine dachten ze in 1936 bij het blad T e

The Literary Digest. In 1936, midden in een economische crisis . I ltera Dlges
met veel werklozen, stuurden ze 10 miljoen briefkaarten naar : _

hun abonnees en naar personen uit telefoonboeken en uit T

registers van autokentekens. Op de briefkaart kon de keuze
tussen Landon (republikein) en Roosevelt (democraat) vermeld
worden. Het resulteerde in 2,4 miljoen reacties met 57% voor
Landon en 43% voor Roosevelt. De verkiezingen werden
echter door Roosevelt gewonnen met 61% tegen 37%.

Het blad verloor aan geloofwaardigheid en aan aanzien en
was twee jaar later verdwenen. Uiteraard volgde er een
onderzoek naar oorzaken van dit falen.

Opdracht
» Wat kunnen volgens jou de oorzaken zijn dat deze zeer
grote steekproef faalde?

Het gevolg was dat er gezocht werd naar methoden waarbij
steekproeven gebaseerd zijn op kansrekening, waardoor s i 8
personen aselect werden gekozen. George Gallup, oprichter :&&‘ ";ﬂ;‘“s Mm
van het onderzoeksbureau Gallup, dat in meer dan 20 landen et ‘
opinieonderzoek doet, gebruikte deze methode in 1948. Zijn
bureau voorspeldde dat de democraat Truman het zou verliezen
van zijn uitdager Dewey. Steekproeven wezen uit dat Dewey
met 49,5% tegen 44,5% zou winnen. De Chicago Daily
Tribune was hiervan zo overtuigd dat deze krant de uitslag
vroegtijdig publiceerde. Truman won echter de verkiezing met
49,1% tegen 45,1%. Met veel plezier toonde Truman dan ook
de miskleun van de krant.

De belangrijkste oorzaken van het falen van de onderzoekers
was het stoppen van de interviews tien dagen voor de
verkiezing en de aanname dat mensen die nog geen keuze
konden maken niet zouden stemmen.

In Nederland voelen veel mensen zich overvallen door
telefonische enquétes. Onderzoeksbureaus hanteren daarom
ook wel bestanden waarin allerlei soorten mensen zijn
opgenomen die bereid zijn om mee te werken aan onderzoeken.
Je kunt, als je ouder bent dan 18 jaar, je aanmelden voor het
EenVandaag Opiniepanel. Je moet wel gegevens, zoals leeftijd,
opleiding, beroep, inkomen, afkomst en dergelijke invullen.

Opdracht
» Is dit panel representatief voor Nederland?
 Noem enkele vragen waarvoor je het panel kunt gebruiken.

L

‘N.
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Toevalsvariabelen 11

In dit hoofdstuk

In het hoofdstuk 7 heb je geleerd hoe je kansen

berekent en wat een kansverdeling en de :
verwachtingswaarde is. In hoofdstuk 10 heb je

gezien wat een normale verdeling is bij een

statistische variabele.

0ok een kansverdeling kan normaal verdeeld zijn en
de vuistregels van de normale verdeling kun je bij
deze kansverdelingen gebruiken. Verder leer je een
aantal rekenregels die je kunt toepassen bij het
berekenen van de verwachtingswaarde en de
standaardafwijking van variabelen die athangen van
toeval.

\

In deel 3 komt nog een hoofdstuk waarbij je leert
hoe je met behulp van deze kennis uitspraken kunt
doen over de betrouwbaarheid van
kansexperimenten.

Voorbeelden WDA in dit hoofdstuk

- Probleem oplossen en analytisch denken opdracht 42
- Ordenen en structureren opdracht 14
- Logisch redeneren en bewijzen opdracht 22
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Victor en Anton spelen al jaren schaak met elkaar. Ze hebben

steeds het resultaat bijgehouden. Gemiddeld wint Victor 14%

van de partijen en Anton 18%. Die percentages veranderen

nauwelijks.

a Bereken de kans dat een partij eindigt in remise.

b Bereken de kans dat Victor de eerstkomende vier partijen
wint.

¢ Bereken de kans dat Anton van de eerstkomende vijf
partijen geen één weet te winnen.

d Degene die een partij wint, krijgt 1 punt. Eindigt een partij
in remise, dan krijgen beide spelers een %punt.
Bereken de kans dat beide spelers na drie partijen evenveel
punten hebben.

Bij een herhaald kansexperiment met steeds twee
mogelijkheden kun je cen rooster tekenen. De kans op een
gebeurtenis die hoort bij een punt in het rooster bereken je door
de kans op een route naar dat punt te vermenigvuldigen met het
aantal routes.

Bij vragen over ‘hoogstens’, ‘minstens’, ‘meer dan’ of ‘minder
dan’ kun je gebruik maken van de complementregel:

P(A) =1 — P(niet-A).

Je werpt acht keer met een dobbelsteen.
Bereken de kans dat je drie keer een 4 gooit.

Oplossing

De gebeurtenis ‘drie keer een 4° komt overeen met het punt (3, 5)

in het rooster.

Het aantal routes naar dit punt is @J: 56.
35

De kans op één van die routes naar het punt (3, 5) is 1yx (3 .

par b () )
De gevraagde kans is 56 x (é) X (—g—) ~0,1042.

A

geen 4 —

eend —

In een vaas zitten zeven rode en drie witte knikkers. Carolien

trekt zonder terugleggen vijf keer een knikker uit de vaas en

legt ze in volgorde van trekking naast elkaar op tafel.

a Bereken de kans op de volgorde rood, rood, rood, wit, wit.

b Bereken het aantal mogelijke rijtjes met drie rode en twee
witte knikkers.

¢ Bereken de kans op drie rode en twee witte knikkers.

d Bereken de kans op minstens één witte knikker.

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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Een kanstol is verdeeld in acht even grote sectoren. In elke
sector staat een getal. De tol wordt gedraaid; de uitslag is het
getal dat wordt aangewezen.

uitkamst‘ 2 ‘ 5 | 9 | 14

] ]

a Vul de kansverdelingstabel in.

b Als je het experiment 1000 keer uitvoert, hoe vaak kun je
dan de uitslag 14 verwachten?

¢ De verwachtingswaarde is de gemiddelde uitkomst die je
kunt verwachten als je het experiment heel vaak uitvoert.
Bereken de verwachtingswaarde van de uitslag.

kans

Je gaat in de vakantie de planten van Jeroen verzorgen. Je hebt

zijn sleutelbos met vier sleutels gekregen, maar je bent

vergeten welke sleutel van de voordeur is. Je zult ze dus één

voor één moeten proberen. Een sleutel die je eenmaal hebt

geprobeerd, probeer je niet opnieuw.

a Stel een kansverdeling op van het aantal sleutels dat je moet
proberen om de voordeur van het slot te krijgen.

b Hoe groot is de kans dat je meer dan twee sleutels moet
proberen?

Twee groepen van elk 185 studenten hebben aan het begin van
hun studie meegedaan aan een instaptoets wiskunde.

De staafdiagrammen geven de verdeling van de cijfers weer.

Je leest bijvoorbeeld af dat 58 studenten in groep 2 het cijfer 6

hebben gehaald.
t t 92
g E
g 67 g
g g
—= N
23
1 13
4 5 6 7 8 9 r & 71 B B
cijfers groep 1 cijfers groep 2

a Bereken het gemiddelde cijfer van elk van de twee groepen.

b De standaardafwijkingen van de verdelingen zijn 0,86 en Ve sbandaardatijeing isesn

spreidingsmaat. De grootte ervan

alt zegt iets over de spreiding van de
P 12 5 '
:;/33::) sizndaardafwgkmg hoort bij groep 1? Verklaar je diataTere et gemiddelle
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Je leert - wat een toevalsvariabele of een stochast is
- wat onafhankelijke en afhankelijke gebeurtenissen zijn

Leerroutes - ondersteunend: 1—2—3—4—5—6—7—08—-9
- doorlopend: 1—2—3—4—5—6—7—8-9
« uitdagend: 1—2—4—5—6—7—8—9—U1

Bij verschillende kansexperimenten worden ..

variabelen gedefinieerd. -~

 Welke waarden kunnen de variabelen
A, L, Ken I aannemen?

A'is het :

| ke€r'3 ogen gooien

K iside klﬂvan een willekeurige'M&M.

ntobbelstenen.

Lisde Ieng%uan een willekeurige leerling.

lis het inkorr@‘.e‘lillekeurige Nederlander. -

1 Uit een vaas met vijf rode en acht blauwe knikkers worden uitkomst u P(R=u)
zonder terugleggen drie knikkers gepakt. R is het aantal rode 0
knikkers. In de tabel zie je de mogelijke uitkomsten » van R. 1 0 489 s
Met P(R = u) wordt bedoeld de kans dat R gelijk is aan u. ) ’
De kans op één rode knikker is gelijk aan 0,4895. 3
a Ga met een berekening na dat P(R = 1) = 0,4895.
b Vul de tabel verder in.
¢ Bereken de verwachtingswaarde van het aantal rode
knikkers in dit experiment.
Een toevalsvariabele of een stochast is een variabele waarvan
de waarde een getal is dat afhangt van de toevallige uitkomst in
een kansexperiment. Met P(X = 2) wordt bedoeld de kans op
de uitkomst 2, dat wil zeggen de kans dat stochast X de waarde
2 aanneemt.
Een overzicht met alle mogelijke waarden die X kan aannemen
en de bijbehorende kansen heet de kansverdeling van die
stochast. De verwachtingswaarde E(X) is de gemiddelde
waarde die je mag verwachten als het experiment een groot
aantal keren wordt herhaald.
Er wordt drie keer zonder terugleggen een bal Oplossing
getrokken uit een vaas met twee rode en drie X kan de waarden 0, | en 2 aannemen.
witte ballen. Stochast X is het aantal rode ballen L 4.5 8 _
in de trekking. P =1=3= g mg =0b
Stel de kansverdeling van X op en bereken E(X). uitkomst # ‘ 0 | 1 ‘ 2
PX=u) | 0106/ 03
EXX)=0%x0,1+1x0,6+2x0,3=1,2

200 Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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Ga bij het voorbeeld na dat P(X=0) = 0,1 en P(X = 2) = 0,3.

In een vaas zitten 20 balletjes. Op elf van die balletjes staat het

getal 100 gedrukt, op zes het getal 200, op twee het getal 500
en op één het getal 1000. Je trekt willekeurig een bal uit de
vaas. X is het getal op het getrokken balletje.

a Waarom is X cen toevalsvariabele?

b Stel de kansverdeling van X op.

c

Bereken E(X).

Er wordt met twee dobbelstenen gegooid.
Stochast Vis het verschil van de aantallen ogen.

Beschrijf gebeurtenis 7= 0. Hoe groot is de kans daarop?

b Stel de kansverdeling van I op.

c

Het valt Marieke op dat veel leerlingen op haar school met een

Bereken de verwachtingswaarde van V.

spijkerbroek aan ook sportschoenen dragen. Ze vraagt zich af
of leerlingen in een spijkerbroek eerder voor sportschoenen
kiezen. In de tabel zie je een inventarisatie in de hele
vwoS-afdeling van haar school op een bepaalde dag.

| spijkerbroek ‘ geen spijkerbroek

sportschoenen

geen sportschoenen

15 ‘ 4
29 28

Gebeurtenis A is: Een willekeurige leerling draagt
sportschoenen. Gebeurtenis B is: Een willekeurige leerling
draagt een spijkerbroek.

a
b

o

Bereken de kans op gebeurtenis A4.

Leg uit dat de kans op gebeurtenis 4 onder de voorwaarde
dat gebeurtenis B plaats vindt gelijk is aan i—i.

Welke conclusie zal Marieke trekken?

Een draaischijf is verdeeld in een aantal sectoren. In de
buitenste ring staan rode getallen, in de binnenste ring staan

blauwe getallen. Na draaien is R de nitkomst van de buitenring

en B de uitkomst van de binnenring.
In de figuur geldt dus R =10en B = 3.

a
b

Bereken P(B = 3).

Is de kans op B = 3 onder de voorwaarde dat R = 10 plaats
vindt, even groot is als P(B = 3)? Verklaar je antwoord.
Bereken P(B = 1).

Hoe groot is de kans op B = 1 onder de voorwaarde dat
R=117

© Noordhoff Uitgevers bv

Een uitkomst of een aantal
uitkomsten van een kansexperiment
heet een gebeurtenis.

Onder voorwaarde dat gebeurtenis
B plaats vindt, betekent dat je in
dit geval alleen naar de groep kijkt
die aan gebeurtenis Bvoldoen.

e
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Voorbeeld

Twee gebeurtenissen 4 en B heten onafhankelijk als geldt:

- P(A) gelijk is aan de kans op gebeurtenis A4 onder de
voorwaarde dat B plaats vindt. In dat geval heeft het
optreden van B geen invloed op de kans dat 4 gebeurt.

- P(B) gelijk is aan de kans op gebeurtenis B onder de
voorwaarde dat 4 plaats vindt. In dat geval heeft het
optreden van A4 geen invloed op de kans dat B gebeurt.

Vaak is direct aan de gebeurtenissen te zien dat ze geen
invloed op elkaar hebben en dus onafhankelijk zijn. In
andere gevallen moet je de kansen apart berekenen en
vergelijken.

Gebeurtenissen die niet onathankelijk zijn, heten afthankelijk.

Twee stochasten X'en Y heten onafhankelijk als voor alle
mogelijke uitkomsten @ van X en b van Y geldt dat gebeurtenis
X = a geen invloed heeft op P(Y = b) en omgekeerd.

Je trekt een kaart uit een volledig spel.
Zijn de gebeurtenissen H de kaart is
een harten en V" de kaart is een vrouw
onafhankelijk?

Oplossing
vrouw | geen | totaal
VIouw
harten 1 12 13
geen harten 3 36 39
totaal 4 48 52

PH) =5~ 5
De kans op een harten als je weet dat de

kaart een vrouw is, is ook gelijk aan 1.

4
4 _ 1

P(V) _— 5*2= B

De kans op een vrouw als je weet dat de

kaart een harten is, is ook gelijk aan ﬁ

De gebeurtenissen H en J zijn
onafhankelijk.

7  Ineen kaartspel is de gebeurtenis 4 het trekken van een aas en
gebeurtenis K het trekken van een klaver.
Ga na of de gebeurtenissen A en K onafhankelijk zijn.

Ondersteunende route - maak opdracht 08

8  Een vaas bevat negen rode en zes blauwe genummerde

m knikkers. Je ziet welke nummers en hoe ze verdeeld zijn.
Er wordt één knikker getrokken.
Gebeurtenis R is: De knikker is rood.
Gebeurtenis D is: De knikker heeft nummer 3.
Gebeurtenis 7 is: De knikker heeft nummer 2.
a Ga na of de gebeurtenissen R en D onafthankelijk zijn.
b Ga na of de gebeurtenissen R en T onafhankelijk zijn.

9  Een draaischijf is in vier delen verdeeld. De buitenste delen
bevatten rode getallen, de binnenste delen bevatten blauwe
getallen. Na draaiing is R de uitkomst van het rode getal en B
de uitkomst van het blauwe getal. In de figuur is R = 10 en
B=1.

a Welke uitkomsten zijn er mogelijk bij stochast R? En
welke bij stochast B?
b Onderzoek of de stochasten R en B onafhankelijk zijn.

Uitdagende route = maak opdracht U1

202 Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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Ondersteunende opdrachten

08  Een vaas bevat tien groene en zes geel genummerde

b

knikkers. Je ziet welke nummers en hoe ze verdeeld zijn.

Er wordt één knikker getrokken.

Gebeurtenis A is: De knikker heeft nummer 3.

Gebeurtenis B is: De knikker is groen.

Gebeurtenis C is: De knikker heeft nummer 1.

Gebeurtenis D is: De knikker is geel.

a Elke knikker heeft een kleur en een nummer. Hoe die
verdeeld zijn kun je overzichtelijk in een tabel
weergeven. Zo zie je bijvoorbeeld dat het nummer 2
in totaal vijf keer voorkomt en dat er drie gele ballen
met het nummer 3 zijn.

Vul de tabel verder in.

b Laat zien dat bij het trekken van een knikker de kans
op een knikker met nummer 3 gelijk is aan %

¢ Hoeveel groene knikkers hebben het nummer 3?

d Laat zien dat de kans dat een knikker het nummer 3

heeft onder de voorwaarde dat hij groen is, gelijk is

aan %

Waarom zijn de gebeurtenissen 4 en B onafhankelijk?

Bereken de kans op een groene knikker.

Bereken de kans op een groene knikker onder de

voorwaarde dat de knikker het nummer 1 heeft.

Waarom zijn de gebeurtenissen B en C afhankelijk?

Ga na of de gebeurtenissen A4 en D onafthankelijk zijn.

- Qa — o

groen geel | totaal
nummer | 2
nummer 2 3 5
nummer 3 3
totaal 10 16

Uitdagende opdrachten

U1

Theo en Anke moeten als huiswerkopdracht twintig keer
tossen met een geldstuk en de uitkomsten opschrijven.
Daar hebben ze geen zin in en daarom schrijven ze zo
maar wat op.

a Laat zien dat de kans dat de rij van Theo wordt
gegooid even groot is als de kans dat de rij van Anke
wordt gegooid.

b Volgens Anke is de rij van Theo niet geloofwaardig.
Waarom zou Anke dat denken?

¢ Je kunt ook letten op het aantal wisselingen in de rij,
van K naar M en omgekeerd. Noem de stochast W
het aantal wisselingen.

Leg uit dat er maximaal 19 keer gewisseld kan worden
en dat de kans op een wisseling gelijk is aan 50%.

d Hoeveel wisselingen kun je in een rij verwachten?

e Welke rij uitkomsten vind jij geloofwaardiger, die van
Theo of die van Anke?

Theo
M—M—M—M—m—m—m—m—-m-n-
k—k—k—k—k—k—-k—k—-k-k

Anke
k—m—k—m—m—k—m-k—m-k—

m—k—m—t—k—m—k—m—k—i

© Noordhoff Uitgevers bv
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Standaardafwijking van een stochast
Je leert - hoe je de standaardafwijking van een stochast berekent

Leerroutes - ondersteunend: 10—11—12—013—13—15—16
« doorlopend: 10—11—12—13—14—15—-16
« uitdagend: 10—11—=12—13—14—16—U2

180 -
_1160-
=}
& 140
3
£ 120
N—
100
80 -
60 -
40 4
20
0 4

2 3 45 6 7 8 9101112 3 45 6 7 8 9 10111213 1415 16 17 18

som van de ogen bij twee dobbelstenen som van de ogen bij drie dobbelstenen

Een computer heeft 1000 keer het gooien met dobbelstenen gesimuleerd.

Je ziet de frequentieverdeling van de som van de ogen bij twee dobbelstenen
en bij drie dobbelstenen in de vorm van staafdiagrammen.

- Bij welke twee verdelingen is de standaardafwijking het grootst?

L ]
L] L]
- L ] L
e L3 L 3 L] T T L 3 L] L4
L ® * L3 L3 L] T T L4 L 2 L L] L]
123 45 6 7 8 910 123 456 7 8 910
cijfers rapport 1 cijfers rapport 2

In de dotplots zie je de cijfers op rapport 1 en rapport 2

voor van een aantal leerlingen voor wiskunde C. Je leest er

bijvoorbeeld in af dat op rapport 1 vier leerlingen een 6

hadden en geen enkele leerling een 8.

a Vul bij rapport 1 de frequentietabel verder in en bereken
het gemiddelde rapportcijfer.

cijfer \3\4\5|6|7|8|9
frequentiel...‘...‘...l 4||OI

b Bereken met je rekenmachine de standaardafwijking.

¢ Bij rapport 2 ziet de dotplot van de cijfers er anders uit.
Leg zonder berekening uit waarom de standaardafwijking
kleiner is geworden.

- Instructie rekenmachine | centrum en spreidingsmaten

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen © Noordhoff Uitgevers bv



11

12 Neem aan dat de steekproef van opdracht 11 representatief is

Voorbeeld

Volgens het etiket zitten er 100 pepermuntjes in een doosje.

In de praktijk ligt dat gemiddelde vaak iets hoger. In de tabel

zie je de resultaten van een steckproef van 200 doosjes.
aantal | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103
frequentie‘ 4 ‘ 9 |165| 11‘ 7‘ 4
Bereken het gemiddelde en de standaardafwijking.

geweest.
a Leguit dat de kans dat een willekeurig gekozen doosje
101 pepermuntjes bevat gelijk is aan 0,055.

b Het aantal pepermuntjes in een verpakking kun je opvatten

als een stochast X met een kansverdeling.

uitkomstu[ 98 \ 99 |100] 101 \102‘ 103
PX=w) | ..|..|..looss| ..|..

Vul de kansverdeling verder in en bereken E(X).

¢ Leguit waarom E(X) gelijk is aan het gemiddelde wat je
berekend hebt bij opdracht 11.

d Bereken de standaardafwijking door in plaats van de
frequenties de kansen in te vullen. Vergelijk je antwoord
met de standaardafwijking bij opdracht 11.

Net zoals je bij een frequentieverdeling het gemiddelde kunt

berekenen, kun je bij een kansverdeling van een stochast X de

verwachtingswaarde E(X') berekenen.

Op dezelfde manier als bij een frequentieverdeling kun je bij de

kansverdeling van een stochast X een standaardafwijking
berekenen. Dit noem je de standaardafwijking van X. Je
noteert dit als 6(.X). In plaats van standaardafwijking zeg je
ook wel standaarddeviatie.

Bij het werpen met een dobbelsteen is X het Oplossing
aantal geworpen ogen.
Bereken E(X) en 6(X).

aantalogen|1|2‘3‘4‘5|6

kans

Met de rekenmachine vind je E(Y)= 3.5 en o(X) = 1,71.

ON|—

Q=

=

|
"y
s

© Noordhoff Uitgevers bv
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Standaardafwijking van een stochas

Ondersteunende route = maak opdracht 013

13  Je werpt drie keer met een zuivere munt. De toevalsvariabele K
m is het aantal keer dat je kop werpt.
Bereken E(K) en o(K).

14  In een vaas zitten drie rode en tien witte knikkers. Je trekt

m zonder terugleggen knikkers uit de vaas tot je een witte knikker
hebt getrokken. X is het aantal knikkers dat je trekt.
Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking
van X.

15  Bij een actie van een supermarkt krijg je na besteding van
minstens € 25.,- een kraslot waarbij je drie vakjes moet
openkrassen. Als je na het openkrassen drie plaatjes van een
winkelwagentje hebt gekrast, krijg je € 200,-.

Bij twee winkelwagentjes krijg je € 100,- en bij het krassen

van één winkelwagentje krijg je € 10,-.

De kans dat je een winkelwagentje krast, is bij elk vakje 10%.

Iemand krijgt een lot en gaat krassen.

a Welk bedrag zul je naar verwachting per kraslot
ontvangen?

b Welke standaardafwijking hoort hier bij?

16 Bij de kanstolletjes zijn X, ¥ en Z de uitkomsten van
respectievelijk de eerste, de tweede en de derde tol.

e T 9
N AN

bilg

Bereken E(X) en 6(X).

Wat valt je op als je de getallen op de tweede tol

vergelijkt met die van de eerste?

¢ Welke waarden verwacht je voor E(Y) en 6(Y)?
Ga met berekeningen na of je vermoeden klopt.

d Welke waarden verwacht je voor E(Z) en 6(Z)?

Ga met berekeningen na of je vermoeden klopt.

o w

Uitdagende route = maak opdracht U2
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Ondersteunende opdrachten

b

013  Ineen vaas zitten 3 blauwe en 2 gele knikkers. Je trekt met
terugleggen drie knikkers uit de vaas. De toevalsvariabele G
is het aantal gele knikkers dat je trekt.

a Roos gaat de kansverdeling maken van G en moet
bedenken welke waarden G kan aannemen.
Waarom kan G de waarden 0, 1, 2 of 3 aannemen?

b Roos pakt een gele, dan een blauwe en daarna weer cen
gele knikker.
Leg uit dat de kans hierop gelijk is aan % X % X % = %

¢ Leg uit dat Roos op 3 manieren twee gele en één blauwe
knikker kan pakken.

d Leguitdat P(G=2)=3x 5.

Vul de kansverdeling verder in.

Voer de waarden van G en de bijbehorende kansen in je

rekenmachine in en bereken E(G) en 6(G).

a1}

uitkomst u \ 0\ 1] 2

3

P(G=u) | .. | .. 0288

Uitdagende opdrachten

U2  Klaas en Menno spelen een spel met een zuivere munt.
Bij kop wint Klaas en bij munt wint Menno. Na elke
worp betaalt de verliezer een bedrag aan de winnaar. Dat
bedrag is bij de eerste worp 1 euro en bij elke worp wordt
dat bedrag verdubbeld.

Ze beginnen elk spel met 6 euro per persoon. Op het
moment dat één van de spelers niet meer aan zijn
betaalverplichting kan voldoen, is het spel afgelopen.
A is het aantal keer dat de munt wordt geworpen voor
het spel is afgelopen.
a Beredeneer dat A4 niet willekeurig groot kan worden.
b Bij de start heeft Klaas 6 euro en Menno 6 euro. Dit
kun je noteren als (K6, M6). Na ¢én worp kan
(K7, M5) de situatie zijn. Dus Klaas won de eerste
ronde en heeft nu 7 euro, Menno heeft 5 euro.
Geef nog een mogelijke uitkomst na de eerste worp.
¢ Na de tweede ronde betaalt de verliezer twee euro.
Geef alle mogelijke uitkomsten na de tweede ronde.
d Hoe groot is de kans dat het spel na de derde ronde is
afgelopen?
e Bereken E(A4) en 6(A4).

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - wat een normaal verdeelde stochast is

Leerroutes - ondersteunend: 17—18—19—020—21—-22

« doorlopend 17—18—19—20—21—22
« uitdagend 17—18—19—21—-22—-U3
1 il L
1 i 1M
A (B)

De twee grafieken gaan over de inkomensverdeling in Nederland en de lengte

van 17-jarige jongens.
- Welke grafiek hoort bij de inkomensverdeling?
» Welke bewering is waar?
Er zijn ongeveer evenveel lange als kleine jongens.
Er zijn ongeveer evenveel rijken als armen in Nederland.

Bij een steckproef van 1000 zakjes geraspte kaas van merk A

wordt de inhoud nauwkeurig gewogen. In het staafdiagram zijn

de meetwaarden verwerkt. Het gemiddelde gewicht is

251,9 gram en de standaardafwijking is 1,1 gram.

a Geef een schatting van het aantal zakjes met een gewicht
tussen 250,8 en 253 gram.

b Hoeveel procent van de zakjes heeft een gewicht tussen
250,8 gram en 253 gram?

¢ Schat het percentage zakjes met een gewicht tussen x — 20
en x +26.

d Inde figuur is de best passende klokvorm getekend.
Bij welk gewicht ligt de top van de grafiek?

e Leguit dat het redelijk is om ervan uit te gaan dat de
gewichten van de zakjes normaal verdeeld zijn.

Neem aan dat de steckproef van opdracht 17 representatief is

geweest voor alle zakjes kaas van merk A.

a Leguit dat het gewicht van een willekeurig gekozen zakje
een gewicht heeft dat ligt tussen E(X) — 6(X) en
E(X) + 6(X) ongeveer gelijk is aan 0,68.

b Het gewicht van een zakje kun je opvatten als een
stochast X.
Waarom geldt E(X) =251,9?

¢ Bereken P(X >253).

d Hoe groot is de kans op een zakje met een gewicht tussen
E(X) —20(X) en E(X) + 20(X)?

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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Een normaal verdeelde stochast X is een toevalsvariabele
waarvan de kansverdeling benaderd mag worden door een
normale verdeling.

De kansverdeling van X wordt in dat geval volledig bepaald
door twee parameters: de verwachtingswaarde E(X) = pen
de standaardafwijking o(X) = o.

Je noteert dat als: de stochast X is Norm(y, ¢)-verdeeld.

Er gelden de volgende twee vuistregels.
1 Pp—-o<X<p+o0)=0,68
2 Pp—20<X<p+20)=0,95

19 Uit een partij sinaasappels worden er willekeurig 250 gekozen
en gewogen. De resultaten van deze metingen staan in het
staafdiagram. Het gewicht van een sinaasappel uit deze partij
kun je opvatten als een toevalsvariabele X.

95

frequentie —

108 112 116 120 124 128 132 136
gewichtin grammen —»

a Geef een schatting van de kans dat een willekeurig gekozen
sinaasappel minder weegt dan 120 gram.

b Is het op grond van het staafdiagram redelijk om de
kansverdeling van X te benaderen met de normale
verdeling?

¢ Bereken met behulp van de klassenmiddens het gemiddelde
en de standaardafwijking. Rond je antwoorden af op één
decimaal.

d Bereken P(X <115).

e Bereken P(X = 119).
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Ondersteunende route = maak opdracht 020

Olijven worden verkocht in potjes. Het gewicht van de olijven

in grammen van een willekeurig gekozen potje is een

stochast X. Deze is Norm(164,4; 5.4)-verdeeld.

a Hoeveel gram olijven zit er minstens in de 2,5% zwaarste
potjes?

b Bij hoeveel procent van de potjes zit het gewicht tussen
159 gram en 169,8 gram?

¢ Welk van de kansen is groter P(159 < X < 161.7) of
P(161,7 < X <164,4)? Licht je antwoord toe.

Een student heeft onderzock gedaan naar het gewicht van

Jonagold appels uit een aantal boomgaarden. Het resultaat

heeft hij verwerkt in de relatieve somfregentiepolygoon.

Het gewicht GG van een Jonagold appel uit deze boomgaarden

kun je opvatten als een toevalsvariabele die voldoet aan een

normale verdeling.

a Waarom is de verwachtingswaarde van G gelijk aan de
mediaan?

b Lees uit de grafiek de waarde van E(G) af.

¢ Bereken met behulp van de grafiek P(G < 100).

d Bereken met behulp van de eerste vuistregel en de grafiek
de waarde van o(G).

Op twee scholengemeenschappen in verschillende delen van

het land is de lengte van de leerlingen in de brugklas gemeten.

X is de lengte in cm van een brugklasser van school A, Yis de

lengte in cm van een brugklasser van school B.

X is Norm(153,0; 7,8)-verdeeld en

Y is Norm(154,5; 6,8)-verdeeld.

a Bereken P(X < 145,2).

b Welke kans is groter P (X > 168,6) of P(Y > 168,6)?
Leg je antwoord uit.

¢ Van elke school worden willekeurig twee brugklassers
gekozen.
Bereken de kans dat deze vier leerlingen allemaal kleiner
zijn dan het gemiddelde van de brugklassers van hun
school.

Uitdagende route - maak opdracht U3
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Ondersteunende opdrachten

020 Cashewnoten worden verkocht in zakjes. Het gewicht van \
de noten in grammen van een willekeurig gekozen zakje is
een stochast X. Deze is Norm(155,2; 2,6)-verdeeld.
a Leguitdat E(X)=155.2. G o
b Hoe groot is 6(X)?
¢ Leg uit dat bij ongeveer 68% van de zakjes het gewicht 34% | 34%

ligt tussen 152,6 gram en 157,8 gram.
d Bij hoeveel procent van de zakjes is het gewicht

hoogstens 150 gram? 13,5% 13,5%

e Janneke heeft een zakje nootjes en zegt: “‘Het gewicht p-26 p-o § |p+oc p+2o x
van de noten in dit zakje hoort bij de 2,5% zwaarste 15|5 2 15-:7 8
zakjes.”. 1565

Leg uit dat je dan weet dat het gewicht van de noten in
dat zakje minstens 160.4 gram is.

f Hoeveel gram noten zit er hoogstens in de 16% lichtste
zakjes?

g In de figuur is het midden 156,5 gram aangewezen van
155,2 en 157.,8 gram.
Leg uit hoe je met behulp van de figuur en zonder
berekening kunt aantonen dat P(155,2 < X < 156.5)
groter is dan P(156,5 < X < 157,8).

Uitdagende opdrachten

U3  Stichting Kijkonderzoek (SKO) is verantwoordelijk voor
het onderzoek naar het kijkgedrag van de Nederlandse
bevolking. Ze hebben onderzoek gedaan naar het
kijkgedrag van kinderen tussen 8 jaar en 12 jaar. Eén van
de vragen was hoeveel tijd ze tussen 07.00 uur en
18.00 uur naar de televisie kijken.

In een publicatie staat dat deze kijktijd redelijk normaal
verdeeld is en dat ongeveer twee derde van deze kinderen
tussen de 70 minuten en 120 minuten overdag naar de
televisie kijkt.

Jordan trekt hieruit de conclusie dat het gemiddelde van
deze kijktijd ongeveer 95 minuten is met een
standaardafwijking van ongeveer 25 minuten.

a Hoe komt Jordan aan deze getallen?

b Leg uit dat hij geen gelijk hoeft te hebben.
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Je leert - hoe je de rekenregels voor stochasten toepast

Leerroutes - ondersteunend: 23—24—25—026—27—28-29
« doorlopend: 23—24—25—26—27—28—-29
« uitdagend: 23—24—25—27—28—29—U4

De standaardafwijking van de gewone
dobbelsteen met de getallen 1, 2, 3, 4, 5 en 6 is bij
één keer gooien 1,71. Op de andere dobbelsteen
staan de getallen 10, 20, 30, 40, 50 en 60.
« Is de standaardafwijking van deze
dobbelsteen minder, meer of precies tien keer
zo groot als van de gewone dobbelsteen?

23 1Ineen groot bedrijf zijn de maandsalarissen in euro’s van het
administratieve personeel Norm(1930, 420)-verdeeld. Bij het
decembersalaris krijgt elk personeelslid op de administratie een
extra beloning van 100 euro. S is het normale maandsalaris en
D het decembersalaris.

a Hoe grootis E(D)?

b Welk verband is er tussen E(S) en E(D)?

¢ Leguit waarom geldt o(S) = o(D).

d Per januari krijgen alle personeelsleden op de administratie
een salarisverhoging van 3% ten opzichte van het normale
salaris. J is het maandsalaris in januari.

Welk verband is er tussen E(S) en E(J)?

e Waarom is 6(J) = 1,03 - 6(S)?

De waarde van een stochast X kan met een constante ¢ worden
opgeteld of met een constante ¢ worden vermenigvuldigd. De
verwachtingswaarde en de verwachte standaardafwijking
wijzigen dan als volgt:

E(X+c)=E(X)+c E(c: X)=c-E(X)

o(X + ¢) = o(X) o(c-X)=c-o(X) (c>0)

Van de stochast X is bekend dat E(X) = 16,3 en 6(X) = 1,7. Oplossing

De stochasten Y en Z worden gegeven door ¥Y=X+ 2.1 en E(Y)=EX+2,1)=EX)+2,1=18,4
Z=5-X o¥)=c(X+2,1)=0a(X)=17

Bereken verwachtingswaarde en standaardafwijking van Yen Z. E(Z)=E(5-X)=5-E(X)=281,5
o(Z)=0c(5-X)=5'0(X)=8,5
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25

26

27

Van de stochast U is bekend dat E(U) = 125 en o(U) = 35.
a X =U-40.Bereken E(X) en (X).

b Y=02-U. Bereken E(Y)eno(Y).

¢ Z=0.2-U-40. Bereken E(Z) en 6(Z).

De stochast — I neemt de tegengestelde waarden aan van de v

stochast " en heeft verder dezelfde kansverdeling.
a Laat met een berekening zien dat voor de toevalsvariabelen

Ven —Vin de tabel geldt dat de verwachtingswaarde van -1 kans
tegengesteld is aan die van V, dus E(—V) = —E(V).

b Ga na dat de standaardafwijking van —V" gelijk is aan die
van V, dus 6(—V) = o(V).

Ondersteunende route = maak opdracht 026

Bij een gokspelletje wordt aan de speler nul, één, vijf of tien
curo uitgekeerd. U is het uitgekeerde bedrag.

m’tkeringu‘ 0 ‘ 1 ‘ 5 ‘ 10
P(U=u |04]03]02] 01

a GanaE(U)=23euroen o(U)=3,16 euro.

b Om het spelletje te mogen spelen, moet de speler drie euro
inleggen. De winst W per spelletje voor de organisator is
het bedrag dat hij overhoudt wanneer hij de inleg verrekent
met het uitgekeerde bedrag.

Met andere woorden W =3 — U.
Bij welke uitkeringen maakt de organisator verlies?
¢ Geef E(W)eno(W).

De kanstolletjes worden gedraaid. X is de uitkomst van
tolletje A en Yis de uitkomst van tolletje B.
a Zijn Xen Y athankelijk of onafhankelijk? 3

b Bereken E(X), 6(X), E(Y)en o(Y). / 1

¢ Sisde som van beide uitkomsten, dus §= X+ Y.

Stel de kansverdeling van S op.

Bereken E(S) en o(S).

Druk E(S) uit in E(X) en E(Y). 'A)
Geldt ook 6(S) =c(X) +o(Y)?

Bereken de kwadraten van 6(X), 6(Y) en o(S).

Welk verband bestaat er tussen deze kwadraten?

a ™o o

© Noordhoff Uitgevers bv

0,1

0,1

0,2

0,6

@

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen 213



Dit document is gedow_nlogd van uitwerkingen.com — Voor meer uitwerkingen ga naar uitwerkingen.com

11.4 Rekenregels voor stochasten

Als X en Y twee stochasten zijn dan geldt:
E(X+ Y)=EWX)+E(Y).

Als X en Y onafhankelijke stochasten zijn dan geldt:
o(X+ Y)Y =0(X)+o(Y)ofwel 6(X + Y) = yo(X)’> + o(Y)~.

Voorbeeld

Gegeven zijn twee onafthankelijke stochasten X en Y. Oplossing
Voor X geldt p=25enc=3. EX+Y)=EX)+EY)=25+12=37

Voor Ygeldtp=12enc=1. _ 3 D AR Do
Bereken E(X + Y)eno(X + T). o+ 1Y) \/U(X) +to() PR 316

28 Uen V zijn twee onafhankelijke stochasten.
m Voor U geldt p =108 en ¢ = 21.

Voor Vgeldtp=75enc =9.

a Berekenpencvan W=U+ V.

b Berekenpencvan W=U-V.

¢ Berekenpencvan W= U+ 2V.

d Berekenpencvan W=2U+ I+ 30.

29  Een populaire lunch in een restaurant is een kop soep
geserveerd met twee stukjes stokbrood, al dan niet gevolgd
door een broodje kroket. Het zoutgehalte van de soep, de
stokbroodjes en het broodje kroket is normaal verdeeld. In de \
tabel vind je de parameters van deze normale verdelingen. )
X is het zoutgehalte dat een willekeurige gast binnenkrijgt na
het nuttigen van een kop soep met twee stukjes stokbrood.

a Bereken E(X)en 6(X).

b Hoeveel zout krijgen gasten die twee koppen soep en vier
stukjes stokbrood eten gemiddeld binnen?

¢ Yis het zoutgehalte dat een willekeurige gast binnenkrijgt

na het nuttigen van een kop soep met twee stukjes zoutgehalte | pin gram | oin gram
stokbrood en een broodje kroket. soep 1,75 0,75
De toevalsvariabele Y is normaal verdeeld. 2 stukjes 0,5 0,15
Tussen welke twee waarden zal ¥ met 68% kans liggen? stokbrood
broodje 1,3 0,6
Uitdagende route - maak opdracht U4 kroket
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026  Bij een gokspelletje wordt aan de speler 0, 2, 20 of 50 euro
uitgekeerd. U is het uitgekeerde bedrag. Je ziet de
kansverdeling van U.

a Ganadat E(U) = 3,50 euro en 6(U) = 7.40 euro.

b Om het spelletje te mogen spelen, moet de speler vijf euro
inleggen. W is de winst die de organisator per spelletje
maakt.

Leg uit waarom geldt P(W =3) =P(U =2).

¢ De organisator kan ook verlies maken op een

spelletje.

Voor welke waarden van U is dat het geval?

Stel de kansverdeling van W op.

Leg uit dat het verband tussen Wen Uis W=5-U.

Bereken E(1).

Leg vit dat o(W) = (5 — U).

Hoe groot is dus o( #)?

owQ 0o Qo

Ondersteunende opdrachten

u | P(U=u)
0 0,39
2 0.5

20 0,1

50 0,01

U4  Een kansspel wordt gespeeld met vier dobbelstenen.
X is het aantal (verschillende) waarden in een worp. Voor
de worp van de foto geldt X = 3. Gooi je bijvoorbeeld
vier keer zes, danis X = 1.

% |1|2|3|4
PX=x |..|..|3].

a Bereken de verwachtingswaarde van X.

b Een speler betaald € 10,- om met de vier
dobbelstenen te mogen werpen. De spelleider betaalt
na de worp 3X euro uit aan de speler. Bij de worp op
de foto krijgt de speler dus € 9,-. W is de winst van de
spelleider.

Bereken E(W) en o( ).

L)
[
®e
\.’
o

Uitdagende opdrachten

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je leert - hoe je de ﬁ—wet gebruikt

Leerroutes

Een bepaald type batterij heeft een levensduur
in uren die Norm (20, 2)-verdeeld is.

Jasper beweert dat de kans dat je met

10 batterijen een totale levensduur hebt tussen
180 vur en 220 uur gelijk is aan 0,68.

* Ben je het met Jasper eens?

Bij het werpen met één dobbelsteen is X het aantal ogen van de

worp. Voor X geldt E(X) =3.5en 6(X) = 1,708.

c

Er wordt met twee dobbelstenen geworpen. X is het aantal
ogen op de eerste dobbelsteen en X, is het aantal ogen op
de tweede dobbelsteen. De som van de geworpen ogen op
de twee dobbelstenen is § = X| + X;.

Leg uit dat E(S) =7 en o(S) = {1,708 + 1,708 = 2,415.
Bij het werpen met drie dobbelstenen is X5 het aantal ogen
van de derde dobbelsteen. 7 is de som van de ogen van de
drie dobbelstenen.

Leguit 7= S+ X,.

Bereken E(T) en 6(T).

Als je met tien dobbelstenen tegelijk gooit, heb je te maken
met tien stochasten: X, X,, ..., X, elk gelijk aan X.

S is de som van de ogen van de tien dobbelstenen, dus
S=X,+X,+ ...+ X,

Bereken E(S).

Vul in.

o(S) = \o(X,)? + 6(Xy)* + ... + 0( X, = {10 - 6(X)? =

Voo s No(X) =+l + o(X)

Bereken de standaarddeviatie van S.

Welk verband is er tussen de verwachtingswaarde van S en
die van X7

En welk verband is er tussen de standaardafwijking van §
en die van X?

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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32  Bij het werpen met twee dobbelstenen is X het gemiddelde
aantal ogen van de dobbelstenen
a GanadatP(X =4)=
b Stelde kansverdelmg van X op.
¢ Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking
van X.
d In opdracht 30 heb je gezien dat E(X) =3.5¢en
o(X) = 1,708.
Welk verband is er tussen de verwachtingswaarde van X
en die van X?
o(X)

e Ganadato(X)=
‘\/_

Zijn X, X, .... X onafhankelijke stochasten, elk met
dezelfde kansverdelmg als X, dan geldt de \[_ wet.

- Voordesom S=X,+X,+ ..+ X van de uitkomsten

geldt: E(S) = n + E(X) en o(S) = \n - 6(X).
. _ X tXx+ g + X,
- Voor het gemiddelde (X) = = van de
: - —._o(X)
uitkomsten geldt: E(X) = E(X)eno(X) = —

7

Voorbeeld

Een kansexperiment met uitkomst stochast X wordt Oplossing
25 keer herhaald. E(S)=25%534=13 350

E(X) =534 en o(X) =43. _pe _
S is de som van de uitkomsten. o(5]=%23 %43 = 213

Bereken E(S) en o(S), E(X) en o(X). E(X) =534
o(X) = \(‘% =86

Ondersteunende route = maak opdracht 033

33  De verwachtingswaarde van de kanstol is E(U) = 23,75 en de
m standaardafwijking is 6(U') = 32,19.
a Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking
van de som van de uitkomsten bij vijf keer draaien.
b Bereken ook de verwachtingswaarde en de
standaardafwijking van het gemiddelde van de uitkomsten
bij vijf keer draaien.
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Van pakken koffie is het gewicht X in gram
Norm(250, 6)-verdeeld.

Iemand koopt tien pakken koffie.

T is het gewicht van de tien pakken samen.

X is het gemiddelde gewicht van de tien pakken.

a
b

Bereken E(T) en o(T).
Bereken ook E(X) en o(X).

Ga na dat in de vorige opdracht geldt 6(X) < o(X).

Je kunt met de rekenregels verklaren dat de o(X) altijd
kleiner is dan 6(X).

Leg uit hoe.

Geef ook een verklaring zonder dat je de rekenregels
gebruikt.

Een fabrikant vervaardigt kaarsen waarvan de brandduur
normaal verdeeld is. Gemiddeld is de brandduur 4 uur, de
standaardafwijking is 10 minuten.

b

V' is het resultaat van het werpen met een viervlaksdobbelsteen.

Hoelang branden de 2,5% langst brandende kaarsen
minimaal?

De fabrikant verpakt de kaarsen in dozen van 25 stuks.
Bereken de verwachte totale brandduur per doos en de
standaardafwijking van de totale brandduur.

Bereken de standaardafwijking van de gemiddelde
brandduur per kaars uit een doos van 25 stuks.

Hoeveel kaarsen moet de fabrikant in een doos verpakken
zodat de standaardafwijking van de gemiddelde brandduur
gelijk is aan één minuut?

E(V)=25enc(V)=1,118.
Bij het werpen met twee van deze dobbelstenen zijn ¥, en V,
achtereenvolgens de aantallen op de twee dobbelstenen.

Jos gooit één keer met één dobbelsteen en verdubbelt de
uitkomst. Femke gooit één keer met twee dobbelstenen en
telt de uitkomsten op.

Bij wie verwacht je de grootste standaardafwijking?
Verklaar je antwoord.

Bereken E(2X) en 6(2X).

Bereken E(X, + X,) en (X, + X,).

Uitdagende route = maak opdracht U5

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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Ondersteunende opdrachten

b

033  Xisde uitkomst van de kanstol. Je ziet de kansverdeling van X.
5 | 15| 30| 45 | 60
ra=n [ 3] 5|55

a Toonaan E(X)=32,5eno(X)=16,01.

b Je draait drie keer met de kanstol . De som van de
uitkomsten is een stochast S.

Bedenk twee manieren waarop je S = 150 kunt krijgen.

¢ Voor S geldt S = X, + X, + X;. waarbij X, de uitkomst
van de kanstol is na de eerste draaiing, X, de vitkomst van
de tweede draaiing en X; die van de derde draaiing.

Leg uit dat X, X, en X; dezelfde verwachtingswaarde en
standaardafwijking hebben.

d Met welke rekenregel kun je de verwachtingswaarde E(S)
berekenen? Bereken E(S).

e Met welke rekenregel kun je de standaardafwijking o(S)
berekenen? Bereken o(.S).

f Noem X de gemiddelde uitkomst na drie keer draaien.
Met welke rekenregel kun je de verwachtingswaarde E(X)
berekenen? Bereken E(X).

g Met welke rekenregel kun je de standaardafwijking o(X)
berekenen? Bereken o(X).

Uitdagende opdrachten

U5  Op het etiket van zakken zilvervliesrijst staat dat er 500 gram
rijst in zit. Het gewicht is normaal verdeeld met een
gemiddelde van 507 gram en een standaardafwijking van
9,5 gram. Volgens de voorschriften mag hoogstens 2,5% van
de zakken een gewicht hebben dat kleiner is dan wat er op het
etiket is vermeld.

a Leg uit dat niet aan de voorschriften is voldaan.

b Door een aantal zakken samen in een doos te verpakken,
kan er voor worden gezorgd dat in hoogstens 2,5% van de
dozen het gemiddelde gewicht van een zak rijst minder is
dan 500 gram.

Bereken het minimaal aantal zakken dat per doos moet
worden verpakt.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Je ziet de grafiek van een kansverdelingmetp=2enc=1.

Een tweede kansverdeling heeft p =4 en ¢ = 2.

a Ligt de top van de grafiek van de tweede kansverdeling
hoger of lager dan die van de eerste?

b Schets in de figuur de grafick van de tweede kansverdeling.

In een vaas zitten drie witte en twee rode balletjes. Uit deze
vaas worden, zonder terugleggen, balletjes getrokken, totdat er
geen rode balletjes meer in de vaas zitten.

Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking van
het aantal benodigde trekkingen.

Een firma produceert klosjes garen. De lengte in meters van de

draad op een klosje is Norm(504, 19)-verdeeld.

De firma verpakt de klosjes in doosjes met een vast aantal.

a Erzijn doosjes met tien klosjes garen.
Bereken de standaardafwijking van de gemiddelde lengte
van de draad op de klosjes in deze doosjes.

b Bereken het kleinste aantal waarvoor geldt dat de
standaardafwijking van de gemiddelde lengte van de draad
van de klosjes in een doos kleiner is dan 2 meter.

Bij een spel worden twee schijven onafthankelijk van elkaar aan

het draaien gebracht. Zodra de schijven tot stilstand zijn

gekomen, wordt vastgesteld naar welke getallen de pijlen

wijzen.

X is de uitkomst van schijf 1 met E(X)=16eno(X)=11,3.

Y is de uitkomst van schijf 2.

a Bereken E(Y)en o(Y).

b De som van de uitkomsten van schijf 1 en 2 wordt aan de
speler uitbetaald in euro’s.
Bereken de verwachte uitbetaling per spel en de
standaardafwijking daarvan.

¢ Een speler heeft € 400,- op zak voordat hij met spelen start.
Eén spel, het één keer laten draaien van de beide schijven,
kost € 32,-. Hij speelt het spel 10 keer.
Hoeveel euro heeft hij naar verwachting na die 10 keer
spelen op zak?

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen
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Onderzoeksopdrachten

In 2018 werd op een aantal veebedrijven onderzoek gedaan
naar het vetpercentage en het eiwitpercentage in de melk. In de
figuur zie je dat de verdeling van het vetpercentage in de melk
bij benadering normaal verdeeld is. Het gemiddelde
vetpercentage is 4,4% en de standaardafwijking is 0.7%.
400
f
% 350 A
%;300 .
= 2501
2001
150 7
100 7
507

2,r0 2:4 2,'8 3,'2 3:6 4:0 4,'4 4,'8 5:2 5:6 6:0 6:4 6:8
vetpercentage —

Ook bij het eiwitpercentage mogen we uitgaan van een
normale verdeling. Het gemiddelde eiwitpercentage is 3.6% en
de standaardafwijking is 0,4%. De stochast V"is het
vetpercentage van de melk van een willekeurige koe en de
stochast W is het eiwitpercentage van de melk van een
willekeurige koe. We nemen aan dat de stochasten Ven W
onafhankelijk zijn.
Als het vetpercentage van de melk lager is dan het
eiwitpercentage bestaat het risico dat de koe last krijgt van
pensverzuring. Een koe loopt dus het risico op pensverzuring
als V< W, ofwel als V' — W <0.
Onderzoek bij hoeveel procent van de koeien het risico op
pensverzuring bestaat.
(Ontleend aan CE vwo wiskunde A 2017 2° tijdvak)
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Toevalsvariabele, stochast

Een toevalsvariabele of een stochast is een variabele waarvan
de waarde een getal is dat afthangt van de toevallige uitkomst
in een kansexperiment. Met P(X = 2) wordt bedoeld de kans
op de uitkomst 2, dat wil zeggen dat stochast X de waarde 2
aanneemt.

Een overzicht met alle mogelijke waarden die X kan
aannemen en de bijbehorende kansen heet de kansverdeling
van die stochast. De verwachtingswaarde E(X) is de
gemiddelde waarde die je mag verwachten als het experiment
een groot aantal keren wordt herhaald.

e

Voorbeeld

Gegeven is de kansverdeling van een
stochast X.

x | 10 |12 |18
PX=x) | 030304

Bereken de verwachtingswaarde E(X).

Oplossing
E(X)=10x03+12x0,3+18x0,4
=13,8

S1  Gegeven is de kansverdeling van een stochast U.
u |—-10|-14] 18

- 1 | |

Pw=w | ¢ |33

Bereken de verwachtingswaarde E(U).

Onafhankelijke en afhankelijke gebeurtenissen

Twee gebeurtenissen 4 en B heten onathankelijk als geldt:

= P(A) gelijk is aan de kans op gebeurtenis 4 onder de
voorwaarde dat B plaats vindt. In dat geval heeft het
optreden van B geen invloed op de kans dat 4 gebeurt.

- P(B) gelijk is aan de kans op gebeurtenis B onder de
voorwaarde dat 4 plaats vindt. In dat geval heeft het
optreden van 4 geen invloed op de kans dat B gebeurt.

Twee stochasten X'en Y heten onafthankelijk als voor
alle mogelijke uitkomsten ¢ van X en b van Y geldt dat
gebeurtenis X = « geen invloed heeft op P(Y = h) en
omgekeerd.

.

Gebeurtenissen die niet onathankelijk zijn, heten afhankelijk.
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S2

53

Een vaas is gevuld met 40 ballen, Oplossing

genummerd 1 tot en met 40.

Gebeurtenis 4 is het trekken van een bal
met een even nummer.
Gebeurtenis B is het trekken van een bal

waarvan het nummer een vijfvoud is. totaal
Onderzoek of de gebeurtenissen 4 en B
onafhankelijk zijn.

of

4 _ 1

20 57
De gebeurtenissen 4 en B zijn onathankelijk.

even | oneven | totaal
een vijfvoud 4 4 8
geen vijfvoud | 16 16 32
20 20 40

De kans op een even nummer is P(4) = % =

1

8

>

De kans op een vijfvoud is P(B) = 4% = %
De kans op een vijfvoud als je weet dat het nummer even
is, is gelijk aan

1

X
De kans op een even nummer als je weet dat het nummer
een vijfvoud is, is gelijk aan £ =

In de situatic van het voorbeeld is C de gebeurtenis het trekken

van een bal waarvan het nummer een tienvoud is.
Onderzoek of de gebeurtenissen 4 en C onafhankelijk zijn.

Normaal verdeelde stochast, parameter

Een normaal verdeelde stochast X is een toevalsvariabele
waarvan de kansverdeling benaderd mag worden door een
normale verdeling.

De kansverdeling van X wordt in dat geval volledig bepaald
door twee parameters: de verwachtingswaarde E(X) = pen
de standaardafwijking o(X) = ©.

Je noteert dat als: de stochast X is Norm(y, ¢)-verdeeld.

Er gelden de volgende twee vuistregels.
1 Pp—-o<X<p+o0)=0,68
2 Pp—20<X<sp+20)=095

-

0,135

034 | 034

0,135

20

20

Drop wordt verkocht in zakjes van 250 gram. Het gewicht
van een willekeurig zakje drop is een Norm(254, 2)-verdeeld.
a Hoeveel gram wegen de 2,5% zwaarste zakjes minstens?
b Welke van de kansen is groter: P(254 < X < 256) of

P(X < 254)? Licht je antwoord toe.

© Noordhoff Uitgevers bv
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Samenvatting

Vaardigheid

Je kunt de standaardafwijking van een stochast X

berekenen.

1 Ga na welke waarden X kan aannemen.

2 Stel een kansverdeling van X op.

3 Gebruik je rekenmachine om de standaardafwijking van X
te berekenen. Je noteert dit als o(X).

Voorbeeld

Je trekt aselect zonder terugleggen vier Oplossing
knikkers uit een vaas met drie rode en 1 Y kan de waarden 1, 2, 3 en 4 aannemen.
zeven w1ttc. knikkers. " ‘ | | 5 I 3 } 4
Stochast Y is het rangnummer van de 2
3 i 3 i = 7 7 7 1
trekking die de eerste witte knikker P(Y=u) ‘ T | L I e ‘ T
oplevert.
Bereken E(Y) en o(Y). 3 Met de rekenmachine vind je E(Y) = 1,375 en o(Y) =~ 0,633.
S4&  Je werpt met 5 zuivere geldstukken. X is het aantal keer kop.
Bereken E(X) en o(X).
Vaardigheid
Je kunt de rekenregels voor stochasten toepassen.
De waarde van een stochast X kan met een constante ¢ worden
verhoogd of met een constante ¢ worden vermenigvuldigd.
De verwachtingswaarde en de verwachte standaardafwijking
bereken je met de rekenregels:
E(X+c¢)=E(X)+c¢ E(c- X)=¢-E(X)
o(X +¢)=0o(X) o(c*X)=c-o(X) (c>0)
Bij het optellen van stochasten gelden de rekenregels:
E(X+ Y)=E(X)+ E(Y)
o(X+ Y)=vyo(X)>+o(Y) (als Xen Y onafhankelijke stochasten zijn)
Voorbeeld
X is de uitkomst van een dobbelsteen, E(X) = 3,5 Oplossing
en o(X)=1,71. ES)=EX)+E(Y)=3,5+2,5=6
De uitkomst Y van een viervlaksdobbelsteen is 1, 2, 5 5 3 3
= 2t = + =
30f4.E(Y)=2,5eno(Y) = 1,12. o($) = No(X)* + o(Y)* = V1,712 + 1,12* = 2,04
Bereken de verwachtingswaarde en de
standaarddeviatie van de som S van het aantal ogen.
\.
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S5  Xen Yzijn twee onathankelijke stochasten. Gegeven is dat
E(X)=15,0(X)=4,E(Y)=23enc(Y)="7.
a Bereken E(X+ Y)eno(X + Y).
b Bereken 6(2.X)en 6(X + 2).
¢ Tussen de stochasten X en Z bestaat het verband
Z=2X—3
Bereken E(Z) en 6(Z).

Vaardigheid
Je kunt de \n -wet gebruiken.

Voor de som § van n onafhankelijke stochasten
X,. X,, ..., X, elk met dezelfde kansverdeling als X geldt:

- E(S)=n-E(X)

- o(S)=n"o(X).
Voor het gemiddelde X geldt:
- E(X)=E(X)
_ o(X)
w g ) = ——

T
Voorbeeld

Een pak suiker weegt gemiddeld 1,1 kg met 6 = 0,04 kg.
Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking
voor het totale gewicht van 48 pakken.

Oplossing

De verwachtingswaarde van het totale gewicht is
48 x 1,1 = 52,8 kg.

De standaardafwijking is V48 x 0,04 = 0,277 kg.

\

S6 Deinhoud van een literpak sinaasappelsap is stochast X
waarvoor geldt E(X) = 1015 mL en 6(X) =9 mL. Voor het
vervoer worden de literpakken in dozen gedaan. Een doos
bevat 10 pakken frisdrank.

Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking van
de gemiddelde inhoud van de pakken sinaasappelsap uit deze
doos.
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aantal

Een tijdschriftenkiosk verkoopt het dagblad Trouw. Het aantal
exemplaren dat op een willekeurige zaterdag wordt gevraagd,
kun je beschouwen als een stochast X waarvan de
kansverdeling gegeven is.
a De kioskhouder koopt elke zaterdag 40 exemplaren van
dagblad Trouw in.
Hoe groot is de kans dat hij niet aan de vraag kan voldoen?
b Hoe groot is de verwachtingswaarde en de
standaardafwijking van de vraag naar dagblad Trouw op
een willekeurige zaterdag?

Spaarlampen van het merk Lumi gaan gemiddeld 6000 uur

mee. De brandduur B in uren van een willekeurige lamp is

normaal verdeeld met cen standaardafwijking van 800 uur.

a Schets een grafiek van de verdeling van B. Geef het
gemiddelde en de standaardafwijking in je tekening aan.

b Hoe groot is de kans dat een willekeurige lamp minder dan
5200 uur zal branden?

¢ Hoe groot is de kans dat een willekeurige lamp tussen
5200 uur en 6800 uur zal branden?

d Van spaarlampen van het merk Sol is de brandduur
Norm(5600, 200)-verdeeld.
Schets de grafiek van deze verdeling in de tekening van
opdracht a.

e Bij welk van de twee soorten lampen is de kans het grootst
dat je een lamp treft die minder dan 5200 uur mee gaat?
Leg je antwoord uit.

De toevalsvariabelen X en Y zijn onafhankelijk.
Voor de stochast X geldt p =16 en o = 3.

Voor de stochast ¥ geldt p=19enc =4.

a Bereken pen o voor de stochast Z =4X - 7.
b Bereken pen 6 voor de stochast S = X+ Y.

Hoofdstuk 11 Toevalsvariabelen

gevraagde

dagbladenx | P(X =x)
35 0,02
36 0,07
37 0,11
38 0.12
39 0,21
40 0,19
41 0,15
42 0,09
43 0,03
44 0,01
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T6

Je gooit met een rode en een blauwe dobbelsteen.

Gebeurtenis R is: Met de rode dobbelsteen gooi je zes ogen.

Gebeurtenis B is: Met de blauwe dobbelsteen gooi je zes ogen.

Gebeurtenis S is: De som van de aantallen ogen is groter dan 9.

a Leguit waarom de gebeurtenissen R en B onafthankelijk
zijn.

b Onderzoek of de gebeurtenissen R en S onafhankelijk zijn.

Een firma fabriceert open haardblokken als alternatief voor

echt openhaardhout. De brandduur van de blokken is

gemiddeld 2 uur met een standaarddeviatie van 15 minuten.

De firma verpakt de open haardblokken in dozen van 10 stuks.

a Bereken de verwachte totale brandduur per doos en de
standaardafwijking hiervan.

b Bereken de standaardafwijking van de gemiddelde
brandduur per blok voor dozen van 10 stuks.

¢ De firma overweegt ook grotere verpakkingen in de handel
te brengen.
Hoeveel blokken moeten er in een verpakking worden
opgenomen als je wilt bereiken dat de standaardafwijking
van de gemiddelde brandduur per blok hoogstens 0,05 uur is?

Op een fancy fair wil Joris met een spel geld verdienen voor
het goede doel. In een vaas zitten drie balletjes, genummerd 1,
2 en 3. Om aan het spelletje mee te doen betaal je € 2,-.
De speler trekt zonder terugleggen één voor één de balletjes uit
de vaas. Na de eerste trekking legt Joris één euro op een
schoteltje. Bij elke volgende trekking geldt: als het getrokken
nummer lager is dan het vorige, dan is het spel afgelopen en
krijgt de speler het bedrag dat op het schoteltje ligt. Is het
getrokken getal groter dan de vorige, dan verdubbelt Joris het
bedrag op het schoteltje. Als de speler de balletjes trekt in de
volgorde 1, 2, 3 dan betaalt Joris vier euro uit.
De stochast U is het bedrag dat Joris aan de speler uitbetaalt.
a Welke waarden kan U aannemen?
b Stel de kansverdeling van U op.
¢ Bereken de verwachtingswaarde en standaardafwijking van U.
d Josephine speelt dit spel tien keer. De stochast W is haar
totale winst in die tien spelletjes.
Bereken E(W) en o(W).
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Je kunt de standaardafwijking van een stochast berekenen.
E1  Sjoerd heeft per ongeluk twee lege batterijen in een doosje
gedaan waar al vier volle batterijen in zaten. Hij heeft drie
volle batterijen nodig. Eén voor één neemt hij de batterijen uit
de doos en test ze of ze vol zijn. Daar gaat hij mee door tot hij

drie volle batterijen heeft gevonden.

Stochast X is het aantal tests dat hiervoor nodig is.
a Stel de kansverdeling van X op.

b Bereken E(X)en o(X).

Je kunt de rekenregels voor stochasten toepassen.

E2 De stochasten X en Y zijn onafhankelijk. Gegeven is dat

E(X)=14,0(X)=2,E(Y)=192enoc(Y) =7,1.
a Bereken E(3X + 2,2) en 6(3X + 2,2).
b Bereken E(X+ Y)eno(X + Y).

E3 T is de hoogste temperatuur (in graden Fahrenheit) op een dag
in de maand juli in New York. Voor T geldt E(7,) =84 en
o(T},) = 9. Voor het omrekenen van Fahrenheit naar Celsius

geldt de formule 7. = —g— “(Fr—32).

Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking van
de hoogste temperatuur op een willekeurige dag in de maand juli

in New York in graden Celsius.

Je kunt de \n -wet gebruiken.

E4  Voor pakken suiker geldt dat het gemiddelde gewicht 1000 gram
is met een standaardafwijking van 12 gram. Temand koopt
twintig pakken suiker. Noem het totale gewicht daarvan 7.

a Leguitdat E(7") = 20000.
b Bereken o(T).

¢ Het gemiddelde gewicht van de twintig pakken suiker is G.

Bereken E(G) en o(G).

E5  In de tabel kun je op overzichtelijke wijze de

mogelijkheden weergeven bij het twee keer
achter elkaar werpen van een dobbelsteen.

Gebeurtenis A is: De eerste worp is een 3. —
Gebeurtenis B is: De tweede worp is een 5. —
Gebeurtenis C is: Beide worpen zijn gelijk. —
a Legzonder berekeningen uit dat de —

gebeurtenissen 4 en B onafhankelijk zijn.
b Onderzock of de gebeurtenissen 4 en C
onafhankelijk zijn.
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Een discotheekeigenaar heeft berekend dat het aantal liter
cola dat op een avond verkocht wordt normaal verdeeld is
met i =307 en 6 = 31. Er wordt ook cola light verkocht.
Het aantal verkochte liter cola light op een avond is
Norm(65, 12)-verdeeld.

a De ecigenaar vindt het voldoende om te weten hoeveel liter
cola de middelste 68% van de avonden verkocht wordt.
Tussen welke twee waarden schommelt deze vraag?

b Maak opdracht a ook voor cola light.

¢ Hoeveel liter verwacht de eigenaar dat er totaal aan cola
(gewoon en light samen) wordt verkocht op een avond?

d Tussen welke twee waarden zal 68% van de totale
colaconsumptie liggen?

Op een pakje thee staat dat er 100 gram thee in het pakje zit.
Natuurlijk zullen niet alle pakjes thee precies 100 gram wegen.
Bij een gewichtscontrole blijkt het gewicht van de pakjes
Norm(102,2; 3,2)-verdeeld, met het gewicht in grammen.
a Ineen doos zitten 80 pakjes thee.
Tussen welke twee waarden zit het gewicht van de
middelste 68% van de pakjes thee in de doos?
b Hoeveel gram thee verwacht je dat per doos teveel wordt
geleverd?

Een bedrijf verwerkt en verpakt tulpenbollen en
narcissenbollen. Het gemiddelde gewicht van de tulpenbollen
is 10 gram en de standaarddeviatie is 1,5 gram. Van de
narcissenbollen is dat achtereenvolgens 3,5 gram en 0,7 gram.
De bollen worden verpakt in zakken waarvan je het gewicht
mag verwaarlozen.
a Een zak tulpenbollen bevat 100 bollen.
Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking
van het totale gewicht van een zak met tulpenbollen.
b Een zak narcissenbollen bevat 40 bollen.
Bereken de verwachtingswaarde en de standaardafwijking
van het totale gewicht van een zak met narcisbollen.
¢ Ineen doos worden vier zakken tulpenbollen en tien zakken
narcissenbollen verpakt. Het gewicht van de doos zelf is te
verwaarlozen.
Stochast G is het gewicht in grammen van de doos met
zakken bollen.
Bereken E(G) en o(G).
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